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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΜΕΣΟΥ 

-ΠΕΡΙΛΗΨΗ- 
 
 
 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

 

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 
  
 
 
 
 
 
 
 
Κίνηση: ( ) ( )χ X, t   ;  x χ X, t= ,  χ  συνεχής συνάρτηση; ( )χ X,0 = Χ  
 
 

Ταχύτητα: ( )χ X, t xv x
t t

∂ ∂
= = ≡

∂ ∂
 

 
 

Επιτάχυνση: ( )2

2

χ X, t v x
t t

∂ ∂
= = ≡

∂ ∂
a  

 
 

Παραμόρφωση: ( )χ X, t xF   ;  dx FdX
X X

∂ ∂
= ≡ =

∂ ∂
 ... σταθερό t 

0
 F  
⎛ ⎞⎧

≠ ⎨⎜ ⎟∞⎩⎝ ⎠
 

 
 
Μετατόπιση: u x X= −  

 x   X  

0 → + – ← 
( ) ( ) • • 

t = 0 
 p0  

 P   B0  

t  
pt  

Bt   P  
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Ανηγμένη Παραμόρφωση: X
t σταθ.

dx dX uε F 1 u
dX X=

− ∂
= = − = ≡

∂
 

 
 

Κλίση Ταχύτητας: v dxD    ...   D
x dx

⋅⎛ ⎞
∂ ⎜ ⎟= =

⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

Υλική Παράγωγος και Παρατήρηση (Lagrangean): ( )f X, t
f

t
∂

=
∂

 

 
 
 

Xωρική Παράγωγος και Παρατήρηση (Eulerian): ( )f x, tf
t t

∂∂
=

∂ ∂
 

 
 
 

∴ f f f v
t x

∂ ∂
= +
∂ ∂

   ...   Σύνθετη παραγώγιση (chain rule) 
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2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ  ΜΑΖΑΣ 
 
( ) ( ) ( )

t

t
p

m p ρ x, t dx,   ρ ρ x, t 0= = >∫     

( )tm p … μάζα του tp  

( )ρ x, t ... πυκνότητα (μάζα / μονάδα μήκους) στο σε χρόνο t 

 
 
( ) ( )t 0m p m p=    ... Αξίωμα Διατήρησης Μάζας 

 
( ) ( )

t 0

0 0
p p

ρ x, t dx ρ dX,   ρ ρ X,0 0= = >∫ ∫        ...πυκνότητα Αναφοράς (t=0) 

 
                             (dx=FdX   ...“Iακωβιανή”, μετασχηματισμός t 0p p→ ) 
 

0 0

0 0
p p

ρFdX ρ dX,   p= ∀∫ ∫   

 
0ρ ρ

F
⇒ =    ή   0ρ (X)ρ(X, t)

F(X, t)
=  

• Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Μάζας (Lagrangean) ... (X, t)  

 

0ρF ρ       ρF 0      ρF ρF 0      
⋅

= → = → + = →  
 

vρF ρF 0
x
∂

+ =
∂

  vF F
x
∂⎛ ⎞=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

 
 

v ρρ ρ 0   ή  (ρv) 0
x t x
∂ ∂ ∂

+ = + =
∂ ∂ ∂

 

• Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Μάζας (Eulerian) ... (x, t)  
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3.ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ 
 

( )1 1T T x , t=  ( )2 2T x , t T=  

 

• ( ) ( ) ( )
2

1 t

x

C t 2 1 2 1
x p

T Tf p T T T x , t T x , t dx dx
x x
∂ ∂

= − = − = =
∂ ∂∫ ∫  

Cf ...(Εσωτερική) Δύναμη Επαφής ή Συνοχής Cf  (δύναμη ανά μονάδα 

επιφάνειας δηλαδή τάση)           

 

• ( )
2

1 t

x

B t
x p

f p ρbdx ρbdx= =∫ ∫      

Bf ...(Εξωτερική) Δύναμη Πεδίου  Bf  ( b   ... δύναμη ανά μονάδα μάζας ) 

 
 

• Ολική Δύναμη στο tp : ( ) ( ) ( )
t

t C t B t
p

Tf p f p f p ( ρb)dx
x
∂

= + = +
∂∫  

 
 
• Ορμή του tp : ( )

t

t
p

p ρvdx= ∫  

 
• Αξίωμα Διατήρησης Ορμής (Euler):   f =  

.....κατ’ αναλογία του αξιώματος του Νεύτωνα 

( )b x, t
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t t tp p p

T ρb dx ρvdx ρvdx
x

⋅
∂⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

( )
t 0 0

0 0 0 t

p p p

0
p p p p

ρvdx ρvFdX ρvF ρvF ρvF dX
  

vρ ρ vFdX ρvFdX ρ vFdX ρvdx
x

⋅ ⋅⎧
= = + +⎪

⎪→ ⎨
∂⎛ ⎞⎪ + + = =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

 

(Σημείωση: 
t 0 t

0
p p p

ρvdx ρ vdX ρvdx
⋅

= =∫ ∫ ∫    ... συντομότερη απόδειξη) 

 
 
                        0dm ρ dX ρdx= =  
 

T ρb ρv
x
∂

⇒ + =
∂

  ... Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Ορμής (Eulerian)  

 
 

0 0
T ρ b ρ v
X
∂

⇒ + =
∂

    Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Ορμής (Lagrangean) 

 
 

Σημείωση: T T 1
x X F
∂ ∂

=
∂ ∂

,  0ρρ
F

=  
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4. ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
 
 

Άγνωστοι 3: ρ, 
u

χ  ε
v

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,T 

 
 

Eξισώσεις 2: 

ρ (ρv) 0
t x

T ρb ρv
x

∂ ∂⎧ + =⎪∂ ∂
⎪
⎨
⎪ ∂⎪ + =
⎩ ∂

 

 
 

Καταστατική (ή Νομοτελειακή) Εξίσωση: 
n n

n n
χ χT = f χ, , 

X t
⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 
 
Παράδειγμα: 
 
 
T=kε=kuX  … Eλαστικό Στερεό 
 
 

vT p(ρ) μ
x

∂
= − +

∂
       ... Νευτωνικό Υγρό 

 
 

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

 

⇒  χρειαζόμαστε μία ακόμη 

εξίσωση (που διαφοροποιεί 

επίσης το ένα υλικό από το 

άλλο) 
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5. ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ ΚΑΙ ΥΓΡΑ 
 

5Α.ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ     ( ) uT = g ε,X ,  ε = = F -1
X
∂
∂

 

 
Ομογενή →   Τ = g(ε) 
 
 
Γραμμικά →   Τ = kε 

 
 
 

⇒ (∗) 

0

X

X

XX 0 0

ρρ =
1+ u

T = ku

ku +ρ b = ρ u

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

(∗) περιγραφή κατά Lagrange (X, t)  για τρεις αγνώστους ρ,u,T  του 
στερεού. Η (∗)3 ελήφθη με αντικατάσταση της (∗)2 στην διαφορική 
εξίσωση διατήρησης ορμής (Lagrangean). Επίλυση της (∗)3 προσδιορίζει 
όλους τους αγνώστους ρ,u,T  
 
Eπίλυση της Μερικής Διαφορικής Εξίσωσης (∗)3 γνωστής σαν Εξίσωση 

Κύματος (b≡0) 

 
2

XXu c u=    (
0

kc
ρ

=  ... ταχύτητα ήχου στο στερεό) 

k > 0 

TT  

ε 
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Γενική Λύση D’ Alembert : ( ) ( ) ( )u u X, t f X ct g X ct= = − + +  
 
όπου οι συναρτήσεις f και g προσδιορίζονται από τις αρχικές (δύο) και 

οριακές (δύο) συνθήκες 

 
Για μία ελαστική ράβδο ή ελατήριο μήκους L (0 X L≤ ≤ ) oι βοηθητικές 

συνθήκες (αρχικές και οριακές) είναι  

 
( ) ( ) ( ) ( )0 0u X,0 u X ,   u X,0 υ X= =   ... αρχική θέση και ταχύτητα 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 2u 0, t u t ,   u L, t u t= =  ... μετατοπίσεις στα άκρα 

 
 

Αποδεικνύεται ότι η λύση του   ( ) ( )

( ) ( )

2
XX

0 0

1 2

u c u

u X,0 u ;   u X,0 υ (ΑΣ)

u 0, t u   ;  u L, t u (ΟΣ)

⎧ =
⎪
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪

= =⎪⎩

 

υπάρχει και είναι μοναδική. 

(ΑΣ)... Αρχικές συνθήκες 

(ΟΣ)... Οριακές συνθήκες 
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Παράδειγμα λύσης της Εξίσωσης Κύματος για ημιάπειρο χώρο 

 
 

( ) ( )

( )

2
XX

X

u c u ,    X 0

u X,0 0,    u X,0 0

1u 0, t p( t )
k

⎧
⎪ = ≥
⎪
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

 

 
 

δηλ, δίνεται η τάση Τ=p(t) στο Χ=0 
 
 

( )
( )

t X c

0

0,    X ct 0

u u X, t
c p τ d τ,   X ct 0
k

−

− ≥⎧
⎪
⎪= = ⎨
⎪− − ≤⎪⎩

∫
 

 

( )

0,    X ct 0

T T X, t
Xp t ,    X ct 0
c

− ≥⎧
⎪⎪= = ⎨

⎛ ⎞⎪ − − ≤⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 
 

Μη-Γραμμικά Ελαστικά Υλικά : T = g(t) = g(uX) 
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5Β. ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΥΓΡΑ  ( )T = -p ρ,X  

 
Ομογενή →   Τ = –p(ρ) 
 
Γραμμικά →  Τ = –σταθ.ρ   ... τέλεια αέρια 

 
 

⇒  (∗) 

( )

( )

ρ ρv 0
t x

T ρb ρv
x

T p ρ

∂ ∂⎧ + =⎪ ∂ ∂
⎪
⎪
⎪ ∂⎪ + =⎨
∂⎪

⎪
⎪ = −⎪
⎪⎩

 

(∗)  περιγραφή κατά Euler (x, t)  για τρεις αγνώστους (ρ, v,Τ ) του υγρού. 
Συνδιασμός της (∗)2 και (∗)3 οδηγεί στο σύστημα 
 
 

( )

( )

ρ v vp ρ ρb ρ v
x t x

     
ρ ρv 0
t x

∂ ∂ ∂ ⎫⎛ ⎞′− + = +⎜ ⎟⎪∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
∴ ⎬

⎪∂ ∂ ⎪+ =
∂ ∂ ⎭

 

που συνιστά τις 

 

• Bασικές Εξισώσεις της Μονοδιάστατης Αεροδυναμικής 

(Υποθέτουμε b 0≡ ) 

 
 

Iσορροπία: v =0 0ισορ.

ρ ρ 0      ρ ρ σταθ.
t x

∂ ∂
⇒ = = → = =

∂ ∂
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Γραμμικοποίηση 
 
Θεωρούμε καταστάσεις ‘πλησίον’ της ισορροπίας, δηλ. 
 

0ρ = ρ +ρ

v = 0 + v

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

   με 

  
( ) ( ) ( )ρ Ο ε ;    v Ο ε ,      μέτρο,   Ο ε σταθ.ε,   ε 1 = = ⋅ ≡ < << ; 

 
( )0

0

0

p ρ ρ v- =
ρ x t

 

ρ v= -ρ
t x

′⎧ ∂ ∂
⎪ ∂ ∂⎪⎪⇒ ⎨
⎪∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎩

 

 

δηλαδή σύστημα 1ου βαθμού για { }ρ , v  

 

( ) ( )0 0

0 0

0 0

p ρ p ρ
ρρ x t ρ x t    0    det 0
v

ρ ρ
t x t x

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥∴ = ⇒ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ∂ ∂ ⎦ ⎣ ∂ ∂ ⎦

 

 

( )
2 2

0 2 2  p ρ 0
x t
∂ ∂′⇒ − =
∂ ∂

  

 
δηλ. πάλι η εξίσωση κύματος 

( ) ( )2
tt xx

ρ
ψ c ψ  ;  ψ f x ct g x ct

v
⎧ ⎫

= ≡ = − + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

, ( )0c p ρ′=  

c... ταχύτητα ήχου στο βαρoτροπικό υγρό 
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Υπολογισμός Ασυνεχούς Λύσης 

( )

( )

t x

x

ρ ρv 0

T ρv

T p ρ

+ =⎧
⎪
⎪⎪⇒ =⎨
⎪
⎪

= −⎪⎩

   (∗)  

 
 

Για 

0

0

0

ρ ρ

ρ v 0 ;   v v  ,   x
t t

T p

=⎧
⎪
⎪∂ ∂ ⎪= = = → −∞⎨∂ ∂ ⎪
⎪

= −⎪⎩

 

 
 
 

(∗)1   0
0 0

0

ρ v   ρv ρ v       F
ρ v

→ = → = =  

 
 
 

(∗)3   0ρ   T p
F

⎛ ⎞→ = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 

(∗)2  x 0 0
v v    T ρv ρ v    
x x
∂ ∂

→ = = →
∂ ∂ 0 0 T ρ v v σταθ.= +  

 
 
 

 → 2
0 0 0σταθ. p ρ v= − −   ( )0 0 0 0   T ρ v v v p→ = − −  
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( ) ( )20
0 0 0

ρp ρ v F 1 p ρ
F

   

F  1,  t  

⎫⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎪∴ ⎬
⎪
⎪→ → −∞ ⎭

   Μία λύση είναι η F=1 

Mία άλλη που ζητούμε  
 

( ) ( ) 20
0 0 0

ρF 1 h,   h 1  h F 1       p p ρ ρ v h
1 h
⎛ ⎞= − << ⇒ = − − → − =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

  

αλλά   21 1 h h ...
1 h

= + + +
−

 

 
 

( ) ( ) ( )2 20 0 0
0 0 0

0

p ρ ρ h p ρ
   v       p ρ v

ρ h
+ −

′∴ = → =  

 

( )
2

2 0

0

vM
p ρ

≡
′

 (δηλαδή, Μ... αριθμός Mach) 

ώστε 
 
Μ > 1 , υπερηχητική 

 
Μ < 1 , υποηχητική 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F 

t 

1 

1/M2 
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6. ΝΕΥΤΩΝΙKΑ ΥΓΡΑ 
 

( )v vT f ρ,       T p ρ μ
x x
∂ ∂⎛ ⎞= → = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 
 
( )p ρ  : Θερμοδυναμική Πίεση     

 
 

vμ
x
∂
∂

: Ιξωτάση (Τάση που οφείλεται σε τριβές λόγω Ιξώδους) 

 
 
Το πρόβλημα προς λύση είναι ο προσδιορισμός των (Τ, ρ, v) όταν 

{p(ρ)>0, μ>0} είναι γνωστά (πείραμα, στατιστικά μοντέλα) 

 
 

⇒  (∗)

( )

( )

ρ ρv 0
t x

T v v ρ v
x t x

vT p ρ μ
x

∂ ∂⎧ + =⎪∂ ∂
⎪
⎪
⎪∂ ∂ ∂⎪ ⎛ ⎞= +⎨ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪
⎪

∂⎪ = − +
⎪⎩ ∂

  

 
 
Λύση του (∗) για μόνιμη κατάσταση (ανεξάρτητη από χρόνο)  
 

( ) ( )ρ v 0  ρ ρ x ,   v v x
t t

∂ ∂
= = ⇒ = =

∂ ∂
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(∗)   

( )

( )

x

x x

x

ρv 0

   T ρv v

T p ρ μ v

=⎧
⎪
⎪⎪→ =⎨
⎪
⎪

= − +⎪⎩

 

 
 
με οριακές συνθήκες  
 
 

( )

0

0

0 0

ρρ

v v

T p ρ p

⎧ ⎫⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪→⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

− ≡ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 για x →−∞  

 
 
 

2
0 0 0 0 0 0 0   ρv ρ v ,    T ρ v v σταθ.,   σταθ. p ρ v∴ = = + = − −  

 
 
 

( )

( )

( )

0

0

0 0 0 0

20
0 0 0 0

ρ v f f x
ρ v

   T ρ v v v p

ρ dfp μv ρ v f 1 p  ;   f 1   όταν   x    [ ] 
f dx

⎧ = ≡ =⎪
⎪
⎪
⎪→ = − −⎨
⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞− + = − − → → −∞ ∗⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
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Η λύση λοιπόν ανάγεται στη λύση της [∗]. Εκφράζουμε αυτή σε συν-

τεταγμένες Lagrange :  

 
0

0

ρ vF
ρ v

= =   … σταθερό Χ 

 
 

0

vf
v

=  … σταθερό x 

 
 

( ) ( ) ( ) 0x x X,t
f f fF X, t f x       F v       F v F
t x x=

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= → = + → = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
 

( )20
0 0 0

ρ F   p μ ρ v F 1 p   X,    F 1,    t    ( )
F F

⎛ ⎞∴ − + = − − ∀ → → −∞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

Mία λύση είναι η F=1. Θα αποδείξουμε ότι αυτή είναι η μοναδική λύση 

όταν το v0 είναι σχετικά μικρό. Όταν το v0 γίνεται αρκετά μεγάλο εμ-

φανίζεται μία αλλη λύση ασυνεχούς μορφής σε κάποιο σημείο 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
0

0

v
M

p (ρ )
≡

′
 

M–2

 ff  

x 

1 

∞−  

F 

t 

M–2

1 

X σταθερό 

∞−
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Για τη λύση της (+) υποθέτω ένα ειδικό μοντέλο για το p(ρ), δηλ. 
 

p(ρ) = σταθ.ρ   … (θερμοδυναμική πίεση τέλειου αερίου)  

 
 

0

0

pp ρ
ρ

=  
( ) ( )

2
2 2 0 0

0 0
0

ρ vμF ρ v F 1 F M   ;  M
p

 

F 1,    t

−⎧
= − − ≡⎪

⎪⇒ ⎨
⎪
⎪ → → −∞⎩

 

 
Ολοκληρώνοντας   
  

( )

2

0 02
2 2

0 0

μM F 1log t t ,    t σταθ.  ολοκλ.
F M

ρ v M 1
−

−
= + ≡

−
−

 

 
 

Απόδειξη: 
 

( )( )
2

20 0

μ dF   
ρ v F 1 F M−

→
− −

 

 

( )( ) ( )( )

2
0 0

2 2 2

ρ vdF dF  dt
μF 1 1 M F M M 1

− − −

→ + =
− − − −

 

 

( ) ( )2 2
0 0

2 2 2

d F Md F 1 ρ v1 1 dt   
F 1 μ1 M M 1 F M

−

− − −

−−
+ = →

−− − −
 

 

( )2
02 2

0 0

μ 1 log F 1 log F M t t
ρ v 1 M

−
−

⎧ ⎫− − − = +⎨ ⎬
−⎩ ⎭
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0
2

t tF 1 exp
τF M−
−−

⇒ =
−

 

 

( ) ( )
2

22 2
00 0

μM μτ
p M 1ρ v M 1

≡ =
−−

   … χαρακτηριστικός χρόνος  

 
 

Παρατήρηση 1 : F 1,    t→ →−∞  μόνο όταν τ > 0, δηλ. η λύση υφίσταται 

μόνο όταν Μ>1 (υπερηχητική ροή). Επίσης 2t   F M−→∞ ⇒ → . Αν 

Μ<1, F=1 είναι η μόνη λύση 

 
Παρατήρηση 2 : Μ>1 

 

(i)  2 0
2

t t1 FM F 1      exp
τF M

−
−

−−
< < → =

−
 

 

(ii)  0
2

t tF 1F 1      exp
τF M−
−−

> → =
−

 

 

(iii)  2 0
2

t tF 1F M       exp
τF M

−
−

−−
< → =

−
 

 
Παρατήρηση 3 : Mπορεί να υπολογισθεί ότι χρησιμοποιώντας τη λύση (i) 

( )
2

0 0
1 M   t t       F t

2

−+
∴ → → =  

 

 ( )
2

0 2
M 1 1F t    ~   

μ4M τ

− −
= − −    ... κλίση 

 
Για μικρά  μ (μ→0) το προφίλ πλησιάζει τη δομή ασυνεχούς λύσης. 
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Τα αποτελέσματα των παραπάνω παρατηρήσεων δίνονται γραφικά παρα-

κάτω 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

M – 2

0

0

ρvF
v ρ

= =

2

0

2

0 2

1 MF(t )
2

M 1 1F(t ) ~
μ4M τ

−+
=

−
= − −

 

0t t=  

μ 0→  

(ii) 

(iii) 

(ii) + (iii) μη αποδεκτές λύσεις 

tt 0=  
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7. ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ 
 
7Α. ΜΟΝΤΕΛΟ KELVIN-VOIGT   

 
( )T f ε,ε       Τ kε με= → = +  

 
 

k k

k μ k μ

μ μ

T kε
  T T T ,   ε ε ε

T με

= ⎫
⎪ = + = =⎬
⎪= ⎭

 

 
H παραπάνω διάταξη της “παράλληλης σύνδεσης” του ελαστικού 

ελατηρίου (k>0) και αποσβεστήρα (μ>0) με τις παραπλεύρω υποθέσεις 

είναι η φυσική αναπαράσταση της μηχανικής συμπεριφοράς του σημείου 

Χ του εν λόγω στερεού 

 
To παραπάνω μοντέλο επιδεικνύει “ερπυσμό” δηλαδή ε↑  για σταθερό Τ 
 

( )

o
t

0 τ

T kε ε
μ μ T    ε  1 e

k
ε 0 0

−

⎫= − ⎪ ⎛ ⎞⎪ → = −⎜ ⎟⎬ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪= ⎭

 

μτ 0
k

≡ > ,  τ : χαρακτηριστικός χρόνος ερπυσμού 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Τ 
Τ0 

“Iστορία Τάσης” 

t 

Τ 

 μ > 0 

Τ 

k > 0 

0 

“Iστορία Παραμόρφωσης” 

τ 

ε 
k

T
e 01−

 

k
T0  

     μ↑  

t 0 
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Δυναμική Εξίσωση του Μοντέλου 
 

0

XX XX 0

X X

T ρ u
X

  ku μu ρ u

T kε με ku μu

∂ ⎫= ⎪∂ ⎪⇒ + =⎬
⎪

= + = + ⎪⎭

 

... γραμμική μερική διαφορική εξίσωση (ΜΔΕ) 

 
Για να λυθεί χρειαζόμαστε πάλι αρχικές (ΑΣ) και  οριακές (ΟΣ) συνθήκες 
 
Παράδειγμα : 0 X L≤ ≤     
 

( )

( )

u X,0 0

πXu X,0 sin
L

=⎧
⎪⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

    ... (ΑΣ) 

 
( )

( )

u 0, t 0

u L, t 0

=⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

    … (OΣ) 

Λύση : Έστω ( ) ( ) πXu X, t U t sin
L

=  που ικανοποιεί τις ΟΣ 

Αντικαθιστώντας στην αρχική ΜΔΕ →   
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

0
π πk U t μ U t ρ U t 0
L L

U 0 0,   U 0 1    (ΑΣ)

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎪
⎪ = =⎩

 

δηλ. το πρόβλημα ανάγεται στη λύση μίας δευτεροβάθμιας Συνήθους 

Διαφορικής Εξίσωσης (ΣΔΕ) 
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( ) ( ) πXu X, t U t sin
L

⇒ =   όπου  ( ) ( )ωt at at1U t e e e  ;   a 0
2a

− −= − ≠  

 
 

2 2
0

2
0 0 2

4ρ kμ π μ πω ,   a 1
2ρ L 2ρ L πμ

L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≡ ≡ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
δηλαδή, 
 

( )

0
2

2

ωt

0
2

2

4ρ k1 sinh at,   a  ...πραγματικός  1
a πμ

L

πXu X, t e sin   
L

4ρ k1 sin a t,   a  ...φανταστικός  1
a πμ

L

−

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎜ ⎟<
⎪ ⎜ ⎟⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟>⎪ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

t 

u 

t 

u 

μεγάλο μ 
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7B. ΜΟΝΤΕΛΟ MAXWELL   

 

( ) ( ) ( )
s
τ

0

μT kε G s ε t s ds ;   G s kε ,    τ
k

∞ −
= + − ≡ ≡∫  

 
 

k μk k

μ μ k μ

T T TT kε
  

T με ε ε ε

= == ⎧⎫
⎪⎪ ⇒⎬ ⎨

⎪ ⎪= + =⎭ ⎩

 

 
 
H παραπάνω διάταξη της “εν σειρά” του ελαστικού ελατηρίου (k>0) και 

του γραμμικού αποσβεστήρα (μ>0) με τις παραπλεύρω υποθέσεις είναι η 

φυσική αναπαράσταση της μηχανικής συμπεριφοράς του σημείου Χ του 

εν λόγω στερεού 

 
Για να το δούμε αυτό, παρατηρούμε ότι οι παραπάνω σχέσεις δίνουν  

 
 

k μ
T T 1ε ε ε       T T kε
k μ τ

= + = + → + =  

μτ 0
k

≡ > ,   τ : χαρακτηριστικός χρόνος απόσβεσης 

 

t τ t τ   e T e kε
⋅

→ =   και ολοκληρώνοντας από 0 έως   ∞ →  
 

( ) ( )
t t

ξ τ ξ τe T ξ dξ ke ε ξ dξ
−∞ −∞

⋅
=∫ ∫   και με την υπόθεση ότι ( )T −∞ < ∞  

T   T  

k > 0 μ> 0 
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( )
( )

( ) ( )
τ ξ st
τ τ

0

T t ke ε ξ dξ ke ε t s ds
− ∞− −

−∞

= = −∫ ∫  

 
όπου s t ξ= −  
 

( ) ( ) ( )
s s
τ τ

0s 0

k   T t ke ε t s e ε t s ds
τ

∞ ∞− −

=

⎡ ⎤
∴ = − − − − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

( ) ( )
s
τ

0

kkε t e ε t s ds
τ

∞ −
= − −∫  

 

όπου υποθέσαμε ότι ( )ε −∞ < ∞  
 
 

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t ξt
τ

s
τ

0 0

s
τ

0

ke ε ξ dξ

   T t ke ε t s ds ;    T t G 0 ε t G s ε t s ds

kkε t e ε t s ds
τ

−
−

−∞

∞ ∞−

∞ −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪∴ = − = + −⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

− −⎪
⎪⎩

∫

∫ ∫

∫

 

 
 

( )
s
τG s ke

−
≡   ( ) ( )( )G s 0;    G s 0,    s> → →∞  
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To μοντέλο Maxwell επιδείχνει το  φαινόμενο “χαλάρωσης τάσης”,  δηλ. 
Τ ↓  για ε=σταθ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

( ) ( )
( )

0,    t 00,    t 0
ε t       T t

G t ε*,   t 0ε*,   t 0

≤< ⎧⎧
⎪ ⎪= ⇒ =⎨ ⎨
⎪ ⎪ >≥⎩ ⎩

 

 
 
 
Το μοντέλο Maxwell είναι κατάλληλο για υγρά επειδή δεν έχει 

παραμένουσα ελαστικότητα δηλ. ( )G s 0,    s= →∞ . Επίσης υποδείχνει τη 

γενική μορφή της καταστατικής (νομοτελειακής ή συντακτικής) εξίσωσης 

της γραμμικής ιξωελαστικότητας όπως δείχνεται παρακάτω 

προσδιορίζεται 
πειραματικά ε 

ε* 

t=0 t 

T 

t=0 t 

G(0)ε*
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7C. ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ  

 

( ) ( )
s 0

T ε t - s ,   s 0,
∞

=
= = ∞⎡ ⎤⎣ ⎦F ,   F    ... συναρτησιακή της ιστορίας του ε 

 
συναρτησιακή ≡  συνάρτηση καμπύλης...(Volterra) 
 

 
 

 
 
 
 

( ) ( )ε t s ,   s 0,− = ∞    … καμπύλη ή ιστορία του ε. 

 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν το F είναι γραμμικό με μνήμη που ξεθωριάζει  
 

στο παρελθόν (fading memory)  →  

( ) ( ) ( )
0

T k ε G 0 ε G s ε t s ds;  
∞

∞= + + −∫           (∗) 

 
( ) ( )G s 0   με   G s 0,   s> → →∞  

 
δηλ. βλέπουμε ότι σαν αποτέλεσμα της θεωρίας της συναρτησιακής 

ανάλυσης και γραμμικοποίησης (ανάπτυξη της συναρτησιακής F κατά 

Frechét σε αναλογία με την ανάπτυξη  της συνάρτησης  f  κατά Taylor και 

διατήρηση του πρώτου ή γραμμικού όρου) παίρνουμε μια γενικευμένη 

σχέση που θυμίζει το μοντέλο Maxwell αλλά με γενικευμένη συνάρτηση ή 

μέτρο χαλάρωσης ( )G s  και μη-μηδενική παραμένουσα ελαστικότητα δηλ. 

k 0∞ ≠ . Η (∗) είναι η γενική καταστατική (συντακτική) εξίσωση της 

γραμμικής ιξωελαστικότητας. 

t 

ε ε(t–s) ε(t) 

s 
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Η (∗) μπορεί να ξαναγραφεί ως  
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

0

G s k G s

T G 0 ε G 0 ε t s ds;      G s 0,    s

G s k ,   s

.

∧

∞

∞∧ ∧

∧

∞

⎧ ≡ +⎪
⎪
⎪⎪= + − → →∞⎨
⎪
⎪
⎪ → →∞⎪⎩

∫  

 
k∞ …………ελαστική σταθερά ισορροπίας 
  

( )k G 0∞ + .…αρχική ελαστική σταθερά 
 
 
• Δυναμική Εξίσωση (ή Εξίσωση Κίνησης) 
 
Αντικαθιστώντας την [∗] στην εξίσωση διατήρησης ορμής 
 

X 0 0T ρ b ρ u   + = →  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )XX XX 0 0
0

k G 0 u X, t G s u X, t s ds ρ b ρ u X, t
∞

∞ + + − + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫  

 
η οποία είναι είναι μια ολοκληρο-διαφορική (integro-differencial) εξίσωση 

που λύνεται χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό Laplace και τη χρήση 

των δύο “αρχικών” και δύο “οριακών” συνθηκών. Επίσης αποδεικνύεται η 

μοναδικότητα της λύσης για {k,μ}>0 
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• Προσδιορισμός G : (φαινόμενο “χαλάρωσης”) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
0,    t 0

ε t  
ε*,   t 0

<⎧
⎪= ⎨
⎪ ≥⎩

 

 
 

( )
( ) ( )

0,    t 0
T t

k ε* G t ε*,   T k ε*    ∞ ∞

<⎧
⎪= ⎨
⎪ + ∞ = →⎩

 

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

0 t

T t k ε* G 0 ε* G s ε t s ds G s ε t s ds   
∞

∞= + + − + − →

↓

∫ ∫  

( )
t

0

G s ε*ds∫  

 
( ) ( ) ( ) ( )T t k ε* G 0 ε* G t G 0 ε*∞= + + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

ε 

ε* 

t=0 t 

G (t)
∧

 

T 

t=0 t 

[ ]k +G(0)  ε *∞
 

ε *k∞
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Ειδικές Περιπτώσεις της Γραμμικής Ιξωελαστικότητας και Φυσική Ανα-
παράσταση 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T t k ε t G 0 ε t G s ε t s ds
∞

∞= + + −∫  

  
 

1.  Maxwell :  
 
 

( )
s
τ μk 0;    G s ke ,    τ

k
−

∞ = = ≡    … (χρόνος χαλάρωσης) 

 

( ) ( )
s
τ

0

T T kε       T k ε t e ε t s ds
k μ τ

∞ −⎛ ⎞⎛ ⎞
= + → = + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫  

 
2.  Ν-Maxwell εν // : 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) i

sN
τ i

i i
ii 1

μk 0;   G s k e ,   τ
k

−

∞
=

= = ≡∑  … (φάσμα χαλάρωσης) 

 

( ) ( )i

sN N
τi i i

i i
i i ii 1 i 10

T T kε ,   T T       T k ε t e ε t s ds
k μ τ

∞ −

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= + = → = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∫  

 μ1  k1 

Τ Τ
 μ2 

 μΝ 

 k2 

 kΝ 

T T 
k  μ 
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3.  Στάνταρτ Ιξωελαστικό Στερεό : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(#) 

( ) ( )

2 2 1 1 1

2 1

2 1

k k k 1 k ,μ μ k ,μ

k k ,μ

k k μ

T kε ,    T k ε ,    T με

ε ε ε

T T T T

T ,  ε

= = =⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⇒
⎜ ⎟= = +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−∞ −∞ < ∞⎡ ⎤⎣ ⎦⎝ ⎠

 

 
 

( )
1 2k k2 s
μ1 2 2

1 2 1 2

k k kk ,    G s e
k k k k

+
−

∞ = =
+ +

 

 
 
Δηλαδή, με την ολοκλήρωση των εξισώσεων (#), που αντιστοιχούν στο  

στάνταρτ ιξωελαστικό στερεό (εν σειρά σύνδεση Kelvin-Voigt στερεού με 

ελατήριο), παίρνουμε την καταστατική εξίσωση 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2k k2 2 s
μ1 2 2 2

1 2 1 2 0

k k k kT t ε t ε t e ε t s ds
k k k k μ

+∞ −⎛ ⎞
= + + − −⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠

∫  

 
 

Τ 

k1 > 0 

 μ > 0 

Τ k2 > 0 
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Σημείωση: Κλείνοντας την ανασκόπηση της γραμμικής ιξωελαστικότητας 

τονίζεται ότι το Μοντέλο Maxwell κατέληξε σε καταστατική εξίσωση της 

μορφής  

 

( ) ( )
s 0

T t ε t s
∞

=
= −⎡ ⎤⎣ ⎦F  

 
 
Ανάλογα το μοντέλο Kelvin-Voigt μπορεί να αποδειχθεί ότι οδηγεί στη 
μορφή  

 

( ) ( )
s 0

ε t T t s  
∞

=
= −⎡ ⎤⎣ ⎦F  

 
που οδηγεί σε γραμμικοποιημένες μορφές όπως κι η παραπάνω ανάλυση. 

 

Επίσης αναφέρεται ότι οι παραπάνω δύο εξισώσεις δεν είναι πάντα 

ισοδύναμες 

 

π.χ. το μοντέλο Maxwell δεν είναι ισοδύναμο με το μοντέλο Kelvin-Voigt. 

Δηλαδή, οι παραπάνω εξισώσεις δεν είναι εν γένει αντιστρεπτές 

 



 

8. ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗ                                            32  

8. ΕΝΝΟΙΕΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 
(ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ) 
 

 
Εσωτερική Ενέργεια :   ( )

t

t
p

E p ρedx= ∫  

 

Θέρμανση :   ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2

t

t

c t x x
p

t c t r t

r t
p

qQ p q q dx
x

Q p Q p Q p    

Q p ρrdx

∂⎧ = − = −⎪ ∂
⎪⎪= + ⎨
⎪

=⎪
⎪⎩

∫

∫

   

 
 
Θερμοκρασία :   ( )θ θ x, t 0= >  
 
 
Ισχύς :   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

t

t

t
p

t t t

2
t

p

Tv
W p ;v ρbv dx

x

P p ;v W p ;v K p ;v    
1K p ;v ρv dx
2

⎧ ∂⎧ ⎫
= − +⎨ ⎬⎪ ∂⎩ ⎭⎪

⎪= − ⎨
⎪
⎪ =
⎪⎩

∫

∫

 

 
 
 
 

Παρατήρηση (Θεώρημα) :   ( ) ( )
t

t t
p

vW p K p T dx
x
∂

= +
∂∫  

 
 
Πρώτος Θερμοδυναμικός Νόμος :   
 



 

8. ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗ                                            33  

( ) ( ) ( ) { }t t tE p P p Q p    E pV Q= + = − +  
 
 

( ) ( )
t

t t
p

vE p T dx Q p
x
∂

= + ⇒
∂∫  

 
 

t t tp p p

v qρedx T dx ρr dx   
x x
∂ ∂⎛ ⎞= + − + ⇒⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 
 

v qρe T ρr
x x
∂ ∂

= − +
∂ ∂

   (∗)   ή 

 
 
 
 

0 0
qρ e TF ρ r
X
∂

= − +
∂

 

 
 

(∗)   1 v 1 q   e T h   ;   h ρr
ρ x ρ x

∂ ∂⎛ ⎞→ = + ≡ − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
   

  
h   … τοπική θέρμανση   

 
Δεύτερος Θερμοδυναμικός Νόμος :   
 

 
Εντροπία :   ( )

t

t
p

H p ρηdx= ∫  
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Ανισότητα Planck :   qρη ρr /θ
x
∂⎛ ⎞> − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

   ή   hη
θ

≥  

 

Σημείωση:   ΔQΔs
θ

≥  

 
Eσωτερική Απώλεια :   δ θη h≡ − =  

 

                                      1 qθη ρr 0
ρ x

∂⎛ ⎞− + ≥⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
δηλαδή   δ 0≥  

 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ FOURIER:   
θ θq 0   ή   η 0
x x
∂ ∂

≤ − ≥
∂ ∂

 

 

⇒   Clausius-Duhem Inequality :   q θρδ 0
θ x

∂⎛ ⎞− ≥⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

 

2
1 q q θ ρr   ργ ρη 0  
θ x x θθ
∂ ∂

∴ ≡ + − − ≥ →
∂ ∂

 

 
( )q θ ρrργ ρη

x θ
∂⎛ ⎞

≡ − − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

( )
1 2t t

t
x xp p

q q ρr   Γ p ργdx H dx
θ θ θ

⎧ ⎫⎪ ⎪∴ = = − − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

 
( )t   Γ p 0⇒ ≥    … ρυθμός παραγωγής εντροπίας 

 
Ελεύθερη Ενέργεια :   ψ e θη≡ −   
 

1 v q θ   ψ ηθ T 0
ρ x ρθ x

⎛ ⎞∂ ∂
∴ + − + ≤⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΤΑΝΥΣΤΩΝ 

 

 

1. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  
 

  
 
 

  

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∧∧∧∧

321 ιιιι ,,i   

( ) ( ) ( )100   010   001 321 ,,,,,,,, ===
∧∧∧
ιιι  

Διάνυσμα =++=
∧∧∧

332313 ιιιu uuu  

                    
∧

=

∧
== ∑ ii

i
ii uu ιι

3

1
  

… συμβολισμός δεικτών (Einstein) 

 
 

( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

3

2

1

321

u
u
u

u,u,uu    … εναλλακτικοί συμβολισμοί 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ευκλείδειος Χώρος  V∈u  
 
Καρτεσιανό σύστ. συντεταγμένων 
 

u1 

u2 

u3 
( )321 u,u,uu  

∧

1ι  

∧

2ι  

∧

3ι  

Συνιστώσες - Συμβολισμός 
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Κανόνες Δεικτών – Σύμβολα δij  και  εijk   
 

• Επαναληπτικότητα (δύο φορές) δείκτη (i) υπονοεί άθροιση από i=1 

μέχρι i=3 

 
• Εμφάνιση δείκτη (i) 3 φορές σ’ ένα όρο δεν έχει έννοια 

 
 

• Το σύμβολο 
⎩
⎨
⎧

=
≠

≡
ji,
ji,

ij   1
  0

δ  όταν εμφανίζεται σ’ ένα όρο που έχει ένα 

κοινό δείκτη με το δij μπορεί ν’ απαλειφθεί αλλάζοντας το κοινό δείκτη 

με τον άλλο. Το σύμβολο δij είναι επίσης γνωστό ως Kronecker-delta 

 
3

ij j ij j i1 1 i2 2 i3 3
j 1

3 3

ijk jk ijk jk
j 1 k 1

A u A u A u A u A u

A B A B

=

= =

= = + +

= =

∑

∑∑

 

 

                ( )
3

ij1 j1 ij2 j2 ij3 j3
j 1

A B A B A B
=

= + +∑   

 

… 9 όροι συνολικά με ανάπτυξη του j 

iilijk BA    … δεν έχει νόημα 

 
jijiljkilijkjjiiijij uuAAAAA ==== δδδ    ,   ,  
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 Το σύμβολο εijk (permutation, alternator, Eddington) 

 
 
 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

+

=

1,2,3 των διάταξη ροφηαριστερόστ  ήπερριτή    ;1

ίσαείναι   τα από δύο   ;0

1,2,3 των διάταξη ηδεξιόστροφ  ήάρτια    ;1

kj,i,

kj,i,

kj,i,

ijkε   

 
 
 

1   ,0   ,1 132112123 −=== εεε   
 
 

kjiikjjikkijjkiijk εεεεεε −=−=−===  

…εναλλακτικός συμβολισμός (ορισμός) των εijk 

i 
 j k 

1 
 2 3 

1 
 2 3 

i 
 j k 
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Εσωτερικό γινόμενο 
 

  
 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++==≡⋅ ∑

=
332211

3

1
 ...   vuvuvuvuvuvu

i
iiiiiivu  

 
• Ιδιότητες / Επιπλέον ορισμοί :   

 
( ) ( ) ( ) ;     ;     ; vuvuwuvuwvuuvvu ⋅=⋅⋅+⋅=+⋅⋅=⋅ aa  

0  ,0 ≠>⋅ uuu  
 

• ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++==⋅= 2

3
2
2

2
1   του μέτρο   ...   uuuuu iiuuuuu  

 
 

• Θεώρημα (Ανισότητα Cauchy-Schwarz) :  vuvu ≤⋅  

• Θεώρημα (Tριγωνική ανισότητα) :  vuvu +≤+  

 

• cosϕ⋅ =u v u v     ... ορισμός γωνίας ( )vu,∠=ϕ  

•  ;
100
010
001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==⋅

∧∧

ijji διι   

∧
⋅= iiu ιu    ... τύπος για τις συνιστώσα ui  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==⋅=⋅⇒=

∧∧∧∧

imimimmimm uuuu διιιuιu     
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Εξωτερικό γινόμενο 
 

  

 

• 
∧

=× ikjijk vu ιvu ε    … (Άθροισμα 27 όρων) 

  

,
∧

==× iiw ιwvu  

 

i ijk j k ij1 j 1 ij2 j 2 ij3 j 3w ε u v ε u v ε u v ε u v= = + + =  

            ( ) ( )++++++= 233222222112133112211111 vuvuvuvuvuvu iiiiii εεεεεε  

            ( )333332233112 vuvuvu iii εεε ++=  

 
π.χ.   

 
233232123231321 vuvuvuvuw −=+= εε  

 
 
• 0=×→×−=× uuuvvu        

 

• ( ) ( )wvuwvu ×⋅=⋅×  

 

• ijkkjikijkji εε =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×→=×

∧∧∧∧∧∧
ιιιιιι          
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Συνιστώσες - Συμβολισμός 

Γραφή με δείκτες – Τύποι για τις Συνιστώσες 

 
2. ΤΑΝΥΣΤΈΣ 

 
 

  
 

i=1,2,3 

{ }it  ... 3 διανύσματα χαρακτηριστικά 

του τανυστή T 

 

{ }it  ... “διανυσματικές συνιστώσες” ή 

προβολές του T στο σύστ. συντ.  i

∧⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
ι  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

333231

232221

131211

3

2

1

TTT
TTT
TTT

ttt
ttt
ttt

t
t
t

T  

 
 

  
 

≡⊗⊗≡
∧

   ;ii tιT δυαδικό γινόμενο :  ( ) ( )ubauba ⋅=⊗  … [ορισμός T] 

∧
≡ jiji T ιt  ;  Tij oρίζεται ως η j συνιστώσα του διανύσματος it  ως προς  

                  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∧

jι  

 
 

ti

Ti3 

∧

1ι  

∧

2ι  

∧

3ι  
Ti2 

Ti1 
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∴ ij i jT T ι ι
∧ ∧

≡ ⊗  ;  Tij ... συνιστώσες του τανυστή T 

                         (9 αριθμοί ∑∑
= =

∧∧
⊗≡

3

1

3

1i j
iiijT ιιT ) 

 
 

m nmnT ≡ ⋅ι T ι
∧ ∧

... τύπος για τον υπολογισμό των συνιστωσών Τmn του T 

 
 
• Παραδείγματα :   

 
 

,0=⋅=⋅=
∧∧∧

oιιOι ijiijO  
 
 

ij i j i j ij1 δ
∧ ∧ ∧ ∧

= ⋅ = ⋅ =ι ι ι ι1    όπου   
 
 

= ∀⎧
⎨ = ∀⎩

Ou o u
u u u1

 

 
 

∧∧∧∧∧∧∧∧
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⊗= ijijjmimijmjimijmmjiij uTuTuTuT ιιιιιιιιTu δ  

 
 

( ) ( ) jijijiij ba=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅=⊗⋅≡⊗

∧∧∧∧
ιbaιιbaιba  
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Άθροισμα / Γινόμενο 
 

 
 

( )

( ) ( )

( ) ( )SuTuTS

TuuT

SuTuuST

=

=

+=+

    

  

aa  

 
 

Μπορούν να αποδειχθούν χωρίς δυσκολία οι παρακάτω σχέσεις για τις συνιστώσες 
 
 

 

( )

( )

( ) mjimij

ijij

ijijij

ST

Taa

ST

=

=

+=+

TS

T

ST

  

 
 
π.χ. 

 

  ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⊗⋅=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅=⋅=
∧∧∧∧∧∧∧∧

jnmmnijijiij S ιιιTιιSTιιTSιTS  

            =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅⋅=
∧∧∧∧∧∧∧∧

mmjinjmmnijnmmni SSS ιTιιTιιιιTι δ  

            mjimmjmi STS =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=

∧∧
ιTι  
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• Ιδιότητες :   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ;     ;     ; RTSTTRSTRTSRSTSRTRTS +=++=+=  
 

( ) ( ) ( )a a a ;    = = = =TS T S T S T T T1 1  
 

Όλες οι παραπάνω αποδείχνονται εύκολα με τη χρήση δεικτών. Σημειώνεται 

επίσης ότι TSST ≠  έν γένει. Αν ST = TS    S  Tκαι→   αντιμετατίθενται 

(commute) 

 
 
 
 

• Ανάστροφος TT :   vuuvTvTu ,T ∀⋅=⋅    

 
 

 Συνιστώσες : ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =⋅=⋅==

∧∧∧∧

jiijj
T

i
T

ijji
T

ij TTTT ιTιιTι ...    

 
 

• Συμμετρικός T :   jiij
T ΤΤ ==       ήTT  

• Αντίσυμμετρικός T :   jiij
T ΤΤ −=−=       ήTT  

  
 Θεώρημα :  

 

 ( ) ( ) TTTT WTTWSTTSWSTT −=−==+=+=→∀
2
1   ,

2
1   ;       

 

Ανάστρoφος / Συμμετρικός / Ίχνος / Εσωτερικό Γινόμενο 
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• Ίχνος T,   ( )Ttr  :  

 
(i)   ( ) ( ) TTSTST trtrtrtrtr αα =+=+ και       

 
(ii) ( ) baba ⋅=⊗tr  

 
(i), (ii) … ορισμός 
 
 
Συνιστώσες :  

tr trT T ι ι ι ι ι ι δ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⊗ = ⊗ = ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
ii ij i j ij i j ij i j ij ij iiT    ... tr T T tr T T T  

 
• Εσωτερικό Γινόμενο : ( )Ttr TSST =⋅  
 
 

Συνιστώσες :  
 

( ) ( )TSTSST ⋅=====⋅  ...   ijijimim
T
miimii

T STSTST  
 
 
Μέτρο :  
 

( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+≤+

≤⋅
=⋅=

STST

STST
TTT  ...    ...   ijijTT  
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Ορίζουσα και Αντίστροφος 

( )
( )

{ }
{ }

1 2 3

1 2 3
det det όγκος    ... 

όγκος 
i

i

× ⋅
= =

× ⋅
TeTe Te TeT T

e e e e  

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

• Ορίζουσα :  

 

 
 
• Από τον παραπάνω ορισμό μπορεί ν’ αποδειχθεί (και όχι ιδιαίτερα 

εύκολα) ότι  

  
 

(∗)     ( ) ktjsirijkrst TTTdet εε =T  

 

( ) =Tdetrstlmnεε

ntnsnr

mtmsmr

ltlslr

ktjsirijklmn

TTT
TTT
TTT

TTT =εε  

 
 

{ }iTe  
 

{ }ie  
 

T  
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Για 

ntnsnr

mtmsmr

ltlslr

rstlmn

δδδ
δδδ
δδδ

εε =→=       1T  

 
 

Για ktjsirijkrst
T QQQdet εε ±=⇒±=→==     1      1   , QQQQT  

 
 
 

Από την (∗)  μπορεί  να  παραχθεί  μια  πιό  εύχρηστη σχέση για την 

detT
 

, δηλ. 

 
 

[∗]     ktjsirrstijk TTTdet εε
6
1

=T  … (εναλλακτικός ορισμός της Tdet ) 

 
 

Με τη βοήθεια της [∗] μπορεί ν’ αποδειχθούν σχετικά εύκολα οι σχέσεις  

 
( ) ( )( ) ( ) 11   ,   , −− === TTTTSTTS detdetdetdetdetdetdet T  

 
όπου 1−T  είναι  ο αντίστροφος τανυστής του T , και ορίζεται παρακάτω 

 
 
o Αντίστροφος 1−T  : wuwTuwTu ,∀=⇒= −     1    (Ορισμός) 
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o Συνιστώσες : Δίνονται διευκολυντικά συναρτήσεις του συμπα-

ραγοντα (cofactor) τανυστή CT  

   

 ktjsirijkmst
C

minm
C

mi
C TTTTT εε

2
1  , ≡⊗=

∧∧
ιιT  

 
∴ ktjsirijkmstrstmstktjsirijkrst TTTdetTTTdet εεεεεε =→= TT      
 
 
και λαμβάνοντας υπόψη ότι   
 

2 det
det

Tε ε δ δ
⎛ ⎞

= → = → = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
C

C
mst ijk mr mr mi ir 

T    T T     T
T

 

 
και επειδή μπορεί ν’ αποδειχθεί εκ των προτέρων ότι ο 1−T  είναι ένας και 

μοναδικός και εξ’ ορισμού ⇒=−1 1TT  

 

0   ,1 ≠=− T
T

TT det
det

C
 

 
 
• Παρατηρήσεις : 

 

♦ Για να υπάρχει ο 1−T  πρέπει 0≠Tdet , δηλ. T  να είναι μη 

απειριζόμενος.(Ορισμός μη-απειριζόμενου : det 0Tu   u   T= ⇒ = → ≠0 0 ) 
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♦ Απο τον ορισμό του →−   1T   

  

( )

1==

=

−−

−−

TTTT

TT

11

11

 

( ) 111 −−− = TSTS  

 
 

♦ [ ] ,

333231

232221

131211

TTT
TTT
TTT

=T  

 

( ) ( )Τ
231321231123 τουminor TTTTTT C −=−−≡  

                                                               …   (από τη Θεωρία Μητρώων) 

 
♦ Τ αντιστρεφόμενος  → TT  μη-απειριζόμενος 

 
TT  μη-απειριζόμενος ⇔  Τ μη-απειριζόμενος 

 

Τ   αντιστρεφόμενος   ⇒  Τ μη-απειριζόμενος  

 

 ... (Βασικό Θεώρημα Ύπαρξης του 1T − )   
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  Ορισμένες Βασικές Κατηγορίες Τανυστών 

 
• Μονόμετροι (Unimodular) U∈H  : 1=Hdet   

δηλ. H  είναι μονόμετρος όταν είναι ένας μετασχηματισμός που 

διατηρεί τον όγκο. Μπορεί ν’ αποδειχθεί σχετικά εύκολα ότι το σύνο- 

λο U των μονόμετρων τανυστών σχηματίζει μία ομάδα, δηλ. 

 
 

(i)  Eίναι “κλειστό” για πολλαπλασιασμό   ... UU, ∈→∈ 2121   HHHH  
 
 
(ii) To U έχει και μοναδιαίο στοιχείο … εδώ το U∈1  

 
 
• Ορθογώνιοι (Οrthogonal) Q∈Q :  

1Q Q QQ Q Q− = = =1T T T  ή      

 
 ♦ det 1 det 1Q Q Q += ± = + → ∈  :    Q    … δεξιόστροφοι, 

   det 1Q Q −= − → ∈  Q    … αριστερόστροφοι 

 ♦ Q σχηματίζει ομάδα  

… Απόδειξη εύκολη χρησιμοποιώντας τους ορισμούς για ορθογωνι-  

κούς τανυστές και ομάδες 

 
♦ Q είναι ισομετρικός, δηλ. διατηρεί μήκη και γωνίες : 

 
 
Qu Qv u v⋅ = ⋅  

 
 

u 

v 

Qu 

Qv 

Q 
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♦  ijjmijQQ δ=  

 
( )Qε ε += ∈rst ijk ir js ktQ Q Q   Q  

 
  ( )Qε ε −= − ∈rst ijk ir js ktQ Q Q   Q  

 
 

♦ Αλλαγή Βάσης : Έστω 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∧

iι  και 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ′
∧

iι  δύο συστήματα ορθογωνίων 

βάσεων (τα 
∧

iι  και 
∧
′iι  συμβολίζουν τα μοναδιαία διανύσματα στα 

αντίστοιχα συστήματα συντεταγμένων). Τότε υπάρχει ένας και μονα-

δικός ορθογώνιος τανυστής  Q  που δίνει το ένα σύστημα συναρτήσει 

του άλλου, δηλ. 

  
 

 
∧∧∧∧∧∧
′⋅=⊗′=→=′ jiijiiii Q ιιιιQιQι    ,       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

iι  
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧
′iι  

∧∧
=′ ii ιQι



 

2. ΤΑΝΥΣΤΕΣ                                                            51  

 
♦Συνιστώσες Διανυσμάτων και Τανυστών Κατόπιν Αλλαγης Βάσης  

 
 
 ijij Quu =′    και   ijji Quu ′=  
 
 jnimijmn QQTT =′    και   jnimmnij QQTT ′=  
 
 kljnimkijlmn QQQTT ……… =′    και   kljnimlmnkij QQQTT ……… ′=  
  
 
 Οι αποδείξεις των παραπάνω σχέσεων δεν είναι δύσκολες : π.χ. 
 
 

 =′⊗⋅′=′⋅′=′→′⊗′′=⊗=
∧∧∧∧∧∧∧∧∧∧

njiijmnmmnjiijjiij TTTT ιιιιιTιιιιιT    

 jnimijnjmiijnjiijm QQTTT =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅⋅′=

∧∧∧∧∧∧∧∧
ιιιιιιιι  
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• Ισότροποι (Ιsotropic) J∈C  : 

  

lmnlmn CC …… =′    … ( )Q+∈ ⇒Q      kljnimkijlmn QQQCC     ……… ′=  
 
H λύση της αλγεβρικής αυτής εξίσωσης δόθηκε από τον Hilbert ως 

Θεώρημα: Kάθε ισότροπος τανυστής οποιασδήποτε τάξης n γράφεται σαν 

αθροίσματα και γινόμενα από  

 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

→=

→=

ijkij

ij

ijkij
n

n

εδ

δ
εδ

και   αμφότερα      περιττός

 μόνο      άρτιος
   και   

 
π.χ. 
 

jkiljlikklijijklijkijkijij cccCcCcC δδδδδδεδ 321    ,   , ++=== , 
 

+++++= ilmjkjklimjkmiljlmikklmijijklm εδcεδcεδcεδcεδcC 54321  

 ijklmijlkmijmklikljmikmjl εδcεδcεδcεδcεδc 109876 +++++  

Παρατήρηση : Aν ο 4ου βαθμού ισότροπος τανυστής ijklC  είναι επίσης 

συμμετρικός 

 
( )jkiljlikklijijklijlkijkljiklijkl CCCCC δδδδμδλδ ++=⇒==          ή     (+) 

 
Εφαρμογή (Νόμος Ηοοke) :  klijklij ECT =→=       CET  και επειδή  
 

ijkllkkljiij CEETT       και  →==  δίνεται από την (+)   
  

mnijmmij EμδEλT 2+=  ή EET μ2+= 1λtr  
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  Iδιοτιμές / Ιδιοδιανύσματα / Τετραγωνική Ριζα / Πολική Ανα-

παράσταση 

 
• Iδιοτιμές / Ιδιοδιανύσματα ( ) Te  του ii ,t  :  

 
Ορισμός  ( ) ( ) 0      0 =−⇒=− 11 tdett TeT  

 

 Αναπτύσσοντας την det χρησιμοποιώντας τη σχέση  

 

( ) ( ) ( ) ( )knjmillmnijk ttttdet 1111 −−−=− TTTT εε
6
1  

 
 
παίρνουμε τη χαρακτηριστική εξίσωση  
 

023 =+−+− TTT IIItIItIt ; 

 

TtrIT = ,   ( )22

2
1 TtrIII TT −= ,   TdetIIIT =  

 
♦Aν με ( )321 t,t,t  συμβολίσουμε τις ρίζες του παραπάνω πολυωνύμου 

 
321 tttIT ++= ,   323121 ttttttIIT ++= ,   321 tttIII T =  

 
 
♦Από τη θεωρία του κυβικού πολυωνύμου →  τουλάχιστο μία ti είναι 

πραγματική και δύο συζυγείς μιγαδικές 
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♦ Θεώρημα : Κάθε συμμετρικός τανυστής TTT =  έχει τρεις πραγματικές 

ιδιοτιμές { }it  και τρία πραγματικά (ορθογώνια και μοναδιαία) 

ιδιοδιανύσματα ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∧∧

i

i
ii e

eee  ...    

 
Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος χρησιμοποιούνται τα εξής 

δύο λήμματα 

 
Λήμμα 1 :  →=    TTT    oι ιδιοτιμές { }it  είναι πραγματικές 
 
Λήμμα 2 : →=    TTT    διακριτές  ιδιοτιμές ( )21 tt ≠  αντιστοιχούν σε        

                                          ορθογώνια διανύσματα ( )21 ee ⊥  

  
♦ Συνιστώσες :  

 

ijjjijjiijjiij ttTT δ=⋅=⋅=⊗=
∧∧∧∧∧∧∧∧

eeeTeeeT  ...       
... j  δεν αθροίζεται 
 
δηλ.  
 
  
  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

∧

3

2

1

00
00
00

t
t

t
Tij    ή   

∧∧∧∧∧∧
⊗+⊗+⊗= 333222111 eeeeeeT ttt  

 
 
♦ Θεώρημα Cayley-Hamilton :  023 =+−+− 1TTT IIIIII TTT  
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• Τετραγωνική ρίζα T  : Ορίζεται για “θετικό” δηλ. “θετικά ορισμένο” 

συμμετρικό (positive definite symmetric) τανυστή 

   

δηλ. TTT =  είναι “θετικός” αν uuTu ∀>⋅  0  

 
 
♦ Θεώρημα :  TTT =  είναι θετικός αν και μόνο αν ti>0 

 
 
 

♦ →⊗+⊗+⊗=
∧∧∧∧∧∧

   333222111 eeeeeeT ttt      

  

   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3

2

1

00
00
00

t
t

t
T  
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• Πολική Αναπαράσταση ή  αποσύνθεση (Polar Decomposition) : 

 
 ♦Θεώρημα :  Aν F είναι μη-απειριζόμενος τανυστής ( )0≠Fdet  →  F 

λαμβάνει την εξής μοναδική αναπαράσταση (αποσύνθεση)  

 
 

VRRUF ==      (∗) 
 
 
όπου ( )R U U V V U V∈ = =T TQ;   ,      και   ,  είναι θετικοί και 

συγκεκριμένα TT , RURVFFU      ≡=  

 
 
♦Για την απόδειξη του παραπάνω βασικού θεωρήματος παρατηρούμε ότι 

FF T  είναι θετικός συμμετρικός. Ορίζουμε FFU T=  και 

παρατηρούμε ότι U είναι θετικός συμμετρικός και μη-απειριζόμενος. 

Επίσης ορίζουμε 1 −≡ FUR  και παρατηρούμε ότι 

 
R R FU∈ ⇒ =Q   

 
 

Η μοναδικότητα αποδεικνύεται ως συνήθως 
 

             21
2
2

2
12211 UUUUFFURURF =⇒==⇒== T  κ.λ.π. 
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Βαθμωτό Πεδίο ( ) R→Vx :ϕ  

 

3. ΠΕΔΙΑ: ΒΑΘΜΩΤΑ\ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ\ ΤΑΝΥΣΤΙΚΑ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δ ... ανοικτή περιοχή στον Ευκλείδιο χώρο Ε ( Δ∂    ... όριο της Δ) 
 
( )tx  ... μονοπαραμετρική διανυσματική μεταβλητή  

 
Δ∈x  ... αν μπορούμε πάντα να κατασκευάσουμε μία σφαίρα 

γύρω από το x  που να περιέχεται στο Δ 

 

   
 

(V = σύνολο διανυσμάτων στον τριδιάστατο ή Ευκλείδιο χώρο Ε 

R = σύνολο πραγματικών αριθμών) 

 
• Παραγώγιση :  

    ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0x h x x h h hϕ ϕ ϕ+ − = ⋅ + ∀ ∈x O   V  και 

  
( )

0      
0

 ...   0 →
→

∈+
h

h
hx

Ο
Δ  

 

( ) Vgrad ∈≡ ϕϕ 0xx    ... κλίση του φ 

(Αποδεικνύεται εύκολα ότι gradφ είναι “μοναδικό” διάνυσμα) 

t=0 x0+h 

x0 

t=t*
Δ 

x(t) 

Δ∂  
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Διανυσματικό Πεδίο ( ) VV →:xu  

 

 
• Σύνθετη παραγώγιση : xϕ ϕ= ⋅grad  

 

( ) ( )( ) ( )
tt

tt
∂
∂
⋅=

∂
∂

→==
xxx xϕϕϕϕϕ        

 
 

• Συνιστώσες : 
i

,ii,i x
grad

∂
∂

≡=
∧ ϕϕϕϕ  ...   ι  

 
 

  
 
 
• Παραγώγιση :  

 

( ) ( ) ( ) ( ) Δ∈+∈∀+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=−+ hxhhhxuxuhxu x 00

 
00 και        VO  

 
 

( ) VVgrad ⊗∈=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ uxux 0

 
    

…“κλίση” του u 

… (grad u = “μοναδικός” τανυστής) 

 
 
• Σύνθετη Παραγώγιση :  [ ]xuu grad=  

 

 ( ) ( )( ) ( ) [ ]gradu xu x u x u u∂ ∂
= = → =

∂ ∂
t t       

t t
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• Συνιστώσες : 
∧∧

⊗= jii,jugrad ιιu  

 

[ ] ,grad
x

grad
x i

ii

∧
=

∂
∂

=
∂
∂ ιuxuu  

 

m
i

m

i

mm

i x
u

x
u

x

∧
∧

∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂ ιιu  

 

[ ] [ ]
∧∧∧∧∧∧

⋅=→
∂

∂
=

∂
∂

=⋅
∂
∂

=⋅ iji,j
i

j
mj

i

m
jm

i

m
ji gradu

x
u

x
u

x
ugrad ιuιιιιιu       δ  

 
• Διαφορικοί Τελεστές :  [ ] ,gradu u u≡ = i idiv tr  

... “απόκλιση” του u (βαθμωτό) 

 
∧

≡ ik,jijkucurl ιu ε    ... “περιστροφή” του u διάνυσμα 
 

graddiv≡≡∇ Δ2   ...

2
,

2 2 2

, 2 2 2
1 2 3

2

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕϕ

⎧∇ =
⎪

∂ ∂ ∂⎪ = + +⎪
∂ ∂ ∂⎨

⎪
⎪
⎪∇⎩

ii

ii

 ... Λαπλασιανή του  (βαθμωτό);

           
x x x

u

 

 
 
♦Ταυτότητες / Παραδείγματα :  

 
( )

2

u u u

u u u

ϕ ϕ ϕ= + ⎫
⎪
⎬
⎪= −∇ ⎭

div div grad

curl curl grad div
 ... Απόδειξη χρησιμοποιώντας δείκτες 

... Λαπλασιανή του φ (βαθμωτό) 

... Λαπλασιανή του u (διανυσμα) 
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Τανυστικό Πεδίο : ( ) VVV ⊗→:xT
 

•  
 
 
• Παραγώγιση :  

 

( ) ( ) ( ) ( ) Δ∈+∈∀+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=−+ hxhhhxTxThxT x 00

 
00 και      VO  

 
( ) VVVgrad ⊗⊗∈≡ TxTx 0

 
    

… “κλίση” του Τ 

… (grad Τ = “μοναδικός” τανυστής 3ης τάξης) 

 
 
• Σύνθετη Παραγώγιση :  ( ) [ ]T x T x= grad  

 

• Συνιστώσες : ij,k i j kgrad T T ι ι ι
∧ ∧ ∧

= ⊗ ⊗  

 

• Απόκλιση : ( )
∧∧

++== i,i,i,iiij,j TTTTdiv ιιT 332211  

... διάνυσμα με συνιστώσες 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

3   ,TTT

2   ,TTT

1   ,TTT

  

3

33

2

32

1

31

3

23

2

22

1

21

3

13

2

12

1

11

i
xxx

i
xxx

i
xxx

 

όπου, 
 

3

3

2

2

1

1
332211 x

T
x
T

x
TTTT iii

,i,i,i ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++  
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Αλλαγή Συντεταγμένων / Αναλλοίωτες / Θεωρήματα Απόκλισης και 
Stokes 

 
 

  
 
 
• Αλλαγή Συντεταγμένων : 

 

;
∧∧
′′+=+= iiii xx ιoιox  

∧∧
=′ ii ιQι ,   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅=∈

∧∧
+

jiijQO ιιQ  ...    

ijji`ijij QxxQxx ′==′    ,     

… ίδιες σχέσεις όπως και για τις συνι-

στώσες διανυσμάτων  

(x   … διάνυσμα θέσης) 

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′→=′

′⋅=′⋅′′→=′′=
∧∧∧∧∧∧

ijijijimjm

jiijmmiimm

QxxQxx

xxxx

  

      

δ

ιιιιιιx
 

 
• Αναλλοίωτες : Tuu div,curl,div          

… έχουν τις ίδιες τιμές σ’ όλα τα συστήματα συντεταγμένων. Π.χ. 

 

( ) =
′∂

′∂
=

∂
′∂

′∂

′∂
=

∂

′∂
=′

∂
∂

=
∂
∂

=
m

j
imij

i

m

m

j
ij

i

j
ijijj

ii

i

x
u

QQ
x
x

x
u

Q
x
u

QQu
xx

udiv u  

       ( )jmimij
j

j

m

j
jm QQvdi

x
u

x
u

δδ =′=
′∂

′∂
=

′∂

′∂
=  ...   u  

Όμοια αποδεικνύεται ότι TTuu vdidiv,lcurcurl ′=′=   
 

 xi 

 i
x′

 

 
∧

iι  

 
∧
′iι  

 x 



 

3. ΠΕΔΙΑ                                                                    62  

• Θεώρημα Απόκλισης : 

 
Έστω ( ) ( ) ( )⋅⋅⋅ Tu       , ,ϕ  συνεχή στο ΔΔΔ ∂+=  και C1 (πρώτες παρά-

γωγοι συνεχείς) στο Δ 

 

 
 

 

grad dυ da
Δ Δ

ϕ ϕ
∂

=∫ ∫ n  

 

∫∫
∂

⊗=
ΔΔ

dadυgrad nuu  

 

∫∫
∂

⋅=
ΔΔ

dadυdiv nuu  

 

∫∫
∂

×=
ΔΔ

dadυcurl nuu  

 

div dυ da
Δ Δ∂

=∫ ∫T T n  

Οι παραπάνω πέντε ταυτότητες συνιστούν το “Γενικευμένο Θεώρημα 

της Απόκλισης” 

 

• Θεώρημα Stokes : Έστω Δ πεπερασμένη κλειστή περιοχή στο Ε και η 

( )⋅u  είναι C1 

Δ 

Δ∂

n 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

∂

→

J
JJ

J

  στο  εφαπτόμενο  μοναδ. ...   
  του  σύνορο ...   

 στο  επιφάνεια συνεχής ...   
πριν όπως ...      ,   ,

 

σ

n
Δ

ΔΔ

 

 
[( )σn,    … δεξιόστροφα μοναδιαία διανύσματα, ( )ds,da    ... 

στοιχειώδεις επιφάνεια και μήκος] 

 
 

∫∫
∂

⋅=⋅
JJ

dsdacurl σunu    ... Αν J κλειστή  0   =⋅→ ∫
J

dacurl nu  

 
 
• Διανυσματικές Αναπαραστάσεις : Έστω u,w,φ διαφορίσιμα και συνεχή 

(σε όποιο βαθμό χρειάζεται) και Δ πεπερασμένο χωρίς οπές. Τότε 

ισχύουν τα παρακάτω 

 
 ϕgradcurl =⇒= uu   0  
 
 wuu curldiv =⇒=   0  
 
 wu curlgrad += ϕ    ... (Helmholtz) 

 

Δ 

Δ∂  

n n 

J 

J∂  

σ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΤΡΙΔΙΑΣΤΑΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

 

 

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ  

  
 
 
 
   
 
 
 
 
 

• Κίνηση : ( ) 1   ; Ct,x ∈= xXχ ,  1−x  υπάρχει, ( ) XXx =0,  

 

• Παραμόρφωση : ( ) ( )σταθ.      ;  tddt, XFx
X
x

X
XχF =

∂
∂

=
∂

∂
=  

 
 
 
 
 
 

 

x
x

X
X

d
dn

d
dN ==

∧∧
   ,    (μοναδιαία διανύσματα) 

 
{ }
{ } ( )∞≠===→= == ,

dV
d

dXvol
dxvoldetdet

i

i
tt 0   ,1      00

υFFF 1  

 

 

PP  

TT  ==  00  TT  

( )t,Xχx =  

PP  
  PP00   

  PPTT   

x
X

BB00  
BBTT   

Xd

xd

∧
N  

∧
n  

O  
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0 >⇒ Fdet  

 

 

 
  

 
 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0   ; →+∇=−′=−′ hhhXχXχXχxx Ot,t,t,  ( )XXh ′−=  
 

xX
χF

∂
∂

≡
∂
∂

≡∇∇= grad  , ...    

 
 

• Ταχύτητα : ( ) xxXχv ≡
∂
∂

=
∂

∂
=

tt
,t  

 
 

• Επιτάχυνση : ( ) xvXχa ≡
∂
∂

=
∂

∂
=

tt
t,

2

2
 

 

• Μετατόπιση : ( ) XXχXxu −=−= ,t  

 
 
 

1   , −−=
∂
∂

=−=∇ F
x
uuFu 11 grad  

 

TT  

Fdet  

11  
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• Γραφή με δείκτες :  

 
 

( )

2

2

t
xa

t
xv

dXFdx

X
xF

t,Xxx

i
i

i
i

jiji

j

i
ij

jii

∂
∂

=

∂
∂

=

=

∂
∂

=

=

 

 

ijijj,iiii FuXxu δ−=−=    ,  

 

 

( )

( ) ( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=∇

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=∇

mjim
j

m

m

i

j

i
ij Fgrad

X
x

x
u

X
u

grad

uu

Fu
X
x

x
u

X
uu ;

 

 

knjmillmnijk FFFdet εε
6
1

=F  
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• Υλική (Lagrangean) και Χωρική (Eulerian) Παράγωγος-Παρατήρηση:  

 
 

( ) ( )( ) ( )t,ft,ft,ff xxχX === −1  
 
 
( )t,X    ... παρατήρηση κατά Lagrange (Yλική) 

 
 
( )t,x    ... παρατήρηση κατά Εuler (Χωρική) 

 
 

( )

( )

( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
∂
∂

=

⋅+
∂
∂

=

⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

∂
∂

≡
∂
∂

∂
∂

≡

ii, vf
t
ff

fgrad
t
ff

t
,tf

t
f

t
,tff v

x

X

    

  : παράγωγος  Xωωρικ

    : παράγωγος  Υλική

 

 
 

t
x

x
f

t
ff

t
f

t
ff i

i ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=   ,x
x

   … σύνθετη παραγώγιση 

 

Xωρική παράγωγος : 
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• Ανηγμένη Παραμόρφωση :  

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

στροφής τανυστής ς)(οορθογώνι ...   

(Stretch)                                                               
ποίησης”“εενταντικ τανυστής αριστερός ...   

σης”“εεπιμήκιυ τανυστής δεξιός ...   

   

R

V

U

VRRUF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

CFFU ≡= T2     … δεξιά Cauchy-Green παραμόρφωση 
 

BFFV ≡= T2     … αριστερή Cauchy-Green παραμόρφωση 

... δεξιός τανυστής “επιμήκυνσης” 

... αριστερός τανυστής “εντατικοποίησης ”  
                                                             (Stretch) 

... (ορθογώνιος) τανυστής στροφής  

“σφαίρα” “ελλειψοειδές” “περιστραμένο 
 ελλειψοειδές” 

idΧ

idXU  
iii

ddd xXFXRU ==

2
Xd

3
Xd  

1
Xd  

2
XUd

3
XUd

1
XUd  

3
xd  

1
xd

22
XRUx dd =  
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( )1−= CE
2
1

    … Green-St. Venant παραμόρφωση  

 

... ( ) ( )[ ]uuuu ∇∇+∇+∇ TT

2
1  

 

( )1

2
1 −−= Be 1~     … Almansi-Hamel παραμόρφωση 

... ( ) ( )u u u u⎡ ⎤+ −⎣ ⎦
T T1 grad grad grad grad

2
 

 
• Φυσική Ερμηνεία των Ορισμών των  eE ~και  :  

 
Η φυσική ερμηνεία των eE ~και   δόθηκε παραπάνω με τη χρήση των 

VU και  . Εδώ εξηγούνται περαιτέρω οι eE ~και . Αναφορά γίνεται στο  

σχήμα της σημείωσης (∗) και του συνήθους μονοδιάστατου ορισμού 

 

L
LΔ

=ε  

 
που γενικεύεται στη 3- διάστατη μηχανική Σ. Μ. σαν    

 
 

( )( )
( )

2 2

2

dx dX dx dXdx dX dx dX
dX dX dx dX dX

− +− −
= ≅

+
= 

 

 =
⋅−⋅

=
⋅−⋅

= 22 d
dddd

d
dddd

X
XXXFXF

X
XXxx  
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=−⋅=−
⋅

=
⋅−⋅

= 11
d

dd
d

dddd
22

T
N̂N̂C

X
XXC

X
XXXXFF  

 

( )
∧∧∧∧

⋅=⋅−= NNNN EC 21  

 

… 
X
X

d
d

=
∧
N  … μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση (*) d →X  

 

Παρόμοια βρίσκουμε 
d d

d
x X

X

∧ ∧−
= ⋅

2 2

2 2e n n   

... 
x
x

d
d

=
∧
n    … μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση (*) d →x  

 
  →E  “engineering strain” και →e~  “true strain” 

 
• Γραμμικοποίηση :  

 

Υποθέτουμε ότι ( )( ){ } ( )⇒<<=∇∇=∇  1εOtr Tuuu  uu ∇=grad , 
 
 

( ) ( ) ( ){ }TTTT~ uuuuVUuueE ∇≡∇∇+∇+==∇+∇==  ...   
2
1   ,

2
1 1  

 
 

( )TuuR ∇−∇−=
2
11 ,  όπου ( ) 10   , σταθ. <<<= εεεO  και =  σημαίνει 

( )2εO+  
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Ορίζουμε : ( ) ( )TT uuwuue ∇−∇=∇+∇=
2
1   ,

2
1    

… δηλ. ( )we ,  είναι οι τανυστές ανηγμένης παραμόρφωσης και στροφής 

για ‘‘μικρές” παραμορφώσεις 

 

( ) jii,jj,iij euue =+=
2
1   … συμμετρικός 

 

( ) jii,jj,iij wuuw −=−=
2
1  … αντισυμμετρικός 

 

Επίσης προκύπτει ότι : Διόγκωση etr
V

V
=

−
≡

d
ddυ , 

 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+==

+==

+==

+==

e

e

eBC

e 

BC

BC

trIIII

trIItrIIIIII BC

~

43

23

21

 21

 

 

 
 
• Εντατικοποίηση ή τέντωμα (Stretching)  και Περιστροφή (Spin) –

Τανυστές : 

 

Έστω : 
x
x

d
d

=
∧
n ,   

X
X

d
d

=
∧
N ,   

X
x

d
d

=λ    … τέντωμα 
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Αποδεικνύεται ότι 
∧∧

⋅= NNCλ  … και διαφορίζοντας ως προς χρόνο  
 

( )[ ] TTgradgradnnlog DDvvDD =+=⋅=
∧∧⋅

   ,
2
1   ,λ  

... ( )i,jj,iij vvD +=
2
1  

 
 

όπου το D είναι ο τανυστής ρυθμού τεντώματος ή παραμόρφωσης 

(Stretching Tensor ή Strain Rule). Παίζει για τα υγρά και τα ιξωελαστικά 

στερεά τον ίδιο ρόλο που το e παίζει για τα ελαστικά και ιξωελαστικά 

στερεά, δηλ. υπεισέρχεται σαν η κύρια μεταβλητή στις αντίστοιχες κατα-

στατικές εξισώσεις. Αποδεικνύονται σχετικά εύκολα οι παρακάτω βασικές 

σχέσεις 

 
( )FvvFDFFC gradT =∇== και      2  

 
Επίσης ορίζεται ο τανυστής περιστροφής (Vorticity ή Spin Tensor) σαν  
 
 

( )[ ] ( ) jii,jj,iij
TT WvvWgradgrad −=−=−=−=

2
1   ,

2
1 WvvW  
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• Ειδικές Περιπτώσεις Κίνησης : 
 

 Kίνηση μη-παραμορφωσίμου σώματος : YXyx −=− , δηλ. η 

απόσταση μεταξύ δύο οποιονδήποτε σημείων x και y στη θέση αναφοράς 

Β0 παραμένει η ίδια σε κάθε άλλη θέση x και y Βt 

 
 
 
 
 

 
 
 

Θεώρημα Εuler : ( ) ( )( )x χ X Q X X Q += + − ∈0,t t ,   Q    

… (προκύπτει ότι QF = ) 
 

Εναλλακτικός τρόπος γραφής : 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

0 ,   ; XQXχcXQcx ttttt −≡+=  
 
 

   Iσόχωρη Kίνηση : 0  dd
0

pV
tpp

∀= ∫∫ υ     … διατήρηση όγκου 

 
 
 
 

TT  ==  00  TT    

BB00  
BBTT   

X

Y  

x  

y  
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Θεώρημα : 0      ή1 == vF divdet  
 
Aπόδειξη :  dd

0

∫∫ =
tpp

detV υF    … δια μετασχηματισμού  

 
  
  

( ) ( )
V

detpp t d
d   ,  0
υ

=→ FxX    … Ιακωβιανή,  

 
 
 
και επειδή ⇒= ∫∫   dd

tpp
V υ

0

 1=Fdet    … Lagrangean 

 

 H αντίστοιχη Eulerian 0 =→
⋅

Fdet  και χρησιμοποιώντας την ταυτότητα  
 

( ) ( )FFFF 1 −
⋅

= trdetdet  
 

Απόδειξη : ( )  
6
1  =++=

⋅

knjmilknjmilknjmillmnijk FFFFFFFFFdet εεF …  

... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F F−= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ≡ 1

  

1 1 1 ,  det  tr
3 3 3

 

 
και την  

( ) ( ) { } ⇒==⇒= −
⋅

 0   1 vFFFFFvF gradtrdetdetgrad   

 

{ } 0== vv divgradtr  
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2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΜΑΖΑΣ   

 
 
( ) ( ) ( ) 0   , d >= ∫ t,t,pm

tp
t XX ρυρ    ... πυκνότητα (μάζα / μον. όγκου) 

 
 
( ) ( )0pmpm t =    … Αξίωμα Διατήρησης Μάζας 

 
 

( ) ( ) 00   ,d d 00

0

>== ∫∫ ,Vt,
ppt

XX ρρρυρ   

… πυκνότητα αναφοράς (t=0) 
 
 

( ) ( ) →→ ∫∫
=

   d      d
tt p

dV
ddet

p

Vdett,t, FXX
F

ρυρ

υ

 

( ) 00   0d-   pVdet
tp

∀=→ ∫ ρρ F    ( )
F

X
det

t, 0   ρρρ ==⇒   

… Lagrangean 

 
 

( ) →=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
+→=

⋅
→=    0      0      0 FFFF detdetdetdet ρρρρρ  

                ( ) ( ) ( ) 0   1 =+→ − FFFF trdetdet ρρ  
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όμως 

 

( )       ,0 FvFF graddet =≠  
 
( ) ( )[ ]==→ −− FvFFF gradtrtr 11    

               ( )[ ] ( )   1 vvFF gradtrgradtr == −  

 
( ) 0   =+→ vgradtrρρ  

 
αλλά 
 
( ) vv divgradtr =  

 
 
⇒ ρ ρdiv v 0+ =    … Eulerian 

 
 

Σημείωση :   
 

0      0 =++
∂
∂

→=+
∂
∂

= vvv gradgrad
t

grad
t

ρρρρρρ   

                                                            ( )vρdiv  

… ( ) ( ) ( ) ( )⇒+⋅=+==  vvv divgradvvvdiv i,iii,i,i ρρρρρρ  
 

⇒   ( ) 0=+
∂
∂ vρρ div

t
   … Eulerian, εναλλακτικός τρόπος γραφής 

 



 

3. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ  ΟΡΜΗΣ 77   

 
3. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ   

 
  

 Ορισμοί 
 
 
• Δύναμη : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )t,xbb =    
… “σημειακή” δύναμη πεδίου (δύναμη / μονάδα μάζας) 
 
Οφείλεται στον εξωτερικό κόσμο και δίνεται 
 
 

( )t,nn xtt =     

… “επιφανειακή” δύναμη συνοχής (δύναμη / μονάδα επιφανείας) 

  
Οφείλεται στις ενδομοριακές δυνάμεις και ζητείται να προσδιοριστεί 
 
 
 
 

 pt 

x  

tp∂  

x  

n  

( ) ( )t,,t,n xntxt =  

dad na =  

o  
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ad  ... στοιχειώδης επιφάνεια γύρω από το x 

 
n  ... μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο ad      
 

( ) ( )t,,t, xntxtn =   

... διάνυσμα τάσης στο x, εξαρτάται από το ( )t,x  και το διάνυσμα n που 

χαρακτηρίζει κάθε τυχαία επιφάνεια ad  που περνάει από το x 

  
( ) ( ) ( ) =+=⇒ tBtCt ppp fff   

               ( ) ( ) υρ dt,bdat,
tt pp
∫∫ +=

∂

xxtn    ... ολική δύναμη στο tp  

 
 
• Ροπή : (Ροπή b ως προς o + ροπή nt  ως προς o) 

 
⇒ ( ) ( ) ( ) =+= omomom ;p;p;p tBtCt   

                   ( ) ( ) ( ) ( ) υρ dt,bdat,
tt pp
∫∫ ×−+×−=

∂

xoxxtox n   

... ολική ροπή του tp  ως προς o 

 
 
• Ορμή :  

 
 
( ) υρ dp

tp
t ∫= v    ... ολική (γραμμική) ροπή του tp  
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• Στροφορμή :  

 
 
( )oh ;pt    ... ροπή της ορμής ή στροφορμή του tp  ως προς ο 

 
 
( ) ( ) υρ d;p

tp
t ∫ ×−= voxoh    ... ολική στροφορμή του tp  

 
 
Σημείωση : Η σχέση ( ) ( )nxtxtt n ;t,t, ==  υποδεικνύει ότι το διάνυσμα 

τάσης εξαρτάται εκτός από το ( )t,x  και το μοναδιαίο διάνυσμα n κάθετο 

στη στοιχειώδη επιφάνεια που περνάει από το x και που χρησιμοποιούμε 

για τον υπολογισμό του t (δύναμη / μονάδα επιφανείας). Η σχέση (ή αξίω-

μα) είναι γνωστή σαν “Αρχή του Cauchy” 
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nt  

 
 Aξιώματα Euler 

 
E1:   ( ) ( )tt pp =f        … (Δύναμη = μεταβολή ορμής) 
 
E2:   ( ) ( )oom ;ph;p tt =  … (Ροπή = μεταβολή στροφορμής)  
 
 
 

 Θεωρήματα Cauchy 
 
Σαν αποτελέσματα των E1 και E2 και των ορισμών για τα f, , m, h 

παίρνουμε τα παρακάτω βασικά θεωρήματα της Μηχανικής Συνεχούς 

Μέσου 

 
• 1.Θεώρημα Δράσης-Αντίδρασης (Cauchy’s Reciprocal Theorem): 

 
 

( ) ( )t,t, xtxt nn −−=   
 
 

 

• 2.Θεώρημα Ύπαρξης του Τανυστού Τάσης, της Συμμετρικότητάς του ή 

Τοπικής Διατήρησης Ορμής και Στροφορμής (Cauchy) : 

 
(i) Yπάρχει ένας τανυστής  T (τανυστής τάσης) : 
 

 (a)  ( )nxTtn t,T=  
 
 (b)  ( ) ( )t,t, T xTxT =  

 
(ii) vbT ρρ =+Tdiv  

 

nt−−  n−  

n  
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• To (ia) υποδεικνύει ότι το διάνυσμα τάσης ( ) ( )t,,t, xntxtn =  εξαρτάται 

γραμμικά από το μοναδιαίο διάνυσμα n που ορίζει τον προσανατολισμό 

της στοιχειώδους επιφανείας που περνάει από το x κι ο συντελεστής 

γραμμικότητας ( )t,T xT  είναι ο τανυστής τάσης (απόδειξη ύπαρξης του 

τανυστού τάσης). Το (ib) είναι απόρροια του Ε2 δηλ. της διατήρησης της 

στροφορμής κι υποδεικνύει ότι ο τανυστής τάσης είναι συμμετρικός. 

Τέλος, το (ii) είναι η διαφορική εξίσωση της διατήρησης της (γραμμικής) 

ορμής 

 

Απόδειξη της (ii) : Ε1 ( )

(2)(1)
0

⋅

∂
∫∫∫ =+→ υρυρ dddat,
ppp tt

vbxtn    (∗) 

 
( ) υddivdat,

tt p

T

p

T ∫∫ ==
∂

TnxT(1)    ... Θεώρημα Απόκλισης 

 

( ) ==== ∫∫∫
⋅⋅

VdVdVddet
ppp 000

00(2) vvfv ρρρ  

    ( ) υρυρ dddet
tt pp
∫∫ == vfv0  

 
(∗) ( ) →=+→ ∫∫       υρυρ dddiv

tt pp

T vbT  

       ( ) (ii)        0 ⇒∀=−+→ ∫ t
p

T pddiv
t

υρρ vbT  
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• Προκύπτει ότι η “Lagrangean” μορφή διατήρησης (γραμμικής) ορμής 

είναι 

 
 
(ii) vbS 00 ρρ =+TDiv ,   ( ) TFF 1−= detS   

… “Piola-Kirchoff” τανυστής τάσης και ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
=

∂
∂

≡
∧

i
j

ij

X
S

Div
X

Div ιS ...  

 

(iii) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ == τάσης τανυστής  “Cauchy” ...   1 ...   FS

F
TFSFS

det
TT  

 
 
Aνακεφαλαιώνοντας, αποδείξαμε ότι  
 

( ) 0      ή0 =+
∂
∂

=+ vv ρ
τ
ρρρ divdiv    … Eulerian 

  

Fdet
0ρρ =    … Lagrangean 

 
vbT ρρΤ =+div    … Eulerian  

 
vbS 00 ρρ =+TDiv    … Lagrangean 

 
ΤTT =    … Eulerian  

 
TT FSFS =    … Lagrangean 

 
(Γραφή με δείκτες : jiijiij,iji,i TTvbTv ==+=+     ,    ,0 ρρρρ  ) 
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 Καταστατικές ή Συντακτικές Εξισώσεις : 

 
Οι παραπάνω μερικές διαφορικές εξισώσεις ισχύουν για όλα τα συνεχή 

(στερεά, υγρά κ.λ.π.) και είναι 7 στον αριθμό. Από τ’ άλλο μέρος οι 

άγνωστοί μας είναι 13, δηλ. ρ, ij
i

i
i T  ,

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

v
u

x . Συνεπώς, όπως και στη 

μονοδιάστατη μηχανική Σ.Μ. χρειαζόμαστε επιπλέον εξισώσεις για τις 

ενδομοριακές δυνάμεις T, γνωστές σαν καταστατικές ή συντακτικές 

(constitutive) εξισώσεις. Aύτές είναι οι εξισώσεις που διαφοροποιούν το 

ένα υλικό από το άλλο 

  
• Γραμμικό Ελαστικό Στερεό (Ισότροπο) : 

 
( ) ijijmmij eeTtr μδλμλ 2        ή2 +=+= eeT 1   

… λ και μ είναι οι σταθερές Lamé. 
 

Λαμβάνοντας υπόψη ότι ( )ij i, j j,i i i
1e u u  και v u
2

= + =  και 

αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση της ορμής έχουμε 

 
( ) ubuu 00

2 ρρμλμ =+++∇ divgrad   

… εξισώσεις Navier για τη μετατόπιση u γραμμικά ελαστικού στερεού. 

  Η παραπάνω σχέση αποδεικνύεται εύκολα με τη χρήση δεικτών κι 

είναι η γενίκευση στις τρεις διαστάσεις της εξίσωσης κύματος που είδαμε 

για το μονοδιάστατο ελαστικό στερεό. Η παραπάνω εξίσωση γράφεται με 

δείκτες σαν ( ) iiij,ijj,i ubuu 00 ρρμλμ =+++  κι η επίλυσή της ουσιαστικά 

αποτελεί τη “Θεωρία Ελαστικότητας” (Γραμμική) 
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• Γραμμικό Νευτώνειο Υγρό : 

 
( ) ( ) ( ) ijijmmijij DDpTtrp μδλδρμλρ 2      ή2 ++−=++−= DDT 11   

…  λ και μ σταθερές 

 
 

( )  2 DT μρ +−= 1p    … ασυμπίεστο ( )0== vD divtr ,   ≡μ  ιξώδες. 
 
 
Αντικαθιστώντας στην εξίσωση ορμής κι ενθυμούμενοι ότι  
 

( ) →+=    
2
1

i,jj,iij vvD  

 

( ) [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

=+∇+++− vvvbvv graddivgradpgrad
t

2 ρρμμλ    

… (εξισώσεις Navier-Stokes) ή 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

=++++− jj,i
i

ijj,iji,ji, vv
t
vbvvp ρρμμλ  

 
και η επίλυσή της ουσιαστικά αποτελεί τη “Θεωρία Ρευστομηχανικής” 
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