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Λυµένες ασκήσεις, Ενότητα 2

1. ΄Εστω I = ⟨100⟩ ιδεώδες του Z. Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη J του Z έτσι
ώστε I ⊂ J . Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη K του Z έτσι ώστε K ⊂ I.

Απάντηση ΄Εστω I ⊂ J . ΄Ολα τα ιδεώδη του Z είναι κύρια. ΄Αρα J = mZ
όπου m ∈ N. Αϕού I ⊂ J έπεται ότι 100 ∈ mZ ⇒ 100 = mk, k ∈ N.
Εποµένως m πρέπει να είναι διαιρέτης του 100.

Αντίστροϕα, αν K = sZ ⊂ I τότε s = s · 1 ∈ I και s = 100l, l ∈ Z.

2. ΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος και I ιδεώδες του R. Να δείξετε ότι
το σύνολο

√
I = {r ∈ R : rnr ∈ I, για κάποιο nr ∈ N} είναι ιδεώδες

του R και ότι I ⊂
√
I. Στον δακτύλιο Z να υπολογίσετε

√
⟨3⟩,

√
⟨27⟩,√

⟨36⟩.

Απάντηση ΄Εστω r, s ∈
√
I, f ∈ R. Τότε (r−s)nr+ns ∈ I και έτσι r−s ∈√

I. Πράγµατι στο δυωνυµικό ανάπτυγµα ο όρος rks(nr+ns)−k ∈ I όταν
k ≥ nr. Επίσης όταν k < nr τότε (nr + ns) − k > ns και άρα και πάλι
rks(nr+ns)−k ∈ I. Επίσης, (fr)nr = fnrrnr ∈ I και εποµένως fr ∈

√
I.

΄Εστω τώρα g ∈ I. Τότε g ∈
√
I µε ng = 1.√

⟨3⟩ = ⟨3⟩: αν rn ∈ ⟨3⟩ τότε rn = 3m και αϕού 3 πρώτος, έπεται ότι 3
διαιρεί το r, δηλαδή r ∈ ⟨3⟩.√
⟨27⟩ = ⟨3⟩: αν rn ∈ ⟨27⟩ = ⟨33⟩ τότε rn = 33m και αϕού 3 πρώτος,

έπεται ότι 3 διαιρεί το r, δηλαδή r ∈ (3). Για τον αντίστροϕο εγκλεισµό
παρατηρούµε ότι (3m)3 ∈ ⟨27⟩.√
⟨36⟩ = ⟨6⟩: αν rn ∈ ⟨36⟩ = ⟨2232⟩ τότε rn = 2232m και αϕού 2, 3

πρώτοι, έπεται ότι 3, 2 διαιρούν το r, δηλαδή r ∈ ⟨6⟩. Για τον αντίστροϕο
εγκλεισµό παρατηρούµε ότι (6m)2 ∈ ⟨36⟩.
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3. Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη του Z20.

Απάντηση Γνωρίζουµε ότι (Z20,+) είναι κυκλική οµάδα. ΄Εστω I ιδε-
ώδες του Z20. Το I είναι υποοµάδα της (Z20,+) άρα είναι κυκλική.
Εποµένως I = ⟨m⟩ = mZ20 για κάποιο ακέραιο 0 ≤ m ≤ 19. Στο Z20

τα αντιστρέψιµα στοιχεία είναι τα 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19. ΄Επεται ότι αν
m ανήκει στο A = {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19} τότε I = ⟨m⟩ είναι µη γνήσιο
και ίσο µε τον Z20.

΄Εστω λοιπόν ότι J είναι γνήσιο ιδεώδες διάϕορο του µηδενός. Επίσης
m = km′ όπου k ∈ A αν και µόνο αν ⟨m⟩ = ⟨m′⟩ (ελέγξτε το !).

΄Ετσι προκύπτουν τα παρακάτω διαϕορετικά γνήσια µη µηδενικά ιδε-
ώδη:

• ⟨2⟩ = ⟨6) = ⟨14) = ⟨18⟩
• ⟨4⟩ = ⟨12) = ⟨8) = ⟨16⟩
• ⟨5⟩ = ⟨15⟩
• ⟨10⟩

4. Στο δακτύλιο R = Z[x] να δείξετε ότι ⟨x2 + 3x + 1, x⟩ είναι µη γνήσιο
και ισούται µε R, ενώ ⟨x2 + 2x+ 1, x2 + 3x+ 2⟩ = ⟨x+ 1⟩.

Απάντηση 1 = x2 + 3x + 1 − x(x + 3) ∈ ⟨x2 + 3x + 1, x) και άρα
⟨x2 + 3x+ 1, x) = R.

΄Εστω J = ⟨x2 + 2x + 1, x2 + 3x + 2⟩, I = ⟨x + 1⟩. Τότε x2 + 2x + 1 =
(x + 1)2 ∈ I, x2 + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2) ∈ I. Εποµένως ένα τυχαίο
στοιχείο του J , f(x)(x2+2x+1)+g(x)x2+3x+2 ∈ I. Για τον αντίστροϕο
εγκλεισµό παρατηρούµε ότι x+ 1 = (x2 + 3x+ 2)− (x2 + 2x+ 1) ∈ J .

5.

(αʹ) Να υπολογίσετε όλους τους οµοµορϕισµούς δακτυλίων από τον Z
στον Z. Για κάθε έναν από αυτούς να ϐρείτε και τον πυρήνα.

(ϐʹ) ΄Εστω R = Z× Z, ο δακτύλιος µε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό
ανά συντεταγµένη. Να ϐρείτε όλους οµοµορϕισµούς δακτυλίων
από τον R στον Z. Για κάθε έναν από αυτούς να ϐρείτε και τον
πυρήνα.

Απάντηση
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(αʹ) ΄Εστω ϕ : Z → Z, οµοµορϕισµός δακτυλίων, και έστω ότι ϕ(1) =
m. Τότε ϕ(1) = ϕ(1 · 1) = m2. Εποµένως m2 = m και άρα
m = 1, 0. Στη πρώτη περίπτωση έπεται ότι ϕ(a) = a και kerϕ = (0)
ενώ στη δεύτερη περίπτωση ϕ(a) = 0 και kerϕ = Z.

(ϐʹ) ΄Εστω ϕ(1, 0) = m. ΄Οπως προηγουµένως έπεται ότι m = 1, 0.
Επίσης το ίδιο και για ϕ(0, 1). ΄Εστω ότι ϕ(1, 0) = 1, ϕ(0, 1) =
1. Τότε ϕ(1, 1) = ϕ(1, 0) + ϕ(0, 1) = 2 ενώ ϕ(1, 1) = ϕ((1, 1) ·
(1, 1)) = 22, άτοπο. Μένουµε λοιπόν µε τις παρακάτω περι-
πτώσεις : ϕ1(a, b) = 0 (kerϕ1 = R, ϕ2(a, b) = a, kerϕ2 = {0} × Z,
ϕ3(a, b) = b, kerϕ3 = Z× {0}.

6. Να ϐρεθούν τα αριστερά ιδεώδη του M2×2(Z2)

Το αριστερό ιδεώδες M2×2(Z2)A = {BA : B ∈ M2×2(Z2)} είναι µη
γνήσιο αν και µόνο αν A είναι αντιστρέψιµος πίνακας, δηλ. detA ̸= 0.

Θα ξεκινήσουµε λοιπόν υπολογίζοντας τα αριστερά µη µηδενικά ιδεώδη
της µορϕής J = M2×2(Z2)A όπου detA = 0 (και A = (aij) ̸= 0).

΄Εστω ότι η δεύτερη στήλη του A είναι µηδενική, ενώ a11 = 1. Τότε

αν πολλαπλασιάσουµε από τα αριστερά µε τον πίνακα
[
1 0
0 0

]
και στη

συνέχεια µε πράξεις γραµµών, µπορούµε να δείξουµε ότι οι πίνακες

J = {0,
[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
1 0
1 0

]
}

Αντίστοιχα αν η πρώτη στήλη του A είναι µηδενική.

Τέλος και στις τρεις περιπτώσεις που ο µη αντιστρέψιµος πίνακας A
έχει µη µηδενικό στοιχείο και στις δύο στήλες, προκύπτει ότι

J = {0,
[
1 1
0 0

]
,

[
0 0
1 1

]
,

[
1 1
1 1

]
}

7. ΄Εστω I = ⟨x2 + 1⟩ στο δακτύλιο R = Z2[x]. Να αποδείξετε ότι στο
δακτύλιο R/I ισχύει ότι xn + I είναι ίσο είτε µε x + I είτε µε 1 + I.
Να συµπεράνετε ότι R/I = {I, 1 + I, x+ I, x+ 1 + I}. Να ϐρείτε τους
πίνακες πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού του R/I.

Απάντηση Αν n = 2k, ϑα δείξουµε µε επαγωγή στο k ότι xn+I = 1+I.
Πράγµατι, η πρόταση ισχύει για k = 0. ΄Εστω αληθής για k. Τότε
x2(k+1) + I = x2kx2 + I = (1 + I) ∗ (1 + I) = 1 + I. Με τον ίδιο
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τρόπο προκύπτει ότι αν n = 2k + 1 τότε x2k+1 = x + I. ΄Επεται ότι αν
f(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 όπου ai ∈ Z2, τότε f(x)+ I = b1x+ b0 + I
όπου bi ∈ Z2.

+ 0 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I
0 + I 0 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I
1 + I 1 + I 0 (x+ 1) + I x+ I
x+ I x+ I (x+ 1) + I 0 1 + I

(x+ 1) + I (x+ 1) + I x+ I 1 + I 0

. 0 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I
0 + I 0 + I 0 + I 0 + I 0 + I
1 + I 0 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I
x+ I 0 + I x+ I 1 + I (x+ 1) + I

(x+ 1) + I 0 + I (x+ 1) + I (x+ 1) + I 0 + I

8. ΄Εστω J = ⟨x2 + x + 1⟩ στο δακτύλιο R = Z2[x]. Να αποδείξετε ότι
R/J = {J, 1 + J, x+ J, x+ 1 + J}. Να ϐρείτε τους πίνακες πρόσθεσης
και πολλαπλασιασµού του R/J . Να συµπεράνετε ότι R/J είναι σώµα.

Απάντηση ΄Εχουµε ότι x2+I = (x+1)+I ενώ x3+I = (x2+x)+I = 1+I
και x4 + I = x + I. ΄Αρα xn + I ∈ {1 + I, x + I, (x + 1) + I}. ΄Οπως
και προηγουµένως αν f(x) = anx

N + · · ·+ a1x+ a0 όπου ai ∈ Z2, τότε
f(x) + I = b1x+ b0 + I όπου bi ∈ Z2.

+ 0 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I
0 + I 0 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I
1 + I 1 + I 0 (x+ 1) + I x+ I
x+ I x+ I (x+ 1) + I 0 1 + I

(x+ 1) + I (x+ 1) + I x+ I 1 + I 0

. 0 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I

1 + I 1 + I x+ I (x+ 1) + I
x+ I x+ I (x+ 1) + I 1 + I

(x+ 1) + I (x+ 1) + I 1 + I x+ I
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9. ΄Εστω ϕ : R[x] −→ R[a] ο οµοµορϕισµός εκτίµησης δακτυλίων, όπου
f(x) 7→ f(a). Να ϐρείτε το πυρήνα του ϕ σε κάθε µία από τις παρακάτω
περιπτώσεις : α) ϕ : Q[x] −→ Q[i], ϐ) ϕ : C[x] −→ C[i], ς) ϕ : Z[x] −→
Z[0].

Απάντηση

α) Είναι φανερό ότι κανένα (µη µηδενικό) πολυώνυµο ϐαθµού 0 ή 1
δεν ανήκει στον kerϕ. Επίσης x2 + 1 ∈ kerϕ. ΄Εστω τώρα f(x) ∈ kerϕ
ϐαθµού ≥ 2. Από τον Ευκλείδιο αλγόριθµο διαίρεσης δύο πολυωνύµων,
έπεται ότι αν f(x) ∈ Q[x] τότε f(x) = (x2+1)p(x)+ r(x) όπου deg r(x)
είναι 0 ή 1. ΄Αρα ϕ(f(x)) = ϕ(x2 + 1)ϕ(p(x)) + ϕ(r(x)) = 0. Εποµένως
r(x) ∈ kerϕ. Για να αποϕύγουµε το άτοπο, r(x) = 0 και f(x) =
(x2 + 1)p(x), άρα kerϕ = (x2 + 1).

ϐ) Είναι φανερό ότι κανένα (µη µηδενικό) πολυώνυµο ϐαθµού 0 δεν
ανήκει στον kerϕ. Επίσης x−i ∈ kerϕ. ΄Εστω τώρα f(x) ∈ kerϕ ϐαθµού
≥ 1. Από τον Ευκλείδιο αλγόριθµο διαίρεσης δύο πολυωνύµων, έπεται
ότι αν f(x) ∈ Q[x] τότε f(x) = (x− i)p(x)+ r(x) όπου deg r(x) είναι 0.
΄Αρα ϕ(f(x)) = ϕ(x− i)ϕ(p(x)) + ϕ(r(x)) = 0. Εποµένως r(x) ∈ kerϕ.
Για να αποϕύγουµε το άτοπο, r(x) = 0 και f(x) = (x − i)p(x), άρα
kerϕ = ⟨x− i⟩.

γ) kerϕ = (x).

10. ΄Εστω p πρώτος. Να δείξετε ότι στο σώµα Zp τα στοιχεία 1 και p− 1 είναι
τα µόνα στοιχεία που είναι αντίστροϕα του εαυτού τους. Να αποϕα-
σίσετε αν ισχύει ότι xp + a = (x+ a)p στο Zp[x].

Απάντηση Τα στοιχεία που είναι αντίστροϕα του εαυτού τους είναι ϱίζες
του πολυωνύµου x2−1. ΄Ενα πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού έχει το πολύ
δύο ϱίζες σε ένα σώµα. Το 1 και p− 1 = −1 είναι ϱίζες.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι p πρώτος διαιρεί
(
p
k

)
για κάθε k ̸= 0, p.

Από το δυωνυµικό ανάπτυγµα προκύπτει ότι (x+ a)p = xp + ap. Αϕού
ap = a για κάθε a στο Zp έπεται ότι xp + a = (x+ a)p.

11. Να ϐρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου x6+3x5+4x2−
3x+ 2 µε το 3x2 + 2x− 3 στο Z7[x].

Απάντηση x6+3x5+4x2−3x+2 = (x2+2x−3)(5x4+5x2−x)−6x+2.
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12. ΄Εστω τα πολυώνυµα x5 − 1, x6 − 1, x7 − x στο Z14[x]. Να ϐρείτε τις
ϱίζες τους.

Απάντηση ϕ(14) = 6. Τα αντιστρέψιµα στοιχεία του Z14 έχουν τάξη
που διαιρεί το 6 και είναι ϱίζες του x6 − 1. Τα αντιστρέψιµα στοιχεία
είναι τα 1, 3, 5, 9, 11, 13. Η τάξη των στοιχείων που είναι ϱίζες του x5 − 1
πρέπει να διαιρεί το 5. Το µόνο στοιχείο που µπορεί να είναι ϱίζα του
x5 − 1 είναι αυτό που έχει τάξη 1, δηλ. το 1. Είναι προϕανές ότι
όλα τα αντιστρέψιµα είναι ϱίζες του x(x7 − 1). Επίσης 0 είναι ϱίζα.
Το ίδιο ισχύει για το 2: 24 = 2 ⇒ 27 = 2423 = 24 = 2. Αντίστοιχα
για το 7. ΄Επεται ότι όλα τα στοιχεία του Z14 είναι ϱίζες του x7 − x:
((ab)7 = a7b7 = ab).

13. ΄Εστω I = ⟨3,
√
2⟩, J = ⟨2,

√
2⟩ ιδεώδη στον Z[

√
2]. Να ϐρείτε γεννήτο-

ϱες για τα ιδεώδη I + J , IJ , I ∩ J . Να αποδείξετε ότι αν a + b
√
2 /∈ J

τότε J + ⟨a+ b
√
2⟩ = Z[

√
2].

Απάντηση I = ⟨1⟩ αϕού 2 =
√
2
√
2 ∈ I και 3 − 2 ∈ I. Επίσης

J = ⟨
√
2⟩. ΄Επεται ότι I + J = Z[

√
2], IJ = I ∩ J = J . Αν a+ b

√
2 /∈ J

τότε αϕού b
√
2 ∈ J έπεται ότι a /∈ J . Εποµένως a /∈ 2Z. Εποµένως a =

2k+1. ΄Επεται ότι J+ ⟨a+b
√
2⟩ = ⟨

√
2, a⟩ = ⟨1⟩ αϕού 1 = (2k+1)−2.

14. ΄Εστω f(x, y) = x4 + 2. Να γράψετε το f(x) ως γινόµενο αναγώγων πα-
ϱαγόντων στο Z[x, y], Q[x, y],R[x, y],C[x, y]. Είναι το ιδεώδες ⟨f(x, y)⟩
µέγιστο στους αντίστοιχους δακτυλίους ;

΄Εστω ότι f(x, y) = f1(x, y)f2(x, y) τότε (κοιτάζοντας τον µεγαλύτερο
ϐαθµό του y και στα δύο πολυώνυµα και στη συνέχεια στο γινόµενο
f ) προκύπτει ότι το y δεν εµϕανίζεαι στα πολυώνυµα f1, f2. ΄Αρα για
να απαντήσουµε Θα ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο g(x) = x4 + 2 ∈ Z.
Για αυτό µπορούµε να δούµε ότι ±1,±2 δεν είναι ϱίζες του g(x) και
σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα που κάναµε προκύπτει ότι g(x) δεν έχει ϱίζα
στο Q. Θα δούµε τώρα αν µπορούµε να το γράψουµε ως γινόµενο δύο
πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές ϐαθµού 2 το καθένα . ΄Εστω
g1(x) = a2x

2 + a1x + a0, g2(x) = b2x
2 + b1x + b0. ΄Επεται ότι a2b2 =

1 ⇒ a2 = b2 = ±1. Επίσης a0b0 = 2. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
µπορούµε να υποθέσουµε ότι a0 = ±2 ενώ b0 = ±1. Αϕού a2b0 +
a1b1 + a0b2 = 0 ⇒ 1 + a1b1 + 2 = 0 ⇒ a1b1 = −3. Τέλος a1b0 +
b1a0 = 0 ⇒ a1 + 2b1 = 0 ⇒ a1 = −2b1. Αυτό όµως οδηγεί σε άτοπο
αϕού αντικαθιστώντας έχουµε: (−2b1)b1 = −3 που δεν έχει λύση στους
ακεραίους. ΄Αρα g(x) είναι ανάγωγο στο Z[x] και κατά συνέπεια και στο
Q[x] και αντίστοιχα και το πολυώνυµο f(x, y) στους δακτυλίους Z[x, y]
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και Q[x, y]. (Πολύ πιο γρήγορα ϑα µπορούσε να καταλήξει κανείς στο
ίδιο αποτέλεσµα χρησιµοποιώντας το Κριτήριο του Eisenstein).

Παρατηρούµε ότι x4 + 2 = (x2 − 2i)(x2 + 2i) στο C[x] και αϕού οι
τετραγωνικές ϱίζες του i είναι ±eiπ/4 (δείτε τον µοναδιαίο κύκλο) έπεται
ότι οι ϱίζες του x4 + 2 στο C είναι : ±

√
2eiπ/4 και ±

√
2e3π/4. Επίσης√

2eiπ/4 = −
√
2e3π/4. Τελικά οι δύο παράγοντες του x4 + 2 στο R[x, y]

προκύπτουν από τα γινόµενα (x−z)(x−z) όπου z είναι ϱίζα του x4+2
και είναι ίσοι µε x2 − 2x+ 2 και x2 + 2x+ 2.

Στο C[x, y] το f(x, y) = (x− eiπ/4)(x+ eiπ/4)(x− e3iπ/4)(x+ e3iπ/4). Το
ιδεώδες ⟨f(x, y)⟩ ∆ΕΝ είναι µέγιστο σε κανέναν από τους δακτυλίους
αϕού ισχύει (f(x, y)) ⊂ (f(x, y), y).

15. Να γράψετε το x3 − y3 ως γινόµενο αναγώγων στο Q[x, y], C[x, y].

Ισχύει ότι x3 − y3 = (x − y)(x2 + xy + y2). Το πολυώνυµο x − y
είναι ανάγωγο αϕού έχει ϐαθµό 1 στο x αλλά και y. Θα ελέγξουµε
αν x2 + xy + y2 είναι ανάγωγο στο Q[x, y]. ΄Εστω ότι x2 + xy + y2 =
(a1x+ b1y + c1)(a2x+ b2y + c2). ΄Επεται ότι a1a2 = 1, a1b2 + a2b1 = 1,
a1c2 = 0 ⇒ c2 = 0, b1c2 = 0 ⇒ c2 = 0, b1b2 = 1. Προκύπτει ότι
(a1b2)

2 − (a1b2) + 1 = 0 που δεν έχει λύση στους πραγµατικούς. ΄Αρα
x3−y3 = (x−y)(x2+xy+y2) είναι η ανάλυση σε ανάγωγα στο Q[x, y].

Αϕού a1b2 = 1+ i
√
3/2 είναι λύση της εξίσωσης (a1b2)2− (a1b2)+1 = 0

µπορούµε να ϑέσουµε a1 = 1 και b2 = 1 + i
√
3/2. ΄Αρα x2 + xy + y2 =

(x+ 2
1+i

√
3
y)(x+ 1+i

√
3

2
y).

3. Να αποϕασίσετε αν k[x]/⟨x2−6x+5⟩ είναι σώµα όταν k = Q,R. Οµοίως
για τον δακτύλιο k[x, y]/⟨x2 − 6x+ 6⟩.

Ο δακτύλιος πηλίκο k[x]/⟨x2 − 6x + 5⟩ ϑα είναι σώµα αν και µόνο αν
το πολυώνυµο x2− 6x+5 είναι ανάγωγο στον δακτύλιο k[x]. Αϕού έχει
ϱίζες στο k, δεν είναι ανάγωγα στο R[x]. Ο δεύτερος δακτύλιος πηλίκο
είναι ακεραία περιοχή και όχι σώµα.

16. Να αποϕασίσετε αν x3 +3x2 − 8, x4 − 22x2 +1 είναι ανάγωγα στο Q[x].

Για το πρώτο πολυώνυµο, αρκεί να ελέγξουµε αν έχει ϱίζα από το σύνολο
των διαιρετών του 8: {±1,±2,±4,±8}.

Για το δεύτερο πολυώνυµο παρατηρούµε ότι ±1 δεν είναι ϱίζα. Αρκεί
λοιπόν να ϐεβαιωθούµε ότι f(x) = x4−22x2+1 δε γράϕεται ως γινόµενο
πολυωνύµων ϐαθµού 2.
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17. Να ϐρείτε όλα τα ανάγωγα πολυώνυµα ϐαθµού 3 στο Z3[x].

Θα ϑεωρήσουµε όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού 3 στο Z3[x] (2× 3× 3× 3
τέτοια πολυώνυµα) και ϑα κρατήσουµε µόνο εκείνα που δεν έχουν ϱίζα
στο Z3. Μπορούµε λοιπόν να αγνοήσουµε όλα εκείνα µε σταθερό όρο
0 και µας µένει να εξετάσουµε (2× 3× 3× 2 περιπτώσεις.)

18. ΄Εστω f(x) = x3 + 5x + 122. Να ϐρείτε p έτσι ώστε x3 + 5x + 122 να
είναι ανάγωγο στο Zp[x]. Να συµπεράνετε ότι f(x) είναι αναγκαστικά
ανάγωγο στο Q[x]. Είναι f(x) ανάγωγο στο R[x];
΄Οταν p = 3, x3+5x+122 = x3+2x+2 και δεν έχει ϱίζα στο Z3 άρα είναι
ανάγωγο στο Z3[x]. Αν f(x) δεν είναι ανάγωγο στο Q[x] τότε στο Z[x] ϑα
ισχύει ότι f(x) = f1(x)f2(x) όπου f1(x), f2(x) έχουν ϐαθµό µεγαλύτερο
ή ίσο του 1. Ο αρχικός τους όρος είνι ±1 και άρα περνώντας στο Z3[x]
ϑα πάρουµε µία ανάλυση και για το x5 + x + 2, άτοπο. Το f(x) ∆ΕΝ
ανάγωγο στο R[x] αϕού έχει ϐαθµό µεγαλύτερο του 2.

19. ΄Εστω I = ⟨x4 + x3 + x2 + x+ 1⟩. Να αποδείξετε ότι το σύνολο

1 + I, x+ 1, . . . , x3 + I

είναι ϐάση του Q-διανυσµατικού χώρου Q[x]/I. Στη συνέχεια να ϐρείτε
µία ϐάση του Q-διανυσµατικού χώρου Q[e2πi/5].

Απάντηση ΄Ενα τυχαίο στοιχείο του Q[x]/I είναι της µορϕής f(x) + I
όπου f(x) ∈ Q[x]. ∆ιαιρούµε f(x) µε το x4+x3+x2+x+1. Προκύπτει
ότι το υπόλοιπο είναι της µορϕής r(x) όπου r(x) = 0 οπότε f(x)+I = I
ή deg r(x) ≤ 3. ΄Επεται ότι κάθε µη µηδενικό στοιχείο του Q[x]/I είναι
της µορϕής

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + I = a0(1 + I) + · · ·+ a3(x
3 + I)

και εποµένως 1 + I, x + I, . . . , x3 + I παράγουν τον Q-διανυσµατικού
χώρου Q[x]/I. Θα δείξουµε ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Αν

a0(1+I)+a1(x+I)+a2(x
2+I)+a3(x

3+I) = I ⇒ a0+· · ·+a3x
3+I = I

⇒ a0 + · · ·+ a3x
3 ∈ I ⇒ a0 = · · · = a3 = 0

αϕού κάθε µη µηδενικό στοιχείο του I έχει ϐαθµό τουλάχιστον 4. Μία
ϐάση του Q-διανυσµατικού χώρου Q[e2πi/5] είναι

1, e2πi/5, e4πi/5, e6πi/5 .
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(Βάσεις απεικονίζονται σε ϐάσεις µέσα από ισοµορϕισµούς διανυσµα-
τικών χώρων και τα παραπάνω είναι οι οµοµορϕικές εικόνες του προη-
γούµενου συνόλου).

20. Να ϐρείτε όλα τα πρώτα και όλα τα µέγιστα ιδεώδη του Z5 × Z4.

Απάντηση Z5 × (2) είναι πρώτο και µέγιστο. ⟨0⟩ × Z4 είναι πρώτο και
µέγιστο.

21. Να αποϕασίσετε αν x169 − 10, 4x20 − 18x5 + 12x+ 6 είναι ανάγωγα στο
Q[x] και στο Z[x].

Απάντηση x169− 10 είναι ανάγωγο σύµϕωνα µε το κριτήριο του Eisen
stein για p = 2, άρα ανάγωγο στο Q[x] και στο Z[x]. 4x20−18x5+12x+
6 = 2(2x20 − 9x5 + 6x+ 3) ανάγωγο στο Q[x] (κριτήριο Eisenstein για
το 2x20 − 9x5 + 6x+ 3) αλλά όχι στο Z[x].

22. Να ϐρείτε δύο πρώτα ιδεώδη του Z[x]/⟨2x2⟩ που να µην είναι µέγιστα.
Στη συνέχεια να ϐρείτε τρία διαϕορετικά µέγιστα ιδεώδη του Z[x]/⟨2x2⟩.

Απάντηση ΄Εστω I = ⟨2x2⟩. Τότε ⟨x⟩/I, ⟨2⟩/I είναι πρώτα ιδεώδη, µη
µέγιστα. ⟨x, 2⟩/I, ⟨x, 3⟩/I, ⟨2, x+ 1⟩/I είναι µέγιστα.

23. Να δείξετε ότι το σώµα κλασµάτων του Z[i] είναι το Q[i].

Απάντηση Θα δείξουµε ότι Q[i] είναι το µικρότερο σώµα που περιέχει
το Z[i]. Πράγµατι Q[i](∼= Q[x]/⟨x2 + 1⟩ είναι σώµα και περιέχει Z[i].
΄Εστω K οποιοδήποτε άλλο σώµα που περιέχει το Z[i]. Αϕού Z ⊂ Z[i]
έπεται ότι Q ⊂ K. ΄Αρα K περιέχει και a+ bi∀a, b ∈ Z.
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