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΄Ενατο σετ Ασκήσεων

1 Βασικά προβλήµατα

1. Να ϐρείτε όλα τα πρώτα και µέγιστα ιδεώδη του δακτυλίου Z4 × Z.

2. Το πρόβληµα αυτό αϕορά τον δακτύλιο Q[x] και το πολυ΄νυµο f(x) =
x5 + 8x+ 2.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι f(x) είναι ανάγωγο στο Q[x] και κατά συνέπεια
I = ⟨f(x)⟩ είναι πρώτο ιδεώδες.

(ϐʹ) Να δείξετε ότι 1 ∈ I + ⟨x3⟩ = ⟨x5 + 8x+ 2, x3⟩.
(γʹ) Να γενικεύσετε τα παραπάνω για να αποδείξετε ότι αν f(x) /∈ I

τότε 1 ∈ I + ⟨f(x)⟩ και κατά συνέπεια I είναι µέγιστο.

(δʹ) Να ϐρείτε τα αντίστροϕα των παρακάτω στοιχείων του Q[x]/I:
2 + I, x+ I, x3 + I, x5 + 8x+ I, x2 + 1 + I.

3. Να αποδείξετε ότι x2+x+2 είναι ανάγωγο στο Z3[x] και κατά συνέπεια
I = ⟨x2 + x + 2⟩ είναι πρώτο ιδεώδες στο Z3[x]. Να γράψετε τα εννέα
στοιχεία του Z3[x]/I και στη συνέχεια να συµπληρώσετε τους πίνα-
κες πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µε ϐάση τους αντιπροσώπους
που επιλέξατε. Με τρεις διαϕορετικούς τρόπους να δικαιολογήσετε ότι
Z3[x]/I είναι σώµα. Να αποδείξετε ότι το στοιχείο x + I είναι ϱίζα του
πολυωνύµου y2 + y + 2 στο Z3[x]/I όπου µε τη σταθερά 2 εννοούµε το
στοιχείο 2(1 + I), δηλ. δύο φορές τη µονάδα του Z3[x]/I. Να ϐρείτε
έναν υποδακτύλιο του Z3[x]/I ισόµορϕο µε τον Z3.

4. Να εξετάσετε αν τα ιδεώδη I = ⟨x2+1, 5⟩, J = ⟨x2+1, 3⟩ του Z[x] είναι
γνήσια, πρώτα, κύρια, µέγιστα.

5. ΄Εστω ϕ : Z → Z/⟨2⟩ × Z/⟨3⟩ × Z/⟨5⟩, a 7→ ([a]2, [a]3, [a]5). Να αποδε-
ίξετε ότι kerϕ = ⟨30⟩. Να ϐρείτε a1, a2 ∈ Z έτσι ωστε a1 7→ (0, 2, 3) και
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a2 7→ (1, 2, 3). Να αποδείξετε ότι ϕ είναι επιµορϕισµός. Να συµπεράνε-
τε ότι

Z/⟨30⟩ ∼= Z/⟨2⟩ × Z/⟨3⟩ × Z/⟨5⟩ .

6. ΄Εστω f(x) = x2 + 2, g(x) = x3 και έστω I = ⟨f(x)⟩, J = ⟨g(x)⟩, τα
αντίστοιχα ιδεώδη στο Q[x]. ΄Εστω

ϕ : Q[x] → Q[x]/I ×Q[x]/J, h(x) 7→ (h(x) + I, h(x) + J) .

Να αποδείξετε ότι kerϕ = ⟨x5 + 2x3⟩. Να ϐρείτε h(x) έτσι ωστε h(x) 7→
(x+I, 2x+J). Να αποδείξετε ότι ϕ είναι επιµορϕισµός. Να συµπεράνετε
ότι

Q[x]/⟨x5 + 2x3⟩ ∼= Q[x]/I ×Q[x]/J .
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