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΄Εβδοµο σετ Ασκήσεων

1 Βασικά προβλήµατα

1. Να ϐρείτε ένα πολυώνυµο f(x) έτσι ώστε ⟨x5− 1, x15− 1⟩ = ⟨f(x)⟩ στον
δακτύλιο C[x] και στη συνέχεια στον δακτύλιο Q[x].

2. ΄Εστω ϕ : Z[x] → Z11[x], ϕ(anxn + · · · + a0) = anx
n + · · · a0 και ψ :

Z[x] → Z11[x], ϕ(anxn + · · ·+ a0) = a0.

(αʹ) ΄Εστω ότι f(x) = xn + · · · + a0, (τα πολυώνυµα αυτά λέγονται κα-
νονικά). Να αποδείξετε ότι αν ϕ(f(x) είναι ανάγωγο στο Z11[x] τότε
είναι ανάγωγο στο Z[x] και στο Q[x]. Να ϐρείτε κάποιο πολυώνυµο
που να είναι ανάγωγο στο Z[x] αλλά όχι στο Z11[x].

(ϐʹ) Να υπολογίσετε τους πυρήνες kerϕ, kerψ.

3. Να δείξετε ότι αν ο πίνακας
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 ανήκει σε ιδεώδες I του M3(R)

τότε I3 ∈ I και άρα I = M3(R)

4. ΄Εστω I = (36) ιδεώδες του Z. Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη J του Z έτσι
ώστε I ⊂ J . Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη K του Z έτσι ώστε K ⊂ I.

5. Στο δακτύλιο R = Z[x] να δείξετε ότι (x5 + 3x+ 1, x) είναι µη γνήσιο.

6. ΄Εστω I = ⟨x2 + x⟩ στον δακτύλιο Z3[x]. Να αποδείξετε ότι Z3[x]/I
έχει 9 στποιχεία. Για κάθε ένα από αυτά, να δώσετε έναν αντιπρόσω-
πο. (Υπόδειξη : αν f(x) + I ∈ Z3[x]/I, να εϕαρµόσετε τον αλγόριθµο
διαίρεσης του f(x) µε το x2 + x. )

7. ΄Εστω ϕa : R[x] −→ R[a] ο οµοµορϕισµός εκτίµησης δακτυλίων, όπου
f(x) 7→ f(a). Να ϐρείτε το πυρήνα του ϕ σε κάθε µία από τις παρακάτω
περιπτώσεις : α) ϕ2i : Q[x] −→ Q[2i], ϐ) ϕ2i : C[x] −→ C[2i], γ)
ϕ0 : Z[x] −→ Z[0].

1



3. Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη του Z35.

2 Προβλήµατα Θεωρίας

1. ΄Εστω F σώµα. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός των κανονικών αναγώγων
πολυωνύµων στο F [x] είναι άπειρος.

2. ΄Εστω ότι F είναι άπειρο σώµα και ότι f(x1, x2) ∈ F [x1, x2]. Αν f(a1, a2) =
0 για κάθε a1, a2 ∈ F να δείξετε ότι f(x1, x2) είναι το µηδενικό πολυ-
ώνυµο.

3. ΄Εστω ότι f(x, y) ∈ F [x, y] και έστω ότι f(a, b) = 0 όπου a, b ∈ F . Να
δείξετε ότι υπάρχουν g1(x, y) και g2(x, y) έτσι ώστε f(x, y) = g1(x, y)(x−
a) + g2(x, y)(y− b). (Υπόδειξη : Σκεϕτείτε το f(x, y) ως πολυώνυµο στο
µε συντελεστές από το F [y] και εϕαρµόσετε τον αλγόριθµο διαίρεσης
του f(x, y) µε το x− a).
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