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∆έκατο σετ Ασκήσεων

1 Βασικά προβλήµατα

1. ΄Εστω f(x, y) = x4 + 5. Να γράψετε το f(x) ως γινόµενο αναγώγων πα-
ϱαγόντων στο Z[x, y], Q[x, y], R[x, y], C[x, y]. Είναι το ιδεώδες ⟨f(x, y)⟩
µέγιστο στους αντίστοιχους δακτυλίους ;

2. Να γράψετε το x4 − y4 ως γινόµενο αναγώγων στο Q[x, y], C[x, y].

3. Να αποϕασίσετε αν k[x, y]/⟨x2 +6x+5⟩ είναι σώµα ή ακεραία περιοχή
όταν k = Q,R. Οµοίως για τον δακτύλιο k[x, y]/⟨x2, x+ y, y − x⟩.

4. ΄Εστω R = C[x, y] και έστω I = ⟨x− 1, y− 5⟩. Να αποδείξετε ότι I είναι
µέγιστο.

5. Να αποδείξετε ότι αν I ⊂ J ιδεώδη του R και J είναι µέγιστο στο R,
τότε το σύνολο {r + I : r ∈ J} είναι µέγιστο ιδεώδες του R/I.

6. Να ϐρείτε όλα τα µέγιστα ιδεώδη του Z[x]/⟨6, x2 − 36⟩.

7. Να ϐρείτε δύο πρώτα ιδεώδη του Z[x]/⟨6x3⟩ που να µην είναι µέγιστα.
Στη συνέχεια να ϐρείτε τρία διαϕορετικά µέγιστα ιδεώδη του Z[x]/⟨6x3⟩.

8. ΄Εστω ότι D είναι Π.Μ.Α. και p είναι ανάγωγο. Να αποδείξετε ότι αν p
διαιρεί το ab τότε p διαιρεί το a ή p διαιρεί το b.

9. Να αποδείξετε ότι 1 + i είναι ανάγωγο στο Z[i].
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10. ΄Εστω D = Z[
√
5i]. ΄Εστω η συνάρτηση N : D → Z, N(a + ib

√
5) =

a2 + 5b2. Να αποδείξετε ότι N(rs) = N(r)N(s) για κάθε r, s ∈ D. Στη
συνέχεια να ϐρείτε τα αντιστρέψιµα στοιχεία του D. Τέλος να ελέγξετε
αν 2 είναι ανάγωγο στο D.
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