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1. (2) ΄Εστω R = Z5[x], f(x) = x2 + x, g(x) = x3. Τότε :

(αʹ) R ⊂ Z10[x].

(ϐʹ) R/⟨f(x)⟩ είναι ακεραία περιοχή.

(γʹ) R/⟨f(x), g(x)⟩ είναι ακεραία περιοχή.

(δʹ) R/⟨f(x)⟩ έχει 10 στοιχεία.

Απαντήσεις:

(αʹ) Λάθος : Z5 δεν είναι υποσύνολο του Z10, (µήλα, τούβλα).

(ϐʹ) Λάθος : f(x) = x(x+ 1) δεν είναι ανάγωγο.

(γʹ) Σωστό : ⟨x2 + x, x3⟩ = ⟨x⟩ (µ.κ.δ.) και εποµένως R/⟨f(x), g(x)⟩ = R/⟨x⟩ ∼= Z5.

(δʹ) Λάθος : R/⟨f(x)⟩ έχει 52 στοιχεία.

2. (4) ΄Εστω D ακεραία περιοχή και K το σώµα κλασµάτων της D. Τότε

(αʹ) Αν D έχει άπειρα στοιχεία τότε η χαρακτηριστική του D είναι µηδέν.

(ϐʹ) Αν D έχει πεπερασµένο αριθµό στοιχείων τότε η χαρακτηριστική του D είναι
πρώτος ακέραιος.

(γʹ) Αν D έχει πεπερασµένο αριθµό στοιχείων τότε D = K.

(δʹ) Η χαρακτηριστική του D ισούται τη χαρακτηριστική του K.

(εʹ) Αν I πρώτο ιδεώδες του D τότε η χαρακτηριστική του D/I είναι ίση µε τη χαρα-
κτηριστική του D.

(ϛʹ) Αν r ανάγωγο στο D τότε r ανάγωγο στο K.

(Ϲʹ) Αν και το D δεν είναι αναγκαία Π.Μ.Α., ο δακτύλιος K[x] είναι πάντα Π.Μ.Α.

(ηʹ) Αν D ⊂ D′ ⊂ K τότε K είναι το σώµα κλασµάτων του D′.

Απαντήσεις:

(αʹ) Λάθος : Z5[x] έχει χαρακτηριστική 5.

(ϐʹ) Σωστό : αϕού D έχει πεπερασµένο αριθµό στοιχείων, έπεται ότι D είναι σώµα και
η χαρακτηριστική του είναι πρώτος ακέραιος.

(γʹ) Σωστό : K είναι το µικρότερο σώµα που περιέχει το D και D είναι ήδη σώµα.
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(δʹ) Σωστό : η χαρακτηριστική του D είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος n (αν υπάρ-
χει) έτσι ώστε n1D = 0D. Η µονάδα του K ταυτίζεται µε τη µονάδα του D.

(εʹ) Λάθος. Η χαρακτηριστική του Z είναι µηδέν, ενώ Z/⟨5⟩ έχει χαρακτηριστική 5.

(ϛʹ) Λάθος : το σώµα δεν έχει ανάγωγα στοιχεία.

(Ϲʹ) Σωστό : Ο δακτύλιος K[x] είναι Π.Μ.Α. αϕού K σώµα.

(ηʹ) Σωστό : το σώµα κλασµάτων του D και του D′ είναι το µικρότερο σώµα που τις
περιέχει.

3. (4) ΄Εστω R = Q[x], f(x) = x2(x+ 1)3 και S = R/⟨f(x)⟩.

(αʹ) Να ϐρείτε όλους τους διαιρέτες του µηδενός του S.

(ϐʹ) Να ϐρείτε όλα τα αντιστρέψιµα στοιχεία του S.

(γʹ) Να ϐρείτε όλα τα µέγιστα ιδεώδη του S.

Απάντηση: S = {g(x) + I : g(x) ∈ R}, όπου I = ⟨f(x)⟩. Παρατηρούµε ότι g(x) + I
είναι διαιρέτης του µηδενός αν και µόνο αν υπάρχει µη µηδενικό g′(x) + I έτσι ώστε
(g(x) + I)(g′(x) + I) = I, δηλ. g(x)g′(x) ∈ I, δηλ. g(x)g′(x) = f(x)h(x) για κάποιο
h(x) ∈ R. ΄Οµως R είναι Π.Μ.Α., εποµένως οι ανάγωγοι παράγοντες του f(x) διαιρούν
το g(x) ή το g′(x). Αν όλοι οι παράγοντες διαιρούσαν το g′(x), τότε g′(x)+I = I, άτοπο.
Αντίστοιχα για το g(x). Εποµένως οι διαιρέτες του µηδενός στο S είναι g(x) + I όπου
g(x) είναι πολλαπλάσιο του x ή του x+ 1 ή και των δύο, αρκεί να µη διαιρείται από το
f(x).

΄Ενα στοιχείο g(x)+I είναι αντιστρέψιµο αν υπάρχει g′(x)+I έτσι ώστε (g(x)+I)(g′(x)+
I) = 1+I, δηλ. g(x)g′(x) = 1+f(x)h(x), δηλ. g(x)g′(x)−f(x)h(x) = 1. Είναι λοιπόν
ακριβώς τα στοιχεία g(x) + I όπου g(x) έχει µέγιστο κοινό διαιρέτη µε το f(x) τη
µονάδα.

Τα µέγιστο ιδεώδη του S είναι της µορϕής J/I όπου J µέγιστο ιδεώδες του R και
περιέχει το I. Τα ιδεώδη του R είναι κύρια. ΄Ετσι J/I είναι µέγιστο αν και µόνο αν
J = ⟨g(x)⟩ όπου g(x) ανάγωγο και g(x) διαιρεί το f(x). ΄Ετσι S έχει ακριβώς δύο
µέγιστα ιδεώδη: ⟨x⟩/I, ⟨x+ 1⟩/I.

4. (6) ΄Εστω R, S αντιµεταθετικοί δακτύλιοι µε µοναδιαία στοιχεία 1R και 1S αντίστοιχα
και R× S ο δακτύλιος µε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό ανά συντεταγµένη.

(αʹ) ΄Εστω I ιδεώδες του R και J ιδεώδες του S. Να αποδείξετε ότι I × J είναι ιδεώδες
του R× S.

(ϐʹ) Να δείξετε ότι ο δακτύλιος πηλίκο R×S/ (I×J) είναι ισόµορϕος µε τον δακτύλιο
R/I × S/J . Να αποδείξετε ότι αν M είναι µέγιστο ιδεώδες του R τότε M × S είναι
µέγιστο ιδεώδες του R× S.

(Το τελευταίο υποερώτηµα ήταν διατυπωµένο λανθασµένα και δε µέτρησε στη ϐαθµο-
λογία. Το πρώτο υποερώτηµα είναι πολύ εύκολο, για το δεύτερο, µπορεί κάποιος να
χρησιµοποιήσει τον οµοµορϕισµό ϕ : R×S −→ R/I ×S/J , (r, s) 7→ (r+ I, s+ J). Αν
επιχειρήσει κανείς να ξεκινήσει από το R × S/ (I × J) µε κάποια συνάρτηση, τότε ϑα
πρέπει να αποδείξει η συνάρτηση αυτή είναι και καλά ορισµένη).
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5. (4) ΄Εστω r = 7
√
2 και b = re

2πi
7 . Να µελετήσετε τον οµοµορϕισµό εκτίµησης ϕb : F [x] →

F [b], f(x) 7→ f(b), σε κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις και να ϐρείτε kerϕb. Να
ελέγξετε αν F [b] είναι σώµα και να το συγκρίνετε µε το C, όταν F = C, F = R, F = Q,
F = Z.

Απάντηση: Παρατηρούµε ότι b7 = 2 και εποµένως b είναι ϱίζα του x7−2. Για τις τρεις
πρώτες περιπτώσεις γνωρίζουµε ότι kerϕb είναι κύριο ιδεώδες και ότι kerϕb = ⟨g(x)⟩
όπου g(x) είναι το πολυώνυµο µε το µικρότερο ϐαθµό που έχει το b ως ϱίζα. Επίσης
αϕού b ∈ C έπεται ότι F [b] ⊂ C και άρα το πολυώνυµο που παράγει το kerϕb είναι
ανάγωγο και F [b] είναι σώµα.

(αʹ) b ∈ C, εποµένως kerϕb = ⟨x− b⟩ και C[b] = C.

(ϐʹ) (x − b)(x − b) = x2 − 2Re(b)x + bb ∈ R[x] είναι ανάγωγο στο R[x] και εποµένως
kerϕb = ⟨ x2 − 2Re(b)x+ 7

√
4 ⟩. Επίσης R[b] = C.

(γʹ) x7−2 είναι ανάγωγο στο Q[x] (κριτήριο Eisenstein) και εποµένως kerϕb = ⟨x7−2⟩.
Επίσης Q[b] $ C.

(δʹ) x7−2 είναι ανάγωγο και στο Z[x] (κριτήριο Eisenstein. Αν f(x) ∈ Z[x] έχει το b ως
ϱίζα, τότε f(x) = (x7−2)q(x) όπου q(x) ∈ Q[x]. Κάνοντας κοινούς παρανοµαστές,
και ϐγάζοντας κοινούς παράγοντες αν χρειαστεί, προκύπτει ότι f(x) = (x7−2)q(x)
όπου q(x) ∈ Z[x]. Εποµένως kerϕb = ⟨x7 − 2⟩. Επίσης Z[b] δεν είναι σώµα αϕού
kerϕb δεν είναι µέγιστο (⟨x7 − 2⟩ $ ⟨x7 − 2, 2⟩).
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