
Kef�laio 1Domè
 Dedomènwn
1.1 Stoiqei¸dei
 Afhrhmène
 Domè
1.1.1 Diakritì SÔnoloTo diakritì sÔnolo S (discrete set) e�nai m�a sullog  n diakrit¸n (distinct)stoiqe�wn {s1, s2, . . . , sn} qwr�
 k�poia sugkekrimènh di�taxh aut¸n twn stoiqe�wn:
S = {s1, s2, . . . , sn}.Gia to diakritì sÔnolo or�zontai oi stoiqei¸dei
 telestè
:plhjÔ
 (cardinality) tou sunìlou pou majhmatik� sumbol�zetai w
 |S| kai apo-tele� to mègejo
 tou sunìlou. 'Etsi |S| = n. E�n ìmw
 |S| = 0, tìte tosÔnolo S e�nai to kenì sÔnolo: S = ∅.e�nai mèlo
 pou majhmatik� antistoiqe� sto sÔmbolo ∈ efìson alhjeÔei kai stosÔmbolo 6∈ efìson den alhjeÔei. 'Etsi gr�foume s ∈ S e�n s = sk gia k�poio

1 ≤ k ≤ n kai s 6∈ S gia k�je �llh per�ptwsh.apaloif  stoiqe�ou pou majhmatik� antistoiqe� sthn pr�xh S = S\{s}.prosj kh stoiqe�ou pou majhmatik� antistoiqe� sthn pr�xh S = S ∪ {s}.Gia èna tètoio sÔnolo S e�nai dunatìn na orisje� m�a sun�rthsh pou to qarakthr�zeipl rw
, h qarakthristik  sun�rthsh fS(·) ep� enì
 kajolikoÔ sunìlou Ume S ⊆ U :
fS(x) =

{

true e�n x ∈ S
false e�n x ∈ U\S.Gia ta diakrit� sÔnola e�nai dunatìn n> orisjoÔn telestè
 gia thn ènwsh dÔosunìlwn S ∪ T , thn tom  S ∩ T , thn diafor� dÔo sunìlwn S\T , h opo�a e�naièna nèo sÔnolo ap> ìla ta stoiqe�a tou S pou den e�nai kai stoiqe�a tou T kai,tèlo
, thn summetrik  diafor� S ⊕ T = (S\T ) ∪ (T \S), h opo�a e�nai ènanèo sÔnolo ap> ìla ta stoiqe�a tou S pou den e�nai kai stoiqe�a tou T all� kaiap> ìla ta stoiqe�a tou T pou den e�nai kai stoiqe�a tou S.1



2 KEF�ALAIO 1. DOM�ES DEDOM�ENWN1.1.2 ApeikìnishH apeikìnish (map/mapping/associative store) F = {[x1, y1], [x2, y2], . . . , [xn, yn]}e�nai èna sÔnolo diatetagmènwn zeug¸n [xk, yk], (1 ≤ k ≤ n), gia ta opo�a isqÔei ì-ti xℓ 6= xk gia ℓ 6= k. Ta x1, x2, . . . , xn e�nai dhlad  diakrit�. H apeikìnish F mpore�na sugkrije� me to gr�fhma/kampÔlh th
 sun�rthsh
 f : x ∈ {x1, x2, . . . , xn} →
y = f(x) ∈ {y1, y2, . . . , yn}.H apeikìnish qarakthr�zetai pl rw
 apì dÔo ped�a:ped�o orismoÔ (domain) th
 F e�nai to sÔnoloD(F) = D(f) = {x1, x2, . . . , xn}.ped�o tim¸n (value range) th
F e�nai to sÔnoloR(F) = R(f) = {y1, y2, . . . , yn}.Gia x 6∈ D(F) h tim  f(x) den e�nai orismènh kai ja qrhsimopoi soume tosÔmbolo null w
 sumbolismì autoÔ tou gegonìto
. 'Etsi x 6∈ D(F) ⇒

f(x) = null.DÔo stoiqei¸dei
 telestè
 gia thn apeikìnish e�nai:an�jesh (assignment) pou kataqwre� to zeÔgo
 [x, f(x)] sthn apeikìnish F me
f(x) = y. E�n h apeikìnish perièqei  dh k�poio zeÔgo
 [x, y] autì antika-j�statai apì to nèo zeÔgo
 [x, f(x)]. H an�jesh f(x) = null diagr�fei tozeÔgo
 [x, y], efìson autì up�rqei, apì thn apeikìnish F .plhjÔ
 th
 apeikìnish
 F e�nai to mègejì
 th
 |F|.1.1.3 Kat�logo
   Grammik  L�sta'Ena
 kat�logo
   grammik  l�sta e�nai m�a diatetagmènh akolouj�a stoiqe�wn

L = [x1, x2, . . . , xn]. Ta stoiqe�a tou katalìgou anafèrontai kai w
 kìmboi.Oi kìmboi den apaite�tai na e�nai diakrito�. Up�rqei dhlad  to endeqìmeno naepanalamb�nontai. H di�tax  tou
 ìmw
 sta pla�sia tou katalìgou e�nai domikìqarakthristikì tou katalìgou afoÔ kajor�zei ti
 grammikè
 sqetikè
 jèsei
 twnstoiqe�wn tou. Efìson |L| = n > 0, to pr¸to stoiqe�o, x1 , th
 l�sta
 onom�zetaimètwpo   kefal  (front/head), en¸ to teleuta�o th
 stoiqe�o xn onom�zetaiop�sjio   pujmèna
 (rear/tail/bottom). To kstì stoiqe�o th
 l�sta
 e�naito xk, 1 ≤ k ≤ n. MporoÔme n> apeikon�soume (Sq ma 1.1) thn l�sta w
 ènaprosanatolismèno gr�fhma pou apotele� m�a apl  sumbat  diadrom  Hamilton.
Κεφαλή ΟπίσθιοSq ma 1.1: Grammik  l�staStoiqei¸dei
 telestè
 gia tou
 katalìgou
 e�nai oi akìloujoi:
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 th
 l�sta
 L e�nai to mègejì
 th
 |L| = n. E�n n = 0, h l�sta e�naiken .prìsbash sthn kefal  epitrèpei thn an�gnwsh   thn allag  perieqomènousthn kefal  x1 = L(1) th
 l�sta
.prìsbash ston pujmèna epitrèpei thn an�gnwsh   thn allag  perieqomènouston pujmèna xn = L(|L|) th
 l�sta
.ènjesh sthn kefal  enì
 stoiqe�ou x sunep�getai ìti h l�sta L antikaj�sta-tai apì thn [x,L].apaloif  kefal 
 sunep�getai ìti h l�sta L antikaj�statai apì thn [x2, x3, . . . , xn].ènjesh ston pujmèna th
 l�sta
 enì
 stoiqe�ou x sunep�getai ìti h l�sta Lantikaj�statai apì thn [L, x].apaloif  pujmèna sunep�getai ìti h l�sta L antikaj�statai apì thn [x1, x2, . . . , x|L|−1].Plhn twn anwtèrwn, e�nai dunatìn na orisjoÔn prìsjetoi telestè
 ìpw
:prìsbash sto kstì kìmbo th
 l�sta
 gia an�gnwsh   allag  tou perieqo-mènou tou.apaloif  tou kstoÔ kìmbou th
 l�sta
 sunep�getai ìti h L antikaj�stataiapì thn l�sta [x1, x2, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn].ènjesh prì tou kstoÔ kìmbou enì
 nèou stoiqe�ou x sunep�getai ìti h Lantikaj�statai apì thn l�sta [x1, x2, . . . , xk−1, x, xk, . . . , xn]. H ènjesh nèoustoiqe�ou met� ton kìmbo k e�nai profan¸
 ènjesh prì tou k+1stoÔ kìmbou.upol�sta (sublist) or�zetai gia dÔo akèraiou
 i kai k kai sunep�getai thn dh-miourg�a th
 l�sta
 L[i..k] = [xi, xi+1, . . . , xk] apì stoiqe�a th
 l�sta
 L.Se per�ptwsh pou k > |L|, to k kolob¸netai sthn plhjÔ th
 l�sta
 L. Seper�ptwsh pou i < 1, h upol�sta or�zetai me arq  thn kefal  th
 L.di�spash (split) shma�nei ìti h l�sta L temaq�zetai se dÔo   perissìtere
 upo-l�ste
.sÔndesh allhlouq�a
 (concatenation) dÔo katalìgwn L1 kai L2 sunep�getaithn dhmiourg�a mia
 nèa
 l�sta
 L = L1//L2 = [L1,L2]. Epeid  h grammik di�taxh twn stoiqe�wn mia
 l�sta
 e�nai to basikì th
 qarakthristikì, èqomeìti L1//L2 6= L2//L1.antigraf  shma�nei thn dhmiourg�a antigr�fou mia
 grammik 
 l�sta
.anaz thsh tim 
 shma�nei thn exètash twn kìmbwn th
 l�sta
 gia thn aneÔreshenì
 kìmbou me sugkekrimèno perieqìmeno.monìtonh di�taxh tim¸n (sort) shma�nei anadi�taxh twn kìmbwn th
 l�sta
se aÔxousa   fj�nousa di�taxh tim¸n pou perièqontai stou
 kìmbou
.



4 KEF�ALAIO 1. DOM�ES DEDOM�ENWN1.1.4 Sto�ba kai Our�H sto�ba (stack) kai h our� (queue) e�nai eidikè
 peript¸sei
 grammik¸n kata-lìgwn me tou
 stoiqei¸dei
 telestè
 ènjesh
, apaloif 
 kai prìsbash
 periori-smènou
 sthn kefal    ston pujmèna. Pio sugkekrimèna,
• H sto�ba e�nai m�a grammik  l�sta efodiasmènh me tou
 stoiqei¸dei
 tele-stè
: prìsbash sthn kefal , ènjesh sthn kefal , apaloif kefal 
 kai plhjÔ
.
• H our� e�nai m�a grammik  l�sta efodiasmènh me tou
 stoiqei¸dei
 telestè
:prìsbash sthn kefal , apaloif  th
 kefal 
, ènjesh stonpujmèna kai plhjÔ
.MporoÔme n> antilhfjoÔme thn sto�ba w
 èna swlhn�rio me kleistì pujmèna (Sq -ma 1.2). H ènjesh nèwn stoiqe�wn sthn sto�ba antistoiqe� se eisagwg  sfairid�wnapì to anoiktì stìmio tou swlhnar�ou. H apaloif  stoiqe�wn apì thn sto�baantistoiqe� sthn exagwg  sfairid�wn apì to anoiktì stìmio tou swlhnar�ou. Tosfair�dio pou pr¸to eis qjh sto swlhn�rio e�nai autì pou ex�getai teleuta�o.P.q. sto Sq ma 1.2, to sfair�dio 1 eis lje prin apì to 2, to opo�o eis lje prinapì to 3. Kat� thn exagwg  tou
 ìmw
 apì to swlhn�rio, to 3 exèrqetai pr�napì to 2, en¸ to 2 exèrqetai prin apì to 1. H sto�ba epib�llei dhlad  m�a di�taxhexagwg 
 pou e�nai ant�strofh apì thn di�taxh eisagwg 
. Lème ìti h sto�ba epi-b�llei thn di�taxh {teleuta�o
 mèsa, pr¸to
 èxw} pou sthn diejn  bibliograf�ae�nai gnwst  w
 di�taxh LIFO (Last In First Out).
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Εισαγωγή/΄Ενθεση κόμβων Εξαγωγή/Απαλοιφή κόμβων

Sq ma 1.2: Sto�baSe analog�a me th sto�ba, h our� ja mporoÔse na g�nei antilhpt  w
 èna swlhn�rioanoiktì kai sta dÔo tou �kra (Sq ma 1.3). To èna anoiktì stìmio qrhsimopoie�taigia thn eisagwg  sfairid�wn, en¸ to �llo gia thn exagwg  tou
. To stìmioeisagwg 
 antistoiqe� ston pujmèna tou swlhnar�ou, en¸ to stìmio exagwg 
 sthnkefal . To sfair�dio pou pr¸to eis qjh sto swlhn�rio e�nai autì pou ex�getaipr¸to. P.q. sto Sq ma 1.3 to sfair�dio 1 eis lje prin apì to 2, to opo�o eis ljeprin apì to 3. Kat� thn exagwg  tou
, to sfair�dio 1 exèrqetai prin apì to 2, toopo�o exèrqetai prin apì to 3. H our� diathre� dhlad  thn di�taxh eisagwg 
 w
di�taxh exagwg 
. Lème ìti h our� epib�llei thn di�taxh {pr¸to
 mèsa, pr¸to
èxw} pou sthn diejn  bibliograf�a e�nai gnwst  w
 di�taxh FIFO (First In First
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Sq ma 1.3: Our�
Out). H di�taxh aut  emfan�zetai sthn kajhmerinìthta p.q. kat� thn anamon  ma
gia exuphrèthsh se taqudrome�o   sthn tr�peza.Up�rqoun dÔo akìmh e�dh our¸n. H dipl  our� (double-ended queue, deque)e�nai m�a grammik  l�sta gia thn opo�a or�zontai kai oi ept� stoiqei¸dei
 telestè
twn katalìgwn: plhjÔ
, prìsbash sthn kefal , prìsbash ston pujmèna, ènjeshsthn kefal , apaloif  kefal 
, ènjesh ston pujmèna, apaloif  peijmèna. Mpore�sunep¸
 na prosomoiwje� apì swlhn�rio me dÔo anoikt� �kra ìpou h eisagwg kai exagwg  sfairid�wn g�netai kai apì ta dÔo �kra. H dipl  our� mpore� naleitourg sei tìso w
 sto�ba ìso kai w
 apl  our�. Up�rqei ep�sh
 h per�ptwshn> apagoreuje� h exagwg    h eisagwg  s> èna apì ta dÔo �kra tou swlhnar�ou,opìte èqoume dipl  our� me periorismènh apaloif    ènjesh.H our� proteraiìthta
 e�nai m�a tele�w
 diaforetik  ontìthta. Sthn kajh-merinìtht� ma
 thn apantoÔme p.q. sti
 iatrikè
 episkèyei
, ìpou anax�rthta apìto qrìno prosèleush
 twn asjen¸n, h seir� me thn opo�a exet�zontai kajor�zetaiapì thn prokajorismènh ¸ra ranteuoÔ tou
. 'Etsi o asjen 
 A me ranteboÔ sti

10 mpore� na pros lje qronik� prin apì ton asjen  B me ranteboÔ sti
 9 all�se ant�jesh me thn apl  our�, o asjen 
 B èqei proteraiìthta kai exet�zetai prinapì ton A. MporoÔme na prosomoi¸soume m�a our� proteraiìthta
 me our� e�npros�youme sthn teleuta�a kai telest  anaz thsh
 tim 
  /kai monìtonh
 di�-taxh
 tim¸n: Ja upojèsoume ìti se k�je x, h sun�rthsh p(·) antistoiq�zei m�aakèraia tim  p(x) pou kajor�zei thn proteraiìthta tou x kai ìti ta stoiqe�a th
our�
 Q = [x1, x2, . . . , xn] me kefal  to x1 kai pujmèna to xn e�nai se fj�nousadi�taxh proteraiìthta
, dhlad  p(x1) ≥ p(x2) ≥ · · · ≥ p(xn). Kat� thn ènjeshtou x sto Q, h ènjesh g�netai men ston pujmèna, ìmw
 h tim  p(x) se sqèsh meti
 ant�stoiqe
 timè
 p(xk) twn stoiqe�wn xk th
 our�
 Q e�nai aut  pou kajor�-zei thn telik  jèsh tou x sto Q. 'Etsi, e�n p(xi) > p(x) > p(xi+1), tìte to xkatalamb�nei thn jèsh i + 1 sto Q, en¸ to xi+1 metatop�zetai pro
 ta dexi� maz�m> ìla ta stoiqe�a pou èpontai kai h plhjÔ
 tou Q aux�nei kat� m�a mon�da. E�n
p(xn) > p(x), to x kaj�statai to nèo stoiqe�o tou pujmèna, en¸ e�n p(x) > p(x1),tìte to x kaj�statai h nèa kefal  tou Q. Profan¸
 h our� proteraiìthta
 denantapokr�netai sthn ènnoia th
 grammik 
 l�sta
. O swrì
 (heap) e�nai m�a �llhafhrhmènh dom  dedomènwn pou antapokr�netai kalÔtera sthn ènnoia th
 our�
proteraiìthta
. Exet�zoume ton swrì qwrist�.



6 KEF�ALAIO 1. DOM�ES DEDOM�ENWN1.2 Ulopo�hsh Stoiqeiwd¸n Dom¸n1.2.1 Ulopo�hsh DiakritoÔ Sunìlou1.2.1.1 Ulopo�hsh me apl  par�taxhE�n to sÔnolo S e�nai uposÔnolo tou kajolikoÔ sunìlou U = {1, 2, . . . , n}, tìtemporoÔme na qrhsimopoi soume èna n−di�nusma S me ped�o tim¸n {true, false}ngia thn anapar�stash tou sunìlou mèsw th
 qarakthristik 
 tou sun�rthsh
.H qarakthristik  sun�rthsh mèsw mia
 tètoia
 ulopo�hsh
 epitrèpei na elegqje�e�n s ∈ S   e�n s 6∈ S se qrìno O(1) kai mpore� ep�sh
 na enhmerwje� se qrìno
O(1) kat� thn apaloif    prosj kh stoiqe�ou. H plhjÔ
 tou sunìlou e�nai èna
akèraio
 o opo�o
 enhmer¸netai kat� thn prosj kh   apaloif  stoiqe�ou se qrìno
O(1) kai h tim  tou elègqetai ep�sh
 se qrìno O(1).Arqik� to sÔnolo e�nai kenì kai h plhjÔ
 tou mhdenik .
logical :: S(1 : n) = false

integer :: cardinality = 0H prosj kh enì
 stoiqe�ou x ∈ U sto S antistoiqe� sti
 anajèsei

S(x) = true; cardinality = cardinality + 1kai e�nai epomènw
 poluplokìthta
 O(1).H apaloif  enì
 stoiqe�ou x apì to S antistoiqe� sti
 anajèsei

S(x) = false; cardinality = cardinality − 1kai �ra e�nai poluplokìthta
 O(1).O èlegqo
 gia to e�n èna stoiqe�o x ∈ U e�nai   ìqi mèlo
 tou S antistoiqe� sthnan�jesh

is member = S(x)me apa�thsh qrìnou O(1).H prohgoÔmenh ulopo�hsh mpore� beba�w
 na metaferje� se di�nusma n duf�wn(bits), ìpou n h plhjÔ
 tou kajolikoÔ sunìlou U . Pr�xei
 ep� twn sunìlwn,ìpw
 h ènwsh   h tom  dÔo sunìlwn dÔnantai na epiteuqjoÔn me tou
 telestè
{logikoÔ kai} kai {logikoÔ e�te}. Mia tètoia ulopo�hsh e�nai idia�tera apodotik e�n to n e�nai mikrì kaj¸
 k�je pr�xh antistoiqe� tìte se m�a entol  mhqan 
.E�n ìmw
 to n e�nai meg�lo, p.q. megalÔtero apì to pl jo
 duf�wn se m�a lèxh(word), en¸ h plhjÔ
 tou k�je sunìlou mikr  se sÔgkrish me to n, tìte h ulopo�-hsh den e�nai apodotik  diìti oi pr�xei
 th
 ènwsh
 kai th
 tom 
 apaitoÔn qrìnoan�logo tou n kai ìqi an�logo th
 plhjÔo
 twn epimèrou
 sunìlwn. Oi pr�xei
pou mporoÔn ta telestoÔn sta duf�a d�dontai ston P�naka 1.1 en¸ oi leptomer 
ulopo�hsh epaf�etai ston anagn¸sth. Sthn § 1.3.1 ja exet�soume me leptomèreiam�a diaforetik  ulopo�hsh twn diakrit¸n sunìlwn.



1.2. ULOPO�IHSH STOIQEIWD�WN DOM�WN 7P�naka
 1.1: Telestè
 Duf�wn
Fortran C++ Epex ghsh
iand & {Logikì kai} an� duf�o
ieor ˆ {Logikì apokleistikì e�te} an� duf�o
ior | {Logikì sumperilhptikì e�te} an� duf�o
not ∼ Logikì sumpl rwma
ibclr Ekkaj�rish difÔou
ibits Apìspash difÔou
btest Dokim  tim 
 duf�ou
ibset An�jesh tim 
 se duf�o
ishft << Ol�sjhsh pro
 t> arister�
ishft >> Ol�sjhsh pro
 ta dexi�
ishftc Kuklik  ol�sjhsh difÔwn
bit size sizeof Pl jo
 duf�wn enì
 akera�ou
mvbits Sunduasmì
 difÔwn kai an�jesh se akèraio
transfer Metafor� difÔwn se akèraio1.2.2 Ulopo�hsh Apeikìnish
1.2.2.1 Ulopo�hsh me apl  par�taxhE�n to ped�o orismoÔ D(F) th
 apeikìnish
 F e�nai èna akèraio eÔro
, p.q. [1..n],tìte h apeikìnish dÔnatai na parastaje� w
 èna n−di�nusma f me tÔpo dedomènwnautìn tou ped�ou tim¸n R(F) th
 F . P.q. e�n to ped�o tim¸n e�nai oi pragmatiko�arijmo�, tìte h apeikìnish mpore� na dhlwje� w


real :: f(1 : n) = nullìpou w
 null èqei orisje� k�poia stajer� tou �diou tÔpou dedomènwn me to pe-d�o tim¸n th
 F all� èxw ap> autì to ped�o. Sthn per�ptwsh twn pragmatik¸narijm¸n pou exet�zoume ja mporoÔsame na èqoume or�sei thn tim  tou null w
ton mègisto pragmatikì arijmì th
 upologistik 
 platfìrma
. Sthn Fortran p.q.,autì epitugq�netai w
 ex 
:
real, parameter :: null = huge( 0.0 )'Ola ta n stoiqe�a tou dianÔsmato
 f lamb�noun thn tim  3.4028235E + 38 poue�nai o megalÔtero
 arijmì
 tÔpou real sto sÔsthm� mou (s> �lla sust mata en-dèqetai na e�nai diaforetikì
). Opoiad pote tim  megalÔterh ap> aut n isoduname�se uperekqe�lish.Epiprìsjeta, èna
 akèraio
, cardinality, qrhsimopoie�tai gia thn katagraf  th
plhjÔo
 th
 apeikìnish
. O akèraio
 èqei arqik  tim  0.

integer :: cardinality = 0H kataq¸rhsh enì
 nèou zeÔgou
 [x, y] sthn apeikìnish F antistoiqe� sti
 anajè-sei
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f(x) = y; cardinality = cardinality + 1kai e�nai epomènw
 poluplokìthta
 O(1).H diagraf  enì
 zeÔgou
 [x, y] apì thn apeikìnish F antistoiqe� sti
 anajèsei


f(x) = null; cardinality = cardinality − 1pou ekteloÔntai se qrìno O(1).O èlegqo
 e�n h apeikìnish F e�nai orismènh   ìqi gia k�poio x g�netai mèsw th
an�jesh

is defined = ( f(x) / = null )kai �ra e�nai poluplokìthta
 O(1).1.2.3 Ulopo�hsh Sto�ba
1.2.3.1 Ulopo�hsh me apl  par�taxhA
 upojèsoume ìti h ènjesh kai h apaloif  stoiqe�wn sthn sto�ba afor� sestoiqe�a akera�ou tÔpou. Tètoia stoiqe�a mpore� endeqomènw
 na e�nai yeudode�kte
(pseudopointers)   anadrome�
 (cursors) pou katadeiknÔoun jèsei
 gia k�poia �llaantike�mena pou den epijumoÔme na metakinoÔme p.q. lìgw tou ìgkou twn dedomènwntou
. Ja upojèsoume akìmh ìti prin apì thn qr sh th
 sto�ba
 e�nai dunatìn nakajorisje� to mègisto pl jo
 stoiqe�wn, n, pou ja klhje� na qeirisje�. MporoÔmetìte na parast�soume thn sto�ba m> èna akèraio di�nusma:
integer, allocatable :: stack( : )'Otan sthn di�rkeia twn upologism¸n kataste� gnwstì to mègisto apaitoÔmenomègejo
 n th
 sto�ba
, exasfale�zoume ton apaitoÔmeno q¸ro sthn mn mh me thnentol 

allocate( stack(n) )Gia gl¸sse
 programmatismoÔ pou parèqoun mìnon statikè
 parat�xei
, to di�nu-sma kataqwre�tai ex arq 
 gia k�poio stajerì n, p.q.
integer :: stack(100)Ektì
 apì to di�nusma j> apaithje� kai m�a akèraia metablht , last, h opo�a èqeidiplì rìlo: Apì thn m�a e�nai èna
 yeudode�kth
 pou katadeiknÔei thn kefal   koruf  th
 sto�ba
, thn jèsh dhlad  tou teleuta�ou stoiqe�ou pou enetèjei sthnsto�ba, kai apì thn �llh katametr� to pl jo
 twn stoiqe�wn sthn sto�ba. Arqik�h sto�ba e�nai ken  kai �ra h metablht  aut  èqei mhdenik  tim .
integer :: last = 0H ènjesh enì
 nèou stoiqe�ou, node, sthn sto�ba g�netai p�ntote sthn kefal  kaimpore� n> apodoje� apì ti
 anajèsei


last = last + 1; stack(last) = nodepou e�nai poluplokìthta
 O(1).
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 kefal 
 antistoiqe� sthn an�jesh
node = stack(last)ep�sh
 poluplokìthta
 O(1)Tèlo
 h apaloif  tou stoiqe�ou th
 koruf 
 antistoiqe� sthn an�jesh
last = last − 1me poluplokìthta O(1).Gia thn plhjÔ th
 sto�ba
 èqome p�ntote

cardinality = lastEpeid  gia statik� dianÔsmata up�rqei to endeqìmeno upèrbash
 tou mègistou me-gèjou
 th
 sto�ba
 kai epeid  e�nai epijumhtì n> apofeuqje� h mh orj  prosp�jeiaprìsbash
 se stoiqe�o koruf 
 ìtan h sto�ba e�nai ken , prost�jentai sun jw
dÔo akìmh stoiqei¸dei
 telestè
 gia thn ep�teuxh aut¸n twn elègqwn:
is empty = ( last == 0 ); is full = ( last == size( stack ) )Kai oi trei
 prohgoÔmenoi telestè
 e�nai poluplokìthta
 O(1).1.2.4 Ulopo�hsh Our�
1.2.4.1 Ulopo�hsh me apl  par�taxhJa exet�soume thn ulopo�hsh th
 our�
 upì parìmoie
 sunj ke
 m> autè
 ti
sto�ba
. 'Etsi ja upojèsoume ìti ta stoiqe�a e�nai akèraia. Epomènw
 ja para-st soume thn our� m> èna akèraio dunamikì di�nusma

integer, allocatable :: queue( : )gia to opo�o k�poia stigm  upolog�zoume to mègisto apaitoÔmeno mègejo
 kai toukatanèmoume mn mh
allocate( queue(n) ) , elle�yei dunamik¸n parat�xewn, kataqwroÔme mn mh ex arq 
, p.q.
integer :: queue(100)Ja qrhsimopoihjoÔn kai dÔo akèraie
 metablhtè
, first kai last, oi opo�e
 apo-teloÔn yeudode�kte
 pou katadeiknÔou ti
 jèsei
 twn stoiqe�wn th
 kefal 
 kaitou pujmèna th
 our�
 sto di�nusma queue. Arqik� h our� e�nai ken  kai �ra oimetablhtè
 autè
 èqoun mhdenikè
 timè
.

integer :: first = 0, last = 0H ènjesh enì
 nèou stoiqe�ou, node, sthn our� g�netai p�ntote ston pujmèna kaimpore� n> apodoje� apì ti
 anajèsei

last = last + 1; queue(last) = nodeH prìsbash sto stoiqe�o th
 kefal 
 antistoiqe� sthn an�jesh

node = queue(first + 1)
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 first katadeiknÔei p�ntote m�a jèsh prin apì to arqaiìte-ro stoiqe�o th
 our�
, p.q. met� thn ènjesh tou pr¸tou stoiqe�ou sthn our�,èqome first = 0 kai last = 1. H apaloif  epomènw
 tou stoiqe�ou th
 koruf 
antistoiqe� sthn an�jesh
first = first + 1O èlegqo
 gia to e�n h our� e�nai ken    den èqei uperbe� to mègisto mègejo
 toudianÔsmato
 queue g�netai me tou
 akìloujou
 dÔo telestè


is empty = ( first == last ); is full = ( last == size( queue ) )To pl jo
 stoiqe�wn sthn our� d�detai apì thn diafor� twn dÔo deikt¸n, ètsièqome
cardinality = last − firstParathroÔme ìti tìso h ènjesh nèwn stoiqe�wn ìso kai h ex�leiy  tou
 apì thnour� odhgoÔn se aÔxhsh twn tim¸n twn yeudodeikt¸n. Up�rqei epomènw
 to en-deqìmeno met� apì k�poie
 prosjafairèsei
 stoiqe�wn na èqoun metakinhje� oiyeudode�kte
 tìso polÔ sta dexi� ¸ste na e�nai adÔnath h ènjesh nèwn stoiqe�wnakìmh kai ìtan ìle
 oi jèsei
 tou dianÔsmato
 st> arister� tou de�kth first e�naieleÔjere
 gia qr sh. Gia na epiteuqje� h qr sh autoÔ tou eleÔjerou q¸rou japrèpei na epitrèyoume tou
 de�kte
 na kinhjoÔn kuklik� apì to tèlo
 tou dianÔ-smato
 sthn arq  tou. H ulopo�hsh th
 our�
 m> autìn ton trìpo e�nai gnwst w
 kuklik  our� (circular queue).Up�rqoun ousiastik� dÔo isodÔnamoi trìpoi ulopo�hsh
 th
 kuklik 
 our�
. Opr¸to
 apaite� suneq  èlegqo gia upèrbash tou mègistou megèjou
 th
 our�
.'Etsi h mèqri t¸ra apl  aÔxhsh th
 metablht 
 last antikaj�statai apì aÔxhshupì sunj kh

if ( last == size(queue) ) then

last = 1 ! kuklik  epanènarxh
else

last = last + 1 ! apl  aÔxhsh
endifkai h mèqri t¸ra apl  aÔxhsh th
 metablht 
 first antikaj�statai apì aÔxhshupì sunj kh
if ( first == size(queue) ) then

first = 0 ! kuklik  epanènarxh
else

first = first + 1 ! apl  aÔxhsh
endifTo pl jo
 stoiqe�wn sthn our� upolog�zontai t¸ra e�te, w
 sunèqeia th
 arqik 
prìtash
, me prosj kh gia thn kuklik  epanènarxh
cardinality = last − first ! ìpw
 prohgoumènw

if ( cardinality < 0 ) cardinality = size(queue) + cardinality ! kÔklo
e�te mhden�zonta
 arqik� thn metablht  cardinality kai sthn sunèqeia prosaux�-
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 thn gia k�je ènjesh kai mei¸nont�
 thn gia k�je apaloif  stoiqe�ou.H our� elègqetai e�n e�nai ken , ìpw
 kai prohgoumènw
, dhlad 
is empty = ( first == last )Enallaktik�, mpore� beba�w
 na elegqje� exet�zonta
 e�n h metablht  cardinalityèqei mhdenik  tim .O èlegqo
 gia to e�n h our� èqei fj�sei to mègisto epitreptì mègejo
 kai hperaitèrw prosj ke
 stoiqe�wn e�nai adÔnath g�netai w
 ex 


is full = ( first == last + 1 )afoÔ lìgw twn kuklik¸n kin sewn den arke� na exet�soume apl¸
 e�n last ==
size(queue). Enallaktik� beba�w
 o èlegqo
 autì
 mpore� na epiteuqje� sugkr�-nonta
 thn tim  th
 metablht 
 cardinality me thn tim  size(queue). Prosoq ìmw
, met� thn ènarxh tou pr¸tou kÔklou, h our� mpore� na diathre� to polÔ
size(queue) − 1 stoiqe�a (Giat�?).'Ena
 deÔtero
 isodÔnamo
 trìpo
 ulopo�hsh
 th
 kuklik 
 our�
, pio komyì
 al-l� ligìtero profan 
, e�nai na upolog�zontai oi timè
 twn yeudodeikt¸n first kai
last me b�sh to upìloipo th
 akèraia
 dia�resh
 th
 tim 
 tou
 me to size(queue).ApofeÔgontai ètsi ta dÔo prohgoÔmena if then else endif twn ant�stoiqwn pro-saux sewn pou apod�dontai pia komy� w


first = 1 + mod( first, size(queue) )kai
last = 1 + mod( last, size(queue) )ìpou h sun�rthsh mod(k, n) epistrèfei to akèraio upìloipo th
 akèraia
 dia�re-sh
 k/n, to opo�o e�nai k efìson k < n, 0 efìson k = n   k = 0 kai 1 efìson

k = n + 1.1.3 Domè
 Dèndrwn1.3.1 Diazeuktik� Diakrit� SÔnolaA
 e�nai to U e�nai kajolikì sÔnolo me plhjÔ |U| = n apì to opo�o kataskeu�-zontai diakrit� sÔnola Sk ⊂ U , k = 1, . . . , K pou e�nai diazeuktik� ( xèna metaxÔtou
), dhlad  Sℓ ∩ Sm = ∅ gia ìla ta ℓ 6= m. Ja upojèsoume ìti ta stoiqe�-a tou kajolikoÔ sunìlou U e�nai oi akèraioi arijmo� {1, 2, . . . , n}. H upìjeshden e�nai perioristik  afoÔ endèqetai oi arijmo� auto� n> apoteloÔn yeudode�kte
pou katadeiknÔoun ti
 jèsei
 �llwn pio polÔplokwn antikeimènwn me meg�lo ìgkodedomènwn.Ja qrhsimopoi soume èna rizwmèno dèndro gia thn par�stash k�je sunìlou Sk ⊂
U , k = 1, . . . , K kai sunep¸
 èna d�so
 gia thn par�stash ìlwn twn K sunìlwn.Oi kìmboi twn dèndrwn antistoiqoÔn sta stoiqe�a twn sunìlwn. Ta sÔnola tau-topoioÔntai apì ti
 r�ze
 twn antisto�qwn dèndrwn. Ja or�soume trei
 telestè
:



12 KEF�ALAIO 1. DOM�ES DEDOM�ENWNdhmiourg�a monostoiqeiakoÔ sunìlou: Dedomènou enì
 stoiqe�ou x ∈ Udhmiourge�tai èna sÔnolo Sx = {x}.tautopo�hsh sunìlou: Dedomènou enì
 stoiqe�ou x ∈ U tautopoie�tai to sÔ-nolo Sk pou perièqei to x.ènwsh sunìlwn: Dedomènwn dÔo sunìlwn Sℓ kai Sm dhmiourge�tai to sÔnolo
Sℓ ∪ Sm.Ja jewr soume ìti ta dèndra e�nai prosanatolismèna pro
 thn r�za. K�je kìmbo
 xenì
 dèndrou e�nai efodiasmèno
 sunep¸
 m> ènan de�kth parent(x) pou sto dèndroantistoiqe� se prosanatolismèno tìxo apì to x pro
 ton patèra tou. H r�zatou dèndrou xeqwr�zei apì tou
 �llou
 kìmbou
 diìti e�nai patèra
 tou eautoÔth
. E�n dhlad  r e�nai h r�za enì
 dèndrou, tìte o de�kth
 parent(r) = r. Sthnanapar�stash tou dèndrou to gegonì
 autì apotup¸netai m> ènan brìqo sthn r�za.Par�deigma 1.1 'Estw to kajolikì sÔnolo U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}kai ta uposÔnol� tou S1 = {5}, S2 = {1, 3, 6} kai S3 = {2, 4, 8, 11, 12}. Endeqìmene
parast�sei
 aut¸n twn sunìlwn w
 dèndra d�dontai sto Sq ma 1.4(a). To sÔnolo S1e�nai neìdmhto monostoiqeiakì sÔnolo. Ta upìloipa sÔnola èqoun sunteje� apì ti
en¸sei
 tètoiwn monostoiqeiak¸n sunìlwn. H diadikas�a th
 ènwsh
 apeikon�zetai apìta uposq mata (b) kai (g) sto Sq ma 1.4. Gia thn ep�teuxh th
 pr�xh
 S1 ∪ S2, polÔapl�, h r�za tou S1, sthn sugkekrimènh per�ptwsh o kìmbo
 5, g�netai tèkno th
 r�za
tou S2. Gia na epiteuqje� autì, o de�kth
 parent(5) metab�llei thn tim  tou apì 5 se

1 kai ètsi paÔei n> apotele� r�za sunìlou. Me parìmoia apl  diadikas�a to sÔnolo S2aporrof�tai apì to sÔnolo S3 sto uposq ma (g).K�je sÔnolo tautopoie�tai apì thn r�za tou. 'Etsi to sÔnolo S1 èqei r�za to 5, to
S2 èqei r�za to 1 kai to S3 èqei r�za to 2. E�n prèpei na gnwr�zoume se poiì sÔnoloan kei èna stoiqe�o x, arke� n> diatrèxoume thn diadrom  apì to x sthn r�za tou dèndrou.P.q. sto upogr�fhma (a), ekkin¸nta
 apì to 12 kai akolouj¸nta
 thn for� twn tìxwn,diatrèqoume tou
 kìmbou
 11, 4 kai 2, ìpou anagnwr�zoume ìti to 2 e�nai r�za dèndroulìgw tou brìqou. Sumpera�noume ètsi ìti to stoiqe�o 12 an kei sto sÔnolo me r�za to 2kai �ra sto sÔnolo S3. �5 6 118 1243 1 2S1 S2 S3

a) 5 6 118 1243 1 2S3

b)
S2 = S1 ∪ S2

g) 5 6 118 1243 1 2S3 = S2 ∪ S3

Sq ma 1.4: Diakrit� sÔnola w
 dèndraH dhmiourg�a monostoiqeiakoÔ sunìlou gia dedomèno stoiqe�o x mpore� na epiteu-qje� me thn an�jesh
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parent(x) = xpou e�nai O(1) pr�xh.H ènwsh dÔo xènwn sunìlwn me r�ze
 x kai r (x 6= r) epitugq�netai ep�sh
 me apl an�jesh. H entol 
parent(x) = rkajist� to pr¸to apì ta dèndra, autì me r�za x, upodèndro tou deÔterou, autoÔme r�za r. Kai p�li h poluplokìthta e�nai O(1).H tautopo�hsh tou sunìlou sto opo�o an kei èna stoiqe�o x mpore� na epiteuqje�me thn tautopo�hsh th
 r�za
 tou antisto�qou dèndrou. H tautopo�hsh th
 r�za
g�netai e�te epanalhptik�

function find set(x)
set root = x
do while( parent(set root) / = set root ) ! efìson den e�nai r�za

set root = parent(set root) ! met�bash ston patèra
enddo

return( set root )
end functione�te, pio ekleptunsmèna, me anadromik  sun�rthsh
recursive function find set(x) result(set root)

set root = x
if ( set root / = parent(set root) ) then ! den e�nai r�za

set root = find set( parent(set root) ) ! anarr�qhsh pro
 thn r�za
else ! e�nai r�za

return( set root )
endif

end functionPoi� e�nai h poluplokìthta autoÔ tou telest ? Profan¸
 exart�tai apì to m -ko
 th
 diadrom 
 pou prèpei na diatrèxei apì ton kìmbo x èw
 kai thn r�za toudèndrou. Sthn qeirìterh twn peript¸sewn h diadrom  antistoiqe� sto Ôyo
 toudèndrou kai e�nai sunep¸
 h mègisth dunat . To x mpore� n> an kei s> opoid poteapì ta dèndra tou d�sou
. A
 e�nai h to mègisto apì ta Ôyh tou d�sou
. Sthn qe�-risth twn peript¸sewn h poluplokìthta tou telest  e�nai epomènw
 O(h). Sthnqe�risth twn peript¸sewn to d�so
 apotele�tai ap> èna monadikì dèndro me n kìm-bou
 sundedemènou
 se m�a monadik  diadrom  Hamilton me termatikì kìmbo thnr�za. All� tìte h = n − 1 kai �ra h poluplokìthta qe�risth
 per�ptwsh
 toutelest  tautopo�hsh
 tou sunìlou e�nai O(n).Gia ti
 epipt¸sei
 aut 
 th
 grammik 
 poluplokìthta
 a
 exet�soume thn pe-r�ptwsh ìpou arqik� up�rqei èna d�so
 apì n monostoiqeiak� sÔnola Sk, k =
1, 2, . . . , n, apì to kajolikì sÔnolo U , kai sthn sunèqeia efarmìzetai h diado-q  pr�xewn S1 ∪ S2, find set(1),S2 ∪ S3, find set(1), . . . ,Sn−2 ∪ Sn−1, find set(1),
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Sn−1 ∪ Sn. Epeid  to S1 g�netai upodèndro tou S2 pou me thn seir� tou g�netai u-podèndro tou S3 k.o.k, to telikì dèndro pou ètsi diamorf¸netai apotele� pr�gmatim�a diadrom  Hamilton me arqikì kìmbo to 1 kai termatikì thn r�za n. Oi n − 1en¸sei
 gia thn dhmiourg�a tou dèndrou apa�thsan qrìno O(n). Endi�mesa ìmw
ektelèsjhkan kai n − 2 pr�xei
 tautopo�hsh
, find set(1). O sunolikì
 qrìno
ektèlesh
 aut¸n twn tautopoi sewn e�nai 1+2+ · · ·+k+ · · ·+n−2 = O(n2) afoÔh pr�xh find set(1) gia dèndro me k kìmbou
 se sqhmatismì diadrom 
 Hamiltonapaite� qrìno O(k). Gia ton qeirismì n stoiqe�wn ap> èna koinì sÔnolo plhjÔo
 napait jhke dhlad  sunolik� qrìno
 O(n2). To �dio apotèlesma ja e�qe prokÔyeie�n h akolouj�a twn pr�xewn apotele�to apì ti
 n − 1 diadoqikè
 efarmogè
 th
ènwsh
, S1∪S2, · · · ,Sn−1∪Sn, na prohgoÔntai kai ti
 n efarmogè
 tautopo�hsh
,
find set(1), find set(2), find set(n), na èpontai. Genikìtera gia k�je logik  ako-louj�a m tètoiwn pr�xewn apaite�tai qrìno
 O(mn) sthn qe�risth per�ptwsh. Toapotèlesma autì den e�nai ikanopoihtikì.H qe�risth poluplokìthta tou telest  tautopo�hsh
 sunìlou mpore� na beltiw-je� dramatik� e�n oi pr�xei
 ep� twn sunìlwn g�noun me megalÔterh prosoq  ètsi¸ste n> apotrape� h paragwg  dèndrwn me meg�lo Ôyo
. Ja exet�soume beltiw-mène
 enallaktikè
 tìso sthn apl  ènwsh ìso kai sthn apl  tautopo�hsh. Oienallaktikè
 lÔsei
 bas�zontai se dÔo teqnikè
 belt�wsh
.H pr¸th teqnik  onom�zetai stajmismènh ènwsh (weighted union). Up�rqoundi�fore
 ekdoqè
 th
. Ja exet�soume pr¸ta thn ènwsh kat� mègejo
 (union
by size). Sthn per�ptwsh aut  diathre�tai gia k�je dèndro to mègejì
 tou, topl jo
 dhlad  twn kìmbwn tou. Kat� thn ènwsh dÔo sunìlwn, g�netai sÔgkrishtwn megej¸n kai to dèndro me to mikrìtero pl jo
 kìmbwn g�netai upodèndro tou�llou. Sto Sq ma 1.4 akolouje�tai auth akrib¸
 h diadikas�a kat� thn ènwshtwn sunìlwn.Den apaite�tai prìsjeth mn mh gia thn apoj keush twn megej¸n all� m�a apl tropopo�hsh sthn anagn¸rish th
 r�za
 tou dèndrou: O de�kth
 parent(r) ant�na katadeiknÔei thn r�za r me thn morf  brìqou katadeiknÔei to pl jo
 twn kìm-bwn pou an koun sto dèndro me r�za r. Gia n> apofeuqje� sÔgqish, to pl jo
diathre�tai w
 arnhtikì
 arijmì
.H dhmiourg�a monostoiqeiakoÔ sunìlou gia dedomèno stoiqe�o x antistoiqe� t¸rasthn an�jesh

parent(x) = −1 ! dèndro enì
 kìmbouH poluplokìthta th
 dhmiourg�a
 paramènei O(1).Gia thn ènwsh dÔo sunìlwn twn opo�wn t> ant�stoiqa dèndra èqoun r�ze
 root1 kai
root2 (root1 6= root2), sÔmfwna me ìsa elèqjhsan pio p�nw, akolouje�tai t¸ra hex 
 diadikas�a
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total nodes = parent(root1) + parent(root2) ! Nèo pl jo
 kìmbwn
if ( parent(root1) <= parent(root2) ) then

parent(root1) = root2 ! H r�za root2 an kei sto megalÔtero sÔnolo
parent(root2) = total nodes ! kai e�nai h nèa olik  r�za

else

parent(root2) = root1 ! H r�za root1 an kei sto megalÔtero sÔnolo
parent(root1) = total nodes ! kai e�nai h nèa olik  r�za

endifTo pl jo
 pr�xewn èqei auxhje� per�pou sto dipl�sio, h qe�risth poluplokìthtatou nèou telest  ènwsh
 paramènei ìmw
 O(1).H diadikas�a tautopo�hsh
 tou sunìlou sto opo�o an kei èna stoiqe�o x para-mènei h �dia, apl¸
 h sÔgkrish anagn¸rish
 th
 r�za
 metab�lletai t¸ra apì
parent(x) == x se parent(x) < 0.To akìloujo je¸rhma apodeiknÔei ìti h teqnik  th
 ènwsh
 kat� mègejo
 e�naiapodotik .Je¸rhma 1.1 A
 e�nai U = {1, 2, . . . , n} èna kajolikì sÔnolo apì to opo�o dh-miourgoÔntai monostoiqeiak� sÔnola kai F = {S1,S2, . . . ,Sn} to arqikì d�so
 apì
n monostoiqeiak� dèndra. Sto dèndro T me n kìmbou
 pou e�nai to apotèlesma mia
diadoqik 
 efarmog 
 tou telest  ènwsh
 kat� mègejo
 den uf�statai kìmbo
 meb�jo
 megalÔtero tou log2(n). ◭'Oti pr�gmati e�nai ètsi e�nai eÔkolo na diapistwje�: K�je kìmbo
 monostoiqeia-koÔ dèndrou èqei b�jo
 0. 'Otan to b�jo
 tou aux�nei w
 sunèpeia th
 ènwsh
kat� mègejo
, o kìmbo
 topojete�tai s> èna dèndro tou opo�ou to mègejo
 e�naitoul�qiston dÔo forè
 megalÔtero ap> ì,ti prohgoumènw
. Epomènw
 to b�jo
tou kìmbou mpore� n> auxhje� to polÔ log2(n) forè
. M�a pio austhr  apìdeixhmpore� na doje� m> epagwg  sto n.Epakìloujo tou jewr mato
 e�nai ìti h poluplokìthta qe�risth
 per�ptwsh
 toutelest  tautopo�hsh
 e�nai O(log2(n)) gia dèndra me n kìmbou
. 'Ena
 sunduasmì
efarmog 
 n−1 en¸sewn kai n−2 tautopoi sewn apaite� t¸ra qrìno O(n log2(n))ant� th
 prohgoÔmenh
 apa�thsh
 O(n2). Genikìtera, m�a akolouj�a m diadoqik¸npr�xewn apaite� to polÔ O(m log2(n)) qrìno.Parìmoio apotèlesma isqÔei kai gia mia deÔterh ekdoq  th
 stajmismènh
 ènwsh
.Sthn per�ptwsh aut , h opo�a e�nai gnwst  w
 ènwsh kaj> Ôyo
 (union by
height), qrhsimopoie�tai to Ôyo
, h(S), ant� tou pl jou
 twn kìmbwn tou dèndrou
S. Bèbaia epeid  to Ôyo
 enì
 monostoiqeiakoÔ dèndrou e�nai 0, autì apotup¸netaisun jw
 me ton arnhtikì arijmì −1 = −(h(S) + 1) = −(0 + 1), gia na diathrhje�ètsi o trìpo
 anagn¸rish th
 r�za pou eis qjh prohgoumènw
. O arijmì
 h(S)+1antistoiqe� sto pl jo
 kìmbwn sthn meg�stou m kou
 diadrom  me termatikì kìmbothn r�za tou dèndrou.Kat� thn ènwsh dÔo dèndrwn, to qamhlìtero dèndro g�netai upodèndro tou uyh-lìterou. To Ôyo
 tou uyhlìterou dèndrou den metab�lletai. Mìnon h ènwsh dÔo
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 sunep�getai metabol  tou Ôyou me m�a mon�da. Profan¸
oÔte o telest 
 dhmiourg�a
 monostoiqeiakoÔ dèndrou oÔte h diadikas�a tautopo�-hsh
 metab�llontai kai mìnon h diadikas�a th
 ènwsh
 all�zei el�qista se sqèshme thn pr¸th ekdoq  th
 stajmismènh
 ènwsh
 kai diatup¸netai w
 ex 
:
if ( parent(root1) < parent(root2) ) then

parent(root1) = root2 ! H r�za root2 an kei sto uyhlìtero dèndro
else

parent(root2) = root1 ! H r�za root1 an kei sto uyhlìtero dèndro!   ta dèndra tou autoÔ Ôyou
 kai �ra aÔxhsh Ôyou
 sto nèo dèndro
if ( parent(root1) == parent(root2) ) parent(root1) = parent(root1) + 1

endifO qrìno
 ektèlesh
 mia
 meikt 
 akolouj�a
 pr�xewn mpore� na meiwje� akìmhperissìtero me thn eisagwg  mia
 prìsjeth
 teqnik 
 belt�wsh
 pou metab�lleito m kh twn diadrom¸n apì sugkekrimènou
 kìmbou
 pro
 thn r�za. Kai p�li u-p�rqoun diaforetikè
 ekdoqè
. Ja exet�soume analutik¸tera aut n pou fèrei toìnoma sump�esh diadrom 
 (path compression). H teqnik  aut  epib�lletaime ton metasqhmatismì th
 diadikas�a
 find set: AfoÔ h diadrom  apì ton kìmbo xsthn r�za r dianuje� m�a for� gia thn tautopo�hsh tou sunìlou pou antistoiqe� stosugkekrimèno dèndro, dianÔetai akìmh m�a for� kai oi de�kte
 parent(j) gia k�jekìmbo j th
 diadrom 
, sumperilambanomènou kai tou x all� ìqi th
 r kai tou �me-sou uioÔ th
, metab�lloun thn opoiad pote anafor� tou
 se ap> euje�a
 anafor�sto r, epib�lletai dhlad  h an�jesh parent(j) = r. Autì èqei w
 apotèlesmathn sm�krunsh tou b�jou
 tou dèndrou. H diadikas�a apeikon�zetai me ta dèndrasto Sq ma 1.5, ìpou to dèndro (a) met� thn efarmog  th
 pr�xh
 find set(x) sesunduasmì me sump�esh diadrom 
 metasqhmat�zetai sto dèndro (b), to opo�o èqeisaf¸
 mikrìtero Ôyo
 apì to arqikì.
r

x

x

j

r

j

a) b)

Sq ma 1.5: Sump�esh diadrom 
H nèa sun�rthsh pou sundu�zei find set kai sump�esh diadrom 
 èqei t¸ra thnakìloujh epanalhptik  morf 
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function collapsing find set(x)! Pr¸th f�sh: Tautopo�hsh sunìlou

set root = x
do while( parent(set root) > 0 ) ! efìson den e�nai r�za

set root = parent(set root) ! met�bash ston patèra
enddo! DeÔterh f�sh: Sump�esh diadrom 

node = x ! 'Enarxh me ton kìmbo x
do while ( node > 0 ) ! efìson o kìmbo
 den e�nai r�za

next node = parent(node) ! o patèra
 tou e�nai epìmeno

parent(node) = set root ! nèo
 goniì
 tou e�nai h r�za
node = next node ! met�bash ston epìmeno kìmbo

enddo

end function  thn, pio komy , anadromik  morf 
recursive function collapsing find set(x) result(set root)

set root = x
if (parent(set root) > 0 ) then ! den e�nai r�za! F�sh Pr¸th kai DeÔterh

parent(set root) = collapsing find set( parent(set root) )
else ! e�nai r�za

return( set root )
endif

end functionH diadikas�a th
 anadromik 
 sun�rthsh
 collapsing find set e�nai endiafèrousa:h r�za kataqwre�tai sto parent(x) kai epistrèfetai. Epeid  ìmw
 autì sumba�neianadromik�, ìloi oi kìmboi sthn diadrom  apì to x sthn r�za ja upostoÔn aut nthn metabol .Exet�zonta
 ton sunduasmì twn telest¸n th
 ènwsh
 kat� mègejo
 kai th
 tau-topo�hsh
 me sump�esh diadrom 
, parathroÔme ìti èqoume aux sei to pl jo
 twnpr�xewn kai e�nai fusikì n> anarwthjoÔme pw
 e�nai dunatìn n> anamènoume kalÔ-terh sumperifor� ap> ì,ti prohgoumènw
 sta pla�sia mia
 akolouj�a
 efarmog¸nautoÔ tou sunduasmoÔ. Kai ìmw
, e�nai dunatìn n> apodeiqje� ìti o sunduasmì
autì
 odhge� se sqedìn grammik  poluplokìthta qe�risth
 per�ptwsh
 kai �ra sesqedìn O(1) poluplokìthta an� telest . O lìgo
 e�nai ìti to auxhmèno pl jo
pr�xewn diamoir�zetai. 'Eqome dhlad  par�deigma qreolutik 
 poluplokì-thta
 (amortized complexity), ìpou mèro
 tou kìstou
 twn akrib¸n efarmog¸n{apl¸netai} sti
 fjhnìtere
 efarmogè
 twn telest¸n, opìte h qreolutik  po-luplokìthta k�je eframog 
 g�netai sqedìn O(1). Pio sugkekrimèna, o qrìno
ektèlesh
 mia
 akolouj�a
 n−1 en¸sewn kai m tautopoi sewn, m ≥ n, èqei t¸rapoluplokìthta O(m · α(m, n)), ìpou α(m, n) e�nai h ant�strofh th
 sun�rthsh

Ackerman.
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 1.1 Sun�rthsh AckermanO andromikì
 tÔpo

A(1, j) = 2j (1.1)
A(i, j) =

{

A(i − 1, 2) gia i ≥ 2,
A(i − 1, A(i, j − 1)) gia i, j ≥ 2,

(1.2)or�zei thn sun�rthsh Ackerman.O tÔpo

α(m, n) = min{i ≥ 1|A(i, ⌊m/n⌋) ≥ log2(n)} gia m ≥ n ≥ 1 (1.3)or�zei thn ant�strofh th
 sun�rthsh
 Ackerman.H sun�rthsh α(n) = A(2, n) onom�zetai sun�rthsh Ackerman mia
 metablht 
.H ant�strof  th


log∗
2(n) = min{i|log

(i)
2 (n) ≤ 1}, (1.4)ìpou log

(0)
2 (n) = n kai log

(i)
2 (n) = log2(log

(i−1)
2 (n), dhl¸nei pìse
 forè
 ja prèpeina efarmosje� anadromik� o log�risjmo
 sto n èw
 ìtou epiteuqje� tim  ≤ 1. ◭H sun�rthsh A(i, j) aux�nei taqÔthta kaj¸
 ta i kai j aux�noun. P.q. A(2, j) =

A(1, A(2, j − 1)) = 2A(2,j−1) = 2 22.
.
.
2

)

j φορές. Sunep¸
 h ant�strof  th

α(m, n) aux�nei apeiroel�qista kaj¸
 ta m kai n aux�noun. H α(m, n) au-x�nei me mikrìtero rujmì apì thn log∗

2(n). P.q. gia 216 = 65536 kai epeid 
log2 log2 log2 log2(65536) = 1 èqome log∗

2(65536) = 4. Apì thn �llh pleur�
A(3, 1) = A(2, 2) = 222

= 16 kai α(m, n) ≤ 3 gia n < 216 kai m ≥ n. O a-rijmì
 2216

= 265536 èqei e�kosi qili�de
 (20000) yhf�a, ìmw
 log∗
2(2

16) = 5. 'Etsi,epeid  A(4, 1) = A(3, 2) = A(2, A(3, 1)) = A(2, 16) = 2 22.
.
.
2

)

16 φορές, mporoÔmesthn pr�xh na upojèsoume ìti sqedìn p�ntote α(m, n) ≤ 4.Je¸rhma 1.2 A
 e�nai U = {1, 2, . . . , n} èna kajolikì sÔnolo apì to opo�o dh-miourgoÔntai monostoiqeiak� sÔnola kai F = {S1,S2, . . . ,Sn} to arqikì d�so
 apì
n monostoiqeiak� dèndra. O mègisto
 qrìno
 gia thn ektèlesh mia
 meikt 
 a-kolouj�a
 k ≤ n − 1 en¸sewn kat� mègejo
 kai m = Ω(n) tautopoi sewn mesump�esh diadrom¸n e�nai Θ(m · α(m, n)). ◭ProkÔptei apì to je¸rhma ìti to m · α(m, n) apotele� tìso èna �nw ìrio
O(m · α(m, n)) ìso kai èna k�tw ìrio Ω(m · α(m, n) gia thn akolouj�a pr�xe-wn kai ìti epomènw
 up�rqoun akolouj�e
 pr�xewn gia ti
 opo�e
 to ìrio autìe�nai epiteÔximo. An kai h α(m, n) aux�nei me polÔ mikrì rujmì, den mporoÔme napoÔme ìti e�nai m�a stajer� kai �ra o qrìno
 ektèlesh
 den e�nai grammikì
 all�sqedìn grammikì
. Epeid  h α(m, n) aux�nei me mikrìtero rujmì apì thn log∗

2(n),mporoÔme na gr�youme ìti h poluplokìthta e�nai O(m log∗2(n)) gia m = Ω(n).
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 tautopo�hsh
 me sump�esh diadrom 
 ja mporoÔse na qrhsimopoihje� sesunduasmì me ton telest  th
 apl 
 ènwsh
 qwr�
 ìmw
 ti
 eggu sei
 tou jewr -mato
. Ja mporoÔse na sunduasje� me thn ènwsh kaj> Ôyo
? H ap�nthsh e�nai ìqiakrib¸
. H sump�esh diadrom 
 èqei epipt¸sei
 sta Ôyh twn dèndrwn kai den gnwr�-zoume pw
 na epana�polog�soume ta Ôyh apodotik� met� apì k�je sump�esh. Autììmw
 den e�nai anupèrblhto empìdio. Ta {Ôyh} pou prokÔptoun apoteloÔn upere-ktim sei
 twn pragmatik¸n uy¸n kai apokaloÔntai bajmo� (ranks) twn dèndrwn.O telest 
 th
 ènwsh
 kaj> Ôyo
 kaj�statai telest 
 ènwsh
 kat� bajmì(union by rank) qwr�
 n> all�xei k�ti sthn diatÔpws  tou. O sunduasmì
 toutelest  tautopo�hsh
 me sump�esh diadrom 
 kai tou telest  ènwsh
 kat� bajmìupìkeitai sti
 eggu sei
 tou jewr mato
.Epeid  o telest 
 tautopo�hsh
 me sump�esh diadrom 
 apaite� na dianuje� h dia-drom  apì ton kìmbo sthn r�za dÔo forè
, èqoun protaje� dÔo enallaktiko� tele-stè
 pou epitugq�noun thn me�wsh tou Ôyou
 tou dèndrou diatrèqonta
 ìmw
 thndiadrom  m�a mìnon for�:Ston telest  tautopo�hsh
 me di�spash th
 diadrom 
 (path splitting) al-l�zei h anafor� tou parent(j) gia ìlou
 tou
 kìmbou
 j th
 diadrom 
, plhn th
r�za
 kai tou �mesou uioÔ th
, se anafor� ston pappoÔ tou j.Sto telest  tautopo�hsh
 me diqotìmhsh th
 diadrom 
 (path halving) al-l�zei h anafor� tou de�kth parent(j) gia k�je deÔtero kìmbo j sthn diadrom ,plhn th
 r�za
 kai tou �mesou uioÔ th
, se anafor� ston pappoÔ tou j.Kai oi dÔo nèoi telestè
 tautopo�hsh
 se sunduasmì me thn ènwsh kat� mègejo
upìkeintai sti
 eggu sei
 tou jewr mato
.1.3.2 Our� Proteraiìthta
 kai Swrì
Anafèrame sthn § 1.1.4 ìti h our� proteraiìthta
 e�nai m�a dom  dedomènwn pouepitrèpei thn prìsbash mìnon sto stoiqe�o th
 me thn mègisth ( , enallaktik�,el�qisth) tim    proteraiìthta. Anafèrame ep�sh
 ìti ja mporoÔse endeqomènw
na prosomoihje� me thn sun jh our� efìson efodiasje� me telest  aneÔresh
 th
mègisth
 (  el�qisth
) tim 
  , enallaktik�, me telest  di�taxh
 twn stoiqe�wnth
 se fj�nousa (  aÔxousa) di�taxh tim¸n. Sthn pr¸th per�ptwsh h ènjesh stoi-qe�wn sthn our� e�nai O(1) poluplokìthta
, o entopismì
 ìmw
 kai h endeqìmenhapaloif  tou stoiqe�ou th
 me thn mègisth (el�qisth) tim  e�nai grammik 
 polu-plokìthta
 O(n). Ant�jeta, sthn deÔterh per�ptwsh, h ènjesh stoiqe�wn e�naigrammik 
 poluplokìthta
 gia na diathrhje� h di�taxh tim¸n, en¸ h aneÔresh kaih apaloif  tou stoiqe�ou me thn mègisth (el�qisth) tim  e�nai O(1). Ja exet�-soume ed¸ m�a nèa afhrhmènh dom  dedomènwn, ton swrì pou epitrèpei thn ènjeshstoiqe�wn se logarijmikì qrìno kai thn aneÔresh tou stoiqe�ou me thn mègisth(  el�qisth) tim  se qrìno O(1). An�loga me to e�n e�nai epijumht  h prìsbashsto stoiqe�o th
 our�
 proteraiìthta
 me thn el�qisth   mègisth tim  èqome swrìelaq�stou (min heap) kai swrì meg�stou (max heap) ant�stoiqa. Ja exet�soumeton swrì elaq�stou afoÔ h perigraf  swroÔ meg�stou e�nai akrib¸
 par�llhlh.
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 (heap) e�nai m�a afhrhmènh dom  dedomènwn pou apotele�tai apì m�asullog  stoiqe�wn organwmènwn se morf  dèndrou, ìpou k�je stoiqe�o x èqeikatanemhje� m�a tim    proteraiìthta value(x) kai ìpou to dèndro e�nai se di�ta-xh swroÔ (heap order) en¸ oi kìmboi tou e�nai arijmhmènoi pr¸ta kat�pl�to
 (breadth first order). H di�taxh swroÔ sunep�getai ìti to stoiqe�o th
sullog 
 me thn mikrìterh tim  e�nai r�za tou dèndrou kai ìti h idiìthta aut  isqÔeianadromik� gia thn r�za k�je upodèndrou. Pio sugkekrimèna, e�n x èna stoiqe�otou dèndrou kai parent(x) o gon�o tou, tìte h di�taxh swroÔ sunep�getai ìti
value( parent(x) ) ≤ value( x ). (1.5)Par�deigma 1.2 'Estw èna sÔnolo 8 stoiqe�wn me timè
 {2, 4, 8, 10, 12, 15, 17, 20}.Sto Sq ma 1.6 d�dontai dÔo diaforetikè
 parast�sei
 tou sunìlou me morf  dèndrwn taopo�a ikanopoioÔn thn di�taxh swroÔ. Den up�rqei dhlad  monadikìthta sthn par�stashenì
 sunìlou w
 swroÔ. Ta tìxa twn dèndrwn e�nai apì uiì pro
 patèra kai antistoi-qoÔn stou
 de�kte
 parent. H r�za r k�je dèndrou den èqei patèra opìte mporoÔme naje¸r soume ìti parent(r) = −∞. Oi timè
 emfan�zontai sto eswterikì twn kìmbwn en¸oi arijmo� d�pla stou
 kìmbou
 antistoiqoÔn sthn ar�jmhs  tou
 pr¸ta kat� pl�to
. Hr�za k�je dèndrou perièqei thn mikrìterh metaxÔ ìlwn twn tim¸n. To �dio isqÔei kai giati
 r�ze
 twn upodèndrwn. P.q. sto Sq ma 1.6(b), o kìmbo
 2 perièqei thn tim  8 pou e�naih mikrìterh metaxÔ twn tim¸n {8, 12, 17, 15, 20} pou perièqoun oi kìmboi tou upodèndroupou riz¸nei s> autìn ton kìmbo. �

2

8 4

12 10

20 17 15

2

8 10 4

17 15

2 3

6 75

20

12

86 7 8

54

2 3

1 1

4

a) b)

Sq ma 1.6: Dèndra se di�taxh swroÔGia ton swrì or�zontai oi akìloujoi stoiqei¸dei
 telestè
:ènjesh enì
 nèou stoiqe�ou ston swrì.dhmiourg�a swroÔ apì ta stoiqe�a enì
 dedomènou sunìlou.prìsbash elaq�stou gia thn epistrof  tou stoiqe�ou me thn el�qisth tim .E�n o swrì
 e�nai kenì
 epistrèfei k�poia prokajorismènh tim  null.



1.3. DOM�ES D�ENDRWN 21apaloif  elaq�stou gia thn apaloif  tou stoiqe�ou me thn el�qisth tim  apìton swrì.Stou
 telestè
 tou swroÔ prost�jentai sun jw
 toul�qiston dÔo akìmh telestè
:apaloif  auja�retou stoiqe�ou gia thn apaloif  enì
 opoioud pote stoi-qe�ou apì ton swrì.allag  tim 
 stoiqe�ou gia thn an�jesh nèa
 tim 
 se èna opoiod pote stoi-qe�o tou swroÔ.Ja exet�soume ton swrì se mia tètoia ektetamènh morf .A
 e�nai 1, 2, . . . , n h pr¸ta kat� pl�to
 ar�jmhsh twn kìmbwn tou dèndrou tou sw-roÔ. Tìte o kìmbo
 1 antistoiqe� sthn r�za tou dèndrou kai epomènw
 h prìsbashelaq�stou e�nai �mesh kai �ra poluplokìthta
 O(1):
min value = value(root)H ènjesh enì
 nèou stoiqe�ou tim 
 p = new value ston swrì epitugq�netai methn akìloujh diadikas�a: Dhmiourge�tai èna
 nèo
 kenì
 kìmbo
 n+1 pou apotele�fÔllo tou dèndrou. A
 e�nai x o patèra
 tou nèou kìmbou, x = parent(n + 1),kai px = value(x) h tim  tou. E�n h ènjesh th
 tim 
 p ston nèo kìmbo n + 1den parabi�zei thn di�taxh tou swroÔ, e�n dhlad  p ≥ px, tìte h diadikas�a èqeioloklhrwje�. E�n ìmw
 h ènjesh th
 tim 
 p ston nèo kìmbo n+1 parabi�zei thndi�taxh tou swroÔ, e�n dhlad  p < px, tìte h tim  tou patèra, px, katalamb�nei tonnèo kìmbo kai h nèa tim  p efìson den parabi�zei thn di�taxh tou swroÔ katalam-b�nei ton kìmbo tou patèra, x, kai h diadikas�a termat�zetai. E�n ìmw
 h di�taxhtou swroÔ parabi�zetai, h diadikas�a sÔgkrish
 tim¸n epanalamb�netai gia thn ka-t�lhyh tou kenoÔ kìmbou x e�te apì thn tim  p e�te apì thn tim  value(parent(x)).H diadikas�a aut  epnalamb�netai efìson o patèra
, parent(x), e�nai orismèno
kai h tim  p uperba�nei thn value(parent(x)): H tim  value(parent(x)) katalam-b�nei ton kenì kìmbo kai o kenì
 kìmbo
 {metafèretai} ston kìmbo parent(x). Oakìloujo
 yeudok¸dika
 apod�dei thn diadikas�a:

son = n + 1 ! Dhmiourg�a enì
 nèou fÔllou
father = parent(son) ! me sugkekrimèno patèra
do while( son / = root and value(father) > new value )

value(son) = value(father) ! an�jesh tim 
 ston kenì kìmbo
son = father ! k�nhsh kenoÔ kìmbou . . .
father = parent(son) ! . . . pro
 thn r�za

enddo

value(son) = new value ! prosj kh th
 nèa
 tim 
 ston swrìO kenì
 kìmbo
 pou arqik� dhmiourg jhke omoi�zei pro
 fusal�da h opo�a ana-dÔetai apì to (n + 1)−fÔllo tou dèndrou pro
 thn r�za tou akolouj¸nta
 thnmonadik  diadrom  sÔndes 
 tou
. Sthn qeirìterh twn peript¸sewn, h fusal�daj> anaduje� sthn r�za kai ja èqei dianÔsei m�a diadrom  �sh me to b�jo
, d, tou
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γ) δ)

β)

Sq ma 1.7: 'Enjesh nèou stoiqe�ou ston swrìdèndou. Sunep¸
, h qe�risth poluplokìthta tou telest  ènjesh
 nèou stoiqe�oue�nai O(d).Par�deigma 1.3 Sto Sq ma 1.7(a) gia thn ènjesh enì
 nèou stoiqe�ou me tim  3dhmiourge�tai èna kenì fÔllo me patèra ton kìmbo pou perièqei thn tim  10. Epeid 
3 < 10, sto Sq ma 1.7(b), h tim  10 metafèretai sto fÔllo kai o kìmbo
 pou katel�mbanemènei kenì
. Gia thn kat�lhyh tou kenoÔ kìmbou, h tim  3 sugkr�netai me thn tim  8 toupatèra tou. Epeid  3 < 8, sto Sq ma 1.7(g), h tim  8 metafèretai ston kenì kìmbo kai opatèra
 tou mènei kenì
. Gia thn kat�lhyh tou nèou kenoÔ kìmbou, h tim  3 sugkr�netaime thn tim  2 tou patèra tou pou ed¸ tugq�nei na e�nai h r�za tou dèndrou. Epeid  3 > 2,sto Sq ma 1.7(d), h tim  3 katalamb�nei ton kenì kìmbo kai h diadikas�a th
 ènjesh
termat�zetai. To nèo dèndro plhro� thn di�taxh swroÔ. �H apaloif  enì
 auja�retou stoiqe�ou me tim  pX apì ton swrì e�nai k�pw
 pioper�plokh apì thn diadikas�a th
 ènjesh
 diìti h afa�resh enì
 stoiqe�ou sune-p�getai sm�krunsh tou pl jou
 twn kìmbwn kat� ènan. 'Ena fÔllo tou dèndrou,p.q. o nstì
 kìmbo
 sÔmfwna me thn pr¸ta kat� pl�to
 ar�jmhsh, apalo�fetaiapì to dèndro. A
 e�nai pn = value(n) h tim  pou perie�qe. E�n to fÔllo autìantistoiqe� sto stoiqe�o pou èprepe n> apaleifje� h diadikas�a termat�zetai. Dia-
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 X pou antistoiqe� sto pro
 apaloif  stoiqe�o ekken¸netaidhmiourgoÔnta
 ètsi m�a ken  jèsh. 'Omw
 h tim  pn apì to apaleifjèn fÔllo japrèpei na epanatopojethje� sto dèndro tou swroÔ. H er¸thsh e�nai beba�w
 e�nmpore� na g�nei ènjes  th
 ston kenì kìmbo qwr�
 na diataraqje� h di�taxh swroÔ.Up�rqoun dÔo peript¸sei
:(a) E�n pn ≤ pX , h ènjesh akolouje� thn diadikas�a th
 anaduìmenh
 fusal�da
pou  dh perigr�yame:
pn = value(n) ! H tim  prèpei na epanatopojethje� . . .
n = n − 1 ! . . . afoÔ o kìmbo
 n apalo�fetai
son = X ! O kìmbo
 X jewre�tai kenì
 . . .
father = parent(son) ! O patèra
 tou X
do while( son / = root and value(father) > pn )

value(son) = value(father) ! an�jesh tim 
 ston kenì kìmbo
son = father ! k�nhsh kenoÔ kìmbou . . .
father = parent(son) ! . . . pro
 thn r�za

enddo

value(son) = pn ! epanatopojèthsh th tim 
 pn ston swrì(b) E�n pn > pX , kai e�n o kìmbo
 Y e�nai o uiì
 tou X me thn mikrìterh tim metaxÔ ìlwn twn ui¸n tou, tìte e�n value(Y ) > pn, o kenì
 kìmbo
 X kata-lamb�netai apì thn tim  pn kai h diadikas�a termat�zetai. Diaforetik�, efìson
value(Y ) < pn, h tim  tou value(Y ) katalamb�nei ton kenì kìmbo X kai o kìmbo

Y mènei kenì
. H diadikas�a aut  epanalamb�netai gia ton nèo kenì kìmbo Y , {me-tafèronta
} ètsi ton kenì kìmbo pro
 ta fÔlla tou dèndrou èw
 ìtou epiteuqje�h ènjesh th
 tim 
 pn. Gia thn per�ptwsh (b) o yeudok¸dika
 diatup¸netai w
ex 
:
pn = value(n) ! H tim  pn prèpei na epanatopojethje� . . .
n = n − 1 ! . . . afoÔ o kìmbo
 n apalo�fetai
father = X ! O kìmbo
 X jewre�tai kenì

son = min value son(father) ! O uiì
 me thn mikrìterh tim 
do while( son / = null and pn > value(son) )

value(father) = value(son) ! an�jesh tim 
 ston kenì kìmbo
father = son ! k�nhsh kenoÔ kìmbou . . .
son = min value son(father) ! . . . pro
 ta fÔlla

enddo

value(father) = pn ! epanatopojèthsh th
 tim 
 pn ston swrìSe ant�jesh pro
 thn anaduìmenh fusal�da, sthn diadikas�a th
 per�ptwsh
 (b),o kenì
 kìmbo
 {metafèretai} pro
 ta k�tw apomakrunìmeno
 apì thn r�za toudèndrou kai ja mporoÔse na paromoiasje� me metallik  sfa�ra pou buj�zetai pro
ta fÔlla tou dèndrou. Sthn qe�risth per�ptwsh, h sfa�ra ekkine� apì thn r�zatou dèndrou kai bujizìmenh akolouje� thn mègisth diadrom  pro
 k�poio apì tafÔlla tou dianÔonta
 ètsi m�a diadrom  �sh me to b�jo
 d tou dèndrou. A
 e�nai tomègisto pl jo
 ui¸n pou dÔnatai na èqei èna
 kìmbo
 m�a stajer� c. H qe�risth
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 diadikas�a
 (b) e�nai tìte O(c · d). H qe�risth poluplokìthtath
 diadikas�a
 (a) èqei  dh qarakthrisje� w
 O(d). Me ton termatismì th
 diadi-kas�a
 e�te th
 per�ptwsh
 (a) e�te th
 (b) to dèndro e�nai se di�taxh swroÔ kai oswrì
 apotele�tai apì n − 1 stoiqe�a.
2
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8 15;

8

10 15;
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Sq ma 1.8: Apaloif  stoiqe�ou apì ton swrìPar�deigma 1.4 Sto Sq ma 1.8(a), gia thn ap�leiyh tou stoiqe�ou pou antistoiqe�ston kìmbo X, apale�fetai h tim  3 dhmiourg¸nta
 m�a ken  jèsh ston kìmbo X. All�epiprìsjeta exale�fetai kai èna fÔllo tou dèndrou, autì pou perièqei thn tim  15. Toapotèlesma aut¸n twn apaloif¸n e�nai to dèndro tou Sq mato
 1.8(b). Apì tou
 uioÔ
tou kenoÔ kìmbou o èna
 perièqei thn tim  12 kai o �llo
 thn tim  8 pou e�nai kai hmikrìterh twn dÔo. H tim  8 kai h tim  15 apì to apaleifjèn fÔllo antagwn�zontai giathn kat�lhyh tou kenoÔ kìmbou. Epeid  8 < 15, o kenì
 kìmbo
 katalamb�netai apì thntim  8 dhmiourg¸nta
 ètsi ènan nèo kenì kìmbo sto dèndro tou Sq mato
 1.8(g). O nèo
kenì
 kìmbo
 èqei ènan mìnon uiì me tim  10. Epeid  10 < 15, h tim  10 katalamb�nei tonkenì kìmbo dhmiourg¸nta
 ènan nèo kenì kìmbo pou sthn per�ptwsh aut  e�nai fÔllokai �ra den èqei uioÔ
. 'Etsi, h tim  15 katalamb�nei to kenì fÔllo kai to apotèlesmae�nai to dèndro tou Sq mato
 1.8(d), to opo�o plhro� thn di�taxh swroÔ kai e�nai kat�èna stoiqe�o mikrìtero apì to arqikì dèndro tou Sq mato
 1.8(a). �H diadikas�a (a) ìpou o kenì
 kìmbo
 kine�tai pro
 thn r�za mpore� n> onomasje�



1.3. DOM�ES D�ENDRWN 25{an�dush} kai e�nai gnwst  sthn diejn  bibliograf�a w
 sift-up, en¸ h diadika-s�a (b) ìpou o kenì
 kìmbo
 kine�tai pro
 ta fÔlla ja mporoÔse n> onomasje�{kat�dush} kai gnwst  sthn diejn  bibliograf�a w
 sift-down.H apaloif  elaq�stou antistoiqe� sthn apaloif  th
 r�za
 tou swroÔ kai e�nai m�aidia�terh per�ptwsh th
 apaloif 
 auja�retou stoiqe�ou tou pou antistoiqe� sthndiadikas�a th
 per�ptwsh
 (b). Epitugq�netai dhlad  me kat�dush:
min value = value(root) ! H tim  th
 r�za
 e�nai h el�qisth tou swroÔ
pn = value(n) ! H tim  pn prèpei na epanatopojethje� . . .
n = n − 1 ! . . . afoÔ o kìmbo
 n apalo�fetai
father = root ! O kìmbo
 root jewre�tai kenì

son = min value son(father) ! O uiì
 me thn mikrìterh tim 
do while( son / = null and pn > value(son) )

value(father) = value(son) ! an�jesh tim 
 ston kenì kìmbo
father = son ! k�nhsh kenoÔ kìmbou . . .
son = min value son(father) ! . . . pro
 ta fÔlla

enddo

value(father) = pn ! epanatopojèthsh th
 tim 
 pn ston swrìSto tèlo
 aut 
 th
 O(c·d) diadikas�a
, h r�za tou arqikoÔ dèndrou èqei apaleifje�kai èna nèo dèndro me n − 1 kìmbou
 pou plhro� thn di�taxh tou swroÔ èqeiparaqje�.
45
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Sq ma 1.9: Apaloif  r�za
 swroÔ



26 KEF�ALAIO 1. DOM�ES DEDOM�ENWNPar�deigma 1.5 Gia na epiteuqje� h apaloif  th
 r�za
 tou swroÔ tou Sq ma-to
 1.9(a), exale�fetai to teleuta�o, sÔmfwna me thn pr¸ta kat� pl�to
 ar�jmhsh, fÔllotou dèndrou kai h r�za ekken¸netai. To apotèlesma e�nai to dèndro tou Sq mato
 1.9(b).H tim  11 ìmw
, h opo�a proèrqetai apì to exaleifjèn fÔllo ja prèpei na epanatopoje-thje� ston swrì. Upoy fia jèsh gia thn epanatopojèthsh e�nai fusik� h ken  r�za toudèndrou. Epeid  ìmw
 ton swrì dièpei m�a sugkekrimènh di�taxh, h tm  11 sugkr�netai methn mikrìterh tim  twn ui¸n th
 r�za
, ed¸ to 4. Epeid  4 < 11, to 4 katalamb�nei thnr�za kai ètsi dhmiourge�tai èna
 nèo
 kenì
 kìmbo
 ( Sq ma 1.9(g) ). Gia thn kat�lhyhtou kenoÔ kìmbou antagwn�zontai apì thn m�a h tim  11 kai apì thn �llh o uiì
 tou methn qamhlìterh tim , ed¸ 8. Epeid  8 < 11, h tim  8 katalamb�nei ton kenì kìmbo kaiètsi dhmiourge�tai nèo
 kenì
 q¸ro
 sthn prohgoÔmenh jèsh th
 tim 
. O nèo
 kenì
kìmbo
 e�nai èna fÔllo. Den èqei epomènw
 uioÔ
 gia n> antagwnisjoÔn thn tim  11 kaiètsi h teleuta�a epanatopojete�tai sto kenì fÔllo. To apotèlesma e�nai to dèndro touSq mato
 1.9(d), to opo�o br�sketai se di�taxh swroÔ. �H dhmiourg�a swroÔ apì ta stoiqe�a enì
 sunìlou S èqei ti
 akìlouje
 peript¸-sei
: E�n to sÔnolo e�nai kenì, tìte antistoiqe� se kenì dèndro (n = 0) pouasfal¸
 ikanopoie� thn di�taxh swroÔ. E�n to sÔnolo e�nai monostoiqeiakì, tìteantistoiqe� se dèndro enì
 kìmbou (n = 1) pou fusik� ikanopoie� thn di�taxh sw-roÔ. To monostoiqeiakì autì dèndro dÔnatai na jewrhje� ìti proèrqetai apì todèndro tou kenoÔ swroÔ me thn prosj kh enì
 fÔllou pou tautoqrìnw
 e�nai kair�za tou.E�n to sÔnolo S e�nai polustoiqeiakì up�rqoun dÔo toul�qiston trìpoi dhmiour-g�a
 enì
 ant�stoiqou swroÔ. SÔmfwna me thn pr¸th ekdoq , dhmiourge�tai èna
monostoiqeiakì
 swrì
 apì k�poio auja�reto stoiqe�o tou sunìlou kai sthn su-nèqeia ta upìloipa stoiqe�a tou sunìlou prost�jentai ston swrì èna pro
 èname thn diadikas�a ènjesh
 pou  dh perigr�yame. Dhlad  gia k�je nèo stoiqe�odhmiourge�tai èna nèo kenì fÔllo pou w
 fusal�da anadÔetai pro
 thn r�za. A
e�nai n h plhjÔ
 tou sunìlou. Epeid  h poluplokìthta k�je an�dush
 e�nai O(dk),ìpou dk, k = 1, 2, . . . , n, e�nai to b�jo
 tou ek�stote dèndrou me k kìmbou
, e�nto telikì apotèlesma apì thn prosj kh ìlwn twn stoiqe�wn tou sunìlou e�naièna dèndro H me n kìmbou
 se di�taxh swroÔ, h poluplokìthta dhmiourg�a
 toue�nai O(
n
∑

k=1

dk). Sthn ekdoq  aut , h di�taxh swroÔ apokaj�statai gia k�je nèostoiqe�o pou prost�jetai sto dèndro. Autì ìmw
 pou ousiastik� endiafèrei e�naina èqei to telikì, oloklhrwmèno dèndro di�taxh swroÔ.H deÔterh ekdoq  aposkope� sthn ep�teuxh autoÔ akrib¸
 tou stìqou qwr�
 n> a-sqole�tai me thn epibol  di�taxh
 swroÔ sta endi�mesa st�dia. Gia ton lìgo autì,ìla ta stoiqe�a tou sunìlou organ¸nontai arqik� se morf  dèndrou pou den plh-ro� anagkastik� di�taxh swroÔ kai sthn sunèqeia, me dedomèno to oloklhrwmènodèndro, h di�taxh swroÔ apokaj�statai.A
 e�nai T to dèndro me n kìmbou
, ènan gia k�je stoiqe�o tou sunìlou S, kaia
 e�nai d to b�jo
 tou dèndou. K�je kìmbo
 v ∈ L(d) e�nai tìte fÔllo toudèndrou me patèra k�poion kìmbo w ∈ L(d − 1). K�je kìmbo
 sthn stib�da
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L(d − 1) e�nai epomènw
 e�te fÔllo tou dèndrou e�te patèra
 c to polÔ ui¸n,
v1, v2, . . . , vc ∈ L(d), sthn stib�da L(d). A
 e�nai vk o uiì
 me thn mikrìterh tim ,dhlad  value(vk) = min

vi∈{v1,v2,...,vc}
value(vi). Tìte sto upodèndro (Sq ma 1.10a) mer�za ton patèra w e�te isqÔei value(w) ≤ value(vk), opìte plhro�tai h di�taxhswroÔ, e�te value(w) > value(vk), opìte h di�taxh swroÔ apokaj�statai me thnenallag  jèsh
 metaxÔ tou patèra w kai tou uioÔ vk. H diadikas�a aut  epana-lamb�netai gia ìlou
 tou patère
 sthn stib�da L(d − 1) kai sthn sunèqeia giaìlou
 tou
 patère
 sthn stib�da L(d − 2) k.o.k. èw
 ìtou h di�taxh swroÔ epi-teuqje� gia ton monadikì patèra, thn r�za, tou swroÔ L(0). To Sq ma 1.10(b)anaparist� m�a endi�mesh kat�stash. Ta upodèndra T1, . . . , Tc me r�ze
 tou
 uioÔ


v1, . . . , vc tou w e�nai  dh, kajèna qwrist�, se di�taxh swroÔ. Den e�nai ìmw
gnwstì e�n to upodèndro me r�za to w br�sketai se di�taxh swroÔ. A
 e�nai vko uiì
 tou w me thn mikrìterh tim , dhlad  value(vk) = min
vi∈{v1,v2,...,vc}

value(vi).Tìte e�n value(w) ≤ value(vk), to upodèndro me r�za to w plhro� thn di�taxhswroÔ. E�n ìmw
 value(w) > value(vk), tìte to vk katalamb�nei thn jèsh toupatèra tou kai h dik  tou jèsh ekken¸netai. H ken  jèsh, pou antistoiqe� sthnr�za tou upodèndrou Tk, diekdike�tai apì to w all� katalamb�netai ap> autìn mìnonefìson h di�taxh swroÔ diathre�tai gia to upodèndro Tk. Diaforetik� h diadika-s�a sÔgkrish
 tim¸n epanalamb�netai kai h ken  jèsh katadÔetai pro
 ta fÔllatou upodèndrou Tk èw
 ìtou g�nei efikt  h epanatopojèthsh th
 tim 
 value(w).Gia k�je w pou exet�zetai m> autìn ton trìpo, h diadikas�a antistoiqe� s> aut nth
 kat�dush
 th
 fusal�da
 kai e�nai epomènw
 poluplokìthta
 O(c · hw), ìpou
hw e�nai to Ôyo
 tou kìmbou w. Epeid  h diadikas�a epanalamb�netai gia ìlou
tou kìmbou
 w plhn twn fÔllwn tou dèndrou, h sunolik  poluplokìthta gia thnapokat�stash th
 di�taxh
 swroÔ sto dèndro anèrqetai se O(c ·

∑

w∈I(T )

hw), ìpou
I(T ) e�nai oi kìmboi tou T pou den e�nai fÔlla.

T2 TcT1

v2 vcv1

w

L(d)

L(d − 1)

v1 v2 vc

w L(k − 1)

L(k)

L(k + 1)...
L(d)

a) b)

Sq ma 1.10: Apokat�stash di�taxh
 swroÔ se dèndroH diadikas�a gia thn apokat�stash th
 di�taxh
 swroÔ s> èna upodèndro me r�za
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w dÔnatai n> apodoje� me yeudok¸dika an�logo m> autìn th
 apaloif 
 r�za
.'Etsi gia dedomèno dèndro T kai kìmbo w ∈ I(T ), o akìloujo
 yeudok¸dika
apokajist� thn di�taxh swroÔ sto upodèndro me r�za to w:
p = value(w) ! H tim  tou kìmbou w
father = w ! O kìmbo
 w e�nai r�za upodèndrou kai jewre�tai kenì

son = min value son(father) ! O uiì
 me thn mikrìterh tim 
do while( son / = null and p > value(son) )

value(father) = value(son) ! an�jesh tim 
 ston kenì kìmbo
father = son ! k�nhsh kenoÔ kìmbou . . .
son = min value son(father) ! . . . pro
 ta fÔlla

enddo

value(father) = p ! epanatopojèthsh th
 tim 
 tou kìmbou w ston swrìH apokat�stash th
 di�taxh
 swroÔ s> olìklhro to dèndro T epitugq�netai methn efarmog  th
 diadikas�a
 aut 
 pr¸ta gia ìlou
 tou
 kìmbou
 w ∈ L(d− 1),sthn sunèqeia gia ìlou
 tou
 kìmbou
 w ∈ L(d − 2), . . . , L(1) kai tèlo
 gia thnr�za tou T pou e�nai o monadikì
 kìmbo
 sthn stib�da L(0).H allag  th
 tim 
 (proteraiìthta
) enì
 stoiqe�ou tou swroÔ elaq�stou afor�sthn me�wsh th
 tim 
 tou stoiqe�ou. Se m�a tètoia per�ptwsh, h allag  tim 
dÔnatai na diatar�xei thn di�taxh swroÔ, h opo�a tìte apokaj�statai me thn pr�xhth
 an�dush
 tou ephreasmènou stoiqe�ou pro
 thn r�za tou swroÔ. Sunep¸
 hpoluplokìthta tou telest  me�wsh
 th
 tim 
 e�nai O(dx), ìpou x o kìmbo
 kai
dx to b�jo
 tou.1.3.3 Ulopo�hsh swroÔ me apl  par�taxh w
 pl re
duadikì dèndroEpeid  to b�jo
 (kai to Ôyo
) enì
 pl rou
 duadikoÔ dèndrou me n kìmbou
 e�nai
O(log2(n)), h epilog  par�stash
 tou swroÔ me èna pl re
 duadikì dèndro odhge�se poluplokìthta O(log2(n)) tìso gia thn ènjesh ìso kai gia thn allag  tim 
, sepoluplokìthta O(2 log2(n)) = O(log2(n)) gia thn apaloif  kai se poluplokìthta
O(n) gia thn dhmiourg�a tou swroÔ apì ta n stoiqe�a enì
 sunìlou. H dhmiourg�aenì
 kenoÔ swroÔ kaj¸
 kai h prìsbash sthn el�qisth tim  tou swroÔ paramènoun
O(1) telestè
.H par�stash tou swroÔ apì èna pl re
 duadikì dèndro sunep�getai ìti h telik ulopo�hsh tou swroÔ dÔnatai na epiteuqje� me apl  grammik  par�taxh. 'Opw
e�nai dunatìn na parathrhje� apì to Sq ma 1.11, efìson oi kìmboi tou pl rou
duadikoÔ dèndrou èqoun ar�jmhsh pr¸ta kat� pl�to
, o kìmbo
 i èqei patèraton kìmbo ⌊i/2⌋, aristerì uiì ton kìmbo 2i kai dexiì uiì ton kìmbo 2i + 1. Hr�za, h opo�a antistoiqe� ston kìmbo 1 den èqei patèra, ta fÔlla tou dèndrou denèqoun uioÔ
, en¸ up�rqei to endeqìmeno na up�rqei kìmbo
, ìpw
 o kìmbo
 5 tousq mato
, me ènan monadikì aristerì uiì. E�nai epomènw
 dunatìn na ulopoihje�èna
 swrì
 n stoiqe�wn se morf  pl rou
 duadikoÔ dèndrou apì m�a grammik par�taxh (di�nusma) n stoiqe�wn, ìpou h jèsh i, (1 ≤ i ≤ n), th
 par�taxh




1.3. DOM�ES D�ENDRWN 29antistoiqe� ston kìmbo i tou duadikoÔ dèndrou. H jèsh ⌊i/2⌋, efìson 1 ≤ ⌊i/2⌋ ≤
n, antistoiqe� ston patèra tou kìmbou i, h jèsh 2i, efìson 1 ≤ 2i ≤ n, antistoiqe�ston aristerì uiì tou kìmbou i, en¸ h jèsh 2i + 1, efìson 1 ≤ 2i + 1 ≤ n,antistoiqe� ston dexiì uiì tou kìmbou i12 61098 4 5 7357 69 10 15 1812 13 11
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Sq ma 1.11: Ulopo�hsh me grammik  par�taxh enì
 swroÔ se morf  pl rou
duadikoÔ dèndrouEpeid  h tim  pou kajor�zei thn proteraiìthta kai thn di�taxh swroÔ endèqetain> apotele� sunist¸sa enì
 sÔnjetou antikeimènou, oi pr�xei
 th
 an�dush
 kaith
 kat�dush
 twn telest¸n tou swroÔ ja apèbainan mh-apodotikè
 e�n sunep�-gontan enallagè
 jèsewn sÔnjetwn antikeimènwn. Gia thn apofug  enì
 tètoiouekfulismoÔ th
 poluplokìthta
 twn telest¸n, h ulopo�hsh tou swroÔ g�netaime grammik  par�taxh akèraiwn yeudodeikt¸n pou katadeiknÔoun thn jèsh th
 ti-m 
 proteraiìthta
 se m�a �llh grammik  par�taxh sÔnjetwn antikeimènwn (Sq -ma 1.12). Se mia tètoia ulopo�hsh, oi pr�xei
 th
 an�dush
 kai th
 kat�dush
sunep�gontai enallagè
 jèsewn metaxÔ twn akera�wn yeudodeikt¸n en¸ ta sÔn-jeta antike�mena paramènoun sti
 jèsei
 pou  dh katèqoun. 'Etsi k�je enallag jèsh
 paramènei poluplokìthta
 O(1).H ulopo�hsh tou swroÔ mpore� na basisje� ìqi mìnon se pl rh duadik� dèndra all�se pl rh t-dik� dèndra, ta opo�a e�nai dèndra twn opo�wn oi kìmboi èqoun t ≥ 2 topolÔ uioÔ
. Kai aut� ta dèndra dÔnantai na parastajoÔn me grammik  par�taxhdiìti o kìmbo
 i èqei ton patèra tou sthn jèsh ⌈(i− 1)/t⌉ kai tou
 uioÔ
 tou sti
jèsei
 {(i − 1)t + 2, . . . , min{i · t + 1, n}}. P.q. gia triadikì dèndro (t = 3), okìmbo
 i èqei ton patèra tou sthn jèsh ⌈(i− 1)/3⌉ kai tou
 uioÔ
 tou sti
 jèsei

3(i− 1)+2, 3(i− 1)+3 kai 3(i− 1)+4, efìson beba�w
 den uperba�noun to n. Oipoluplokìthte
 twn telest¸n lamb�nontai me b�sh to t. 'Etsi h ènjesh, ìpw
 kaih allag  tim 
, e�nai poluplokìthta
 O(logt(n)), kai sthn per�ptwsh triadikoÔdèndrou e�nai O(log3(n)), h apaloif  e�nai poluplokìthta
 O(t logt(n)), kai sthnper�ptwsh triadikoÔ dèndrou e�nai O(3 log3(n)) = O(log3(n)), en¸ h dhmiourg�a
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Sq ma 1.12: Ulopo�hsh me grammik  par�taxh yeudodeikt¸n enì
 swroÔ se morf pl rou
 duadikoÔ dèndrouswroÔ apì ta n stoiqe�a enì
 sunìlou paramènei poluplokìthta
 O(n).1.3.4 AÔxousa   fj�nousa di�taxh n tim¸n (Heapsort)O swrì
 dÔnatai na qrhsimopoihje� sthn aÔxousa   fj�nousa di�taxh n tim¸n methn qr sh twn telest¸n ènjesh
 kai apaloif 
 th
 r�za
 w
 ex 
:1. O telest 
 ènjesh
 efarmìzetai se k�je èna apì ti
 n timè
 me apotèlesmaènan swrì n stoiqe�wn.2. O telest 
 apaloif 
 th
 r�za
 efarmìzetai ston swrì èw
 ìtou epiteuqje�h apaloif  ìlwn twn stoiqe�wn tou. To apotèlesma e�nai h di�taxh twntim¸n.Bèbaia, sÔmfwna me ìsa elèqjhsan prohgoumènw
, m�a pio apodotik  diadikas�aja  tan h ex 
:1. Dhmiourg�a enì
 t−dikoÔ dèndrou apì ti
 n timè
.2. Apokat�stash th
 di�taxh
 swroÔ sto t−dikì dèndro.3. Efarmog  tou telest  apaloif 
 th
 r�za
 n forè
. To apotèlesma e�nai hdi�taxh twn tim¸n.To pr¸to kai to deÔtero b ma e�nai poluplokìthta
 O(n) ant�stoiqa. To tr�tob ma e�nai poluplokìthta
 O(n logt(n)). Sunep¸
 h di�taxh n tim¸n e�nai olik 
poluplokìthta
 O(n logt(n)). H diadikas�a den apaite� prìsjeth mn mh pèran ap>



1.3. DOM�ES D�ENDRWN 31aut n pou  dh e�nai diajèsimh apì to di�nusma tou swroÔ: h ek�stote apaloif r�za
 dhmiourge� to apaitoÔmeno kenì sto di�nusma gia thn kat�lhy  tou apì thntim  th
 r�za
. Sto tèlo
 th
 diadikas�a
 oi timè
 tou dianÔsmato
 e�nai se swst di�taxh.


