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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ

[image: image669.wmf]n

-




Κίνηση: 
[image: image1.wmf](

)

(

)

χX,t  ;  xχX,t

=

,  
[image: image2.wmf]χ

 συνεχής συνάρτηση; 
[image: image3.wmf](

)

χX,0=Χ


Ταχύτητα: 
[image: image4.wmf](

)

χX,t

x

vx

tt

¶

¶

==º

¶¶

&


Επιτάχυνση: 
[image: image5.wmf](

)

2

2

χX,t

v

x

tt

¶

¶

==º

¶¶

&&

a


Παραμόρφωση: 
[image: image6.wmf](

)

χX,t

x

F  ;  dxFdX

XX

¶

¶

=º=

¶¶

 ... σταθερό t 
[image: image7.wmf]0

 F 

æö

ì

¹

í

ç÷

¥

î

èø


Μετατόπιση: 
[image: image8.wmf]uxX

=-


Ανηγμένη Παραμόρφωση: 
[image: image9.wmf]X

t

σταθ.

dxdXu

εF1u

dXX

=

-¶

==-=º

¶


Κλίση Ταχύτητας: 
[image: image10.wmf]vdx

D   ...   D

xdx

×

æö

¶

ç÷

==

ç÷

¶

ç÷

èø


Υλική Παράγωγος και Παρατήρηση (Lagrangean): 
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Xωρική Παράγωγος και Παρατήρηση (Eulerian): 
[image: image12.wmf](

)

fx,t

f

tt

¶

¶

=

¶¶



[image: image13.wmf]\



[image: image14.wmf]ff

 fv

tx

¶¶

=+

¶¶

&

   ...   Σύνθετη παραγώγιση (chain rule)
2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ  ΜΑΖΑΣ
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· Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Μάζας (Lagrangean) ... 
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· Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Μάζας (Eulerian) ... 
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3.ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ
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· Αξίωμα Διατήρησης Ορμής (Euler):   
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  ... Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Ορμής (Eulerian) 
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    Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Ορμής (Lagrangean)
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4. ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ
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Καταστατική (ή Νομοτελειακή) Εξίσωση: 
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Παράδειγμα:
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… Eλαστικό Στερεό
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5. ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ ΚΑΙ ΥΓΡΑ
5Α.ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ     
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... αρχική θέση και ταχύτητα
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υπάρχει και είναι μοναδική.

(ΑΣ)... Αρχικές συνθήκες
(ΟΣ)... Οριακές συνθήκες

Παράδειγμα λύσης της Εξίσωσης Κύματος για ημιάπειρο χώρο
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δηλ, δίνεται η τάση Τ=p(t) στο Χ=0
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Μη-Γραμμικά Ελαστικά Υλικά : T = g(t) = g(uX)
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που συνιστά τις
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Θεωρούμε καταστάσεις ‘πλησίον’ της ισορροπίας, δηλ.
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δηλαδή σύστημα 1ου βαθμού για 
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δηλ. πάλι η εξίσωση κύματος
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c... ταχύτητα ήχου στο βαρoτροπικό υγρό

Υπολογισμός Ασυνεχούς Λύσης 
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6. ΝΕΥΤΩΝΙKΑ ΥΓΡΑ
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Λύση του (
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Η λύση λοιπόν ανάγεται στη λύση της [
[image: image136.wmf]*

]. Εκφράζουμε αυτή σε συν-τεταγμένες Lagrange : 
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Mία λύση είναι η F=1. Θα αποδείξουμε ότι αυτή είναι η μοναδική λύση όταν το v0 είναι σχετικά μικρό. Όταν το v0 γίνεται αρκετά μεγάλο εμ-φανίζεται μία αλλη λύση ασυνεχούς μορφής σε κάποιο σημείο
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Για τη λύση της (+) υποθέτω ένα ειδικό μοντέλο για το p(ρ), δηλ.

p(ρ) = σταθ.ρ   … (θερμοδυναμική πίεση τέλειου αερίου) 
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Ολοκληρώνοντας  
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Απόδειξη:
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   … χαρακτηριστικός χρόνος 

Παρατήρηση 1 : 
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 μόνο όταν τ > 0, δηλ. η λύση υφίσταται μόνο όταν Μ>1 (υπερηχητική ροή). Επίσης 
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Παρατήρηση 2 : Μ>1
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Παρατήρηση 3 : Mπορεί να υπολογισθεί ότι χρησιμοποιώντας τη λύση (i)
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Για μικρά  μ (μ
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0) το προφίλ πλησιάζει τη δομή ασυνεχούς λύσης.

Τα αποτελέσματα των παραπάνω παρατηρήσεων δίνονται γραφικά παρα-κάτω
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7. ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ

7Α. ΜΟΝΤΕΛΟ KELVIN-VOIGT  
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H παραπάνω διάταξη της “παράλληλης σύνδεσης” του ελαστικού ελατηρίου (k>0) και αποσβεστήρα (μ>0) με τις παραπλεύρω υποθέσεις είναι η φυσική αναπαράσταση της μηχανικής συμπεριφοράς του σημείου Χ του εν λόγω στερεού

To παραπάνω μοντέλο επιδείχνει “ερπυσμό” δηλαδή ε
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Δυναμική Εξίσωση του Μοντέλου
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... γραμμική μερική διαφορική εξίσωση (ΜΔΕ)

Για να λυθεί χρειαζόμαστε πάλι αρχικές (ΑΣ) και  οριακές (ΟΣ) συνθήκες

Παράδειγμα : 
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Λύση : Έστω 
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Αντικαθιστώντας στην αρχική ΜΔΕ 
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δηλ. το πρόβλημα ανάγεται στη λύση μίας δευτεροβάθμιας Συνήθους Διαφορικής Εξίσωσης (ΣΔΕ)
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7B. ΜΟΝΤΕΛΟ MAXWELL  
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H παραπάνω διάταξη της “εν σειρά” του ελαστικού ελατηρίου (k>0) και του γραμμικού αποσβεστήρα (μ>0) με τις παραπλεύρω υποθέσεις είναι η φυσική αναπαράσταση της μηχανικής συμπεριφοράς του σημείου Χ του εν λόγω στερεού

Για να το δούμε αυτό, παρατηρούμε ότι οι παραπάνω σχέσεις δίνουν 
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  και με την υπόθεση ότι 
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όπου υποθέσαμε ότι 
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To μοντέλο Maxwell επιδείχνει το  φαινόμενο “χαλάρωσης τάσης”,  δηλ. Τ 
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 για ε=σταθ.
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Το μοντέλο Maxwell είναι κατάλληλο για υγρά επειδή δεν έχει παραμένουσα ελαστικότητα δηλ. 
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. Επίσης υποδείχνει τη γενική μορφή της καταστατικής (νομοτελειακής ή συντακτικής) εξίσωσης της γραμμικής ιξωελαστικότητας όπως δείχνεται παρακάτω

7C. ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ 
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Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν το F είναι γραμμικό με μνήμη που ξεθωριάζει 

στο παρελθόν (fading memory)  
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δηλ. βλέπουμε ότι σαν αποτέλεσμα της θεωρίας της συναρτησιακής ανάλυσης και γραμμικοποίησης (ανάπτυξη της συναρτησιακής F κατά Frechét σε αναλογία με την ανάπτυξη  της συνάρτησης  f  κατά Taylor και διατήρηση του πρώτου ή γραμμικού όρου) παίρνουμε μια γενικευμένη σχέση που θυμίζει το μοντέλο Maxwell αλλά με γενικευμένη συνάρτηση ή μέτρο χαλάρωσης 
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 και μη-μηδενική παραμένουσα ελαστικότητα δηλ. 
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) είναι η γενική καταστατική (συντακτική) εξίσωση της γραμμικής ιξωελαστικότητας.

Η (
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) μπορεί να ξαναγραφεί ως 
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· Δυναμική Εξίσωση (ή Εξίσωση Κίνησης)

Αντικαθιστώντας την [
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] στην εξίσωση διατήρησης ορμής
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η οποία είναι είναι μια ολοκληρο-διαφορική (integro-differencial) εξίσωση που λύνεται χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό Laplace και τη χρήση των δύο “αρχικών” και δύο “οριακών” συνθηκών. Επίσης αποδεικνύεται η μοναδικότητα της λύσης για {k,μ}>0
· Προσδιορισμός G : (φαινόμενο “χαλάρωσης”)
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Ειδικές Περιπτώσεις της Γραμμικής Ιξωελαστικότητας και Φυσική Ανα-παράσταση
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1.  Maxwell : 
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2.  Ν-Maxwell εν // :
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3.
 Στάνταρτ Ιξωελαστικό Στερεό :
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Δηλαδή, με την ολοκλήρωση των εξισώσεων (#), που αντιστοιχούν στο  στάνταρτ ιξωελαστικό στερεό (εν σειρά σύνδεση Kelvin-Voigt στερεού με ελατήριο), παίρνουμε την καταστατική εξίσωση
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Σημείωση: Κλείνοντας την ανασκόπηση της γραμμικής ιξωελαστικότητας τονίζεται ότι το Μοντέλο Maxwell κατέληξε σε καταστατική εξίσωση της μορφής 
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Ανάλογα το μοντέλο Kelvin-Voigt μπορεί να αποδειχθεί ότι οδηγεί στη μορφή 


[image: image224.wmf](

)

(

)

s0

εtTts 

¥

=

=-

éù

ëû

F


που οδηγεί σε γραμμικοποιημένες μορφές όπως κι η παραπάνω ανάλυση.

Επίσης αναφέρεται ότι οι παραπάνω δύο εξισώσεις δεν είναι πάντα ισοδύναμες

π.χ. το μοντέλο Maxwell δεν είναι ισοδύναμο με το μοντέλο Kelvin-Voigt. Δηλαδή, οι παραπάνω εξισώσεις δεν είναι εν γένει αντιστρεπτές

8. ΕΝΝΟΙΕΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗΣ (ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ)
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Θερμοκρασία :   
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Παρατήρηση (Θεώρημα) :   
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Πρώτος Θερμοδυναμικός Νόμος :  
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h   … τοπική θέρμανση  

Δεύτερος Θερμοδυναμικός Νόμος :  

Εντροπία :   
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Ανισότητα Planck :   
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Σημείωση:   
[image: image241.wmf]ΔQ

Δs

θ

³


Eσωτερική Απώλεια :   
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δηλαδή   
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Ανισότητα Fourier:   
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  Clausius-Duhem Inequality :   
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Ελεύθερη Ενέργεια :   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΤΑΝΥΣΤΩΝ

1. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ
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Διάνυσμα 
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… συμβολισμός δεικτών (Einstein)
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   … εναλλακτικοί συμβολισμοί
· 
· Επαναληπτικότητα (δύο φορές) δείκτη (i) υπονοεί άθροιση από i=1 μέχρι i=3

· Εμφάνιση δείκτη (i) 3 φορές σ’ ένα όρο δεν έχει έννοια

· Το σύμβολο 
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… 9 όροι συνολικά με ανάπτυξη του j
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· Το σύμβολο εijk (permutation, alternator, Eddington)
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…εναλλακτικός συμβολισμός (ορισμός) των εijk
· 
· 
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· Ιδιότητες / Επιπλέον ορισμοί :  


[image: image268.wmf](

)

(

)

(

)

;

     

;

     

;

v

u

v

u

w

u

v

u

w

v

u

u

v

v

u

×

=

×

×

+

×

=

+

×

×

=

×

a

a



[image: image269.wmf]0

  

,

0

¹

>

×

u

u

u


· 
[image: image270.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

=

=

×

=

2

3

2

2

2

1

  

 

του

 

μέτρο

   

...

   

u

u

u

u

u

i

i

u

u

u

u

u


· Θεώρημα (Ανισότητα Cauchy-Schwarz) :  
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· Θεώρημα (Tριγωνική ανισότητα) :  
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2. ΤΑΝΥΣΤΈΣ
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δυαδικό γινόμενο :  
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· Παραδείγματα :  
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Μπορούν να αποδειχθούν χωρίς δυσκολία οι παρακάτω σχέσεις για τις συνιστώσες
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· Εσωτερικό Γινόμενο : 
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· Ορίζουσα : 
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· Συνιστώσες : Δίνονται διευκολυντικά συναρτήσεις του συμπα-ραγοντα (cofactor) τανυστή 
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(Συνιστώσες Διανυσμάτων και Τανυστών Κατόπιν Αλλαγης Βάσης 
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Οι αποδείξεις των παραπάνω σχέσεων δεν είναι δύσκολες : π.χ.
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· Ισότροποι (Ιsotropic) 
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Παρατήρηση : Aν ο 4ου βαθμού ισότροπος τανυστής 
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Εφαρμογή (Νόμος Ηοοke) :  
[image: image403.wmf]kl

ijkl

ij

E

C

T

=

®

=

   

   

CE

T

 και επειδή 


[image: image404.wmf]ijkl

lk

kl

ji

ij

C

E

E

T

T

   

   

και 

 

®

=

=

 δίνεται από την (+)  


[image: image405.wmf]mn

ij

mm

ij

E

μ

δ

E

λ

T

2

+

=

 ή 
[image: image406.wmf]E

E

T

m

2

+

=

1

λtr


(  Iδιοτιμές / Ιδιοδιανύσματα / Τετραγωνική Ριζα / Πολική Ανα-παράσταση
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παίρνουμε τη χαρακτηριστική εξίσωση 
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(Από τη θεωρία του κυβικού πολυωνύμου 
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Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος χρησιμοποιούνται τα εξής δύο λήμματα
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· Πολική Αναπαράσταση ή  αποσύνθεση (Polar Decomposition) :

 (Θεώρημα :  Aν F είναι μη-απειριζόμενος τανυστής 
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(Για την απόδειξη του παραπάνω βασικού θεωρήματος παρατηρούμε ότι 
[image: image443.wmf]F

F

T

 είναι θετικός συμμετρικός. Ορίζουμε 
[image: image444.wmf]F

F

U

T

=

 και παρατηρούμε ότι U είναι θετικός συμμετρικός και μη-απειριζόμενος. Επίσης ορίζουμε 
[image: image445.wmf]1

 

-

º

FU

R

 και παρατηρούμε ότι


[image: image446.wmf]RRFU

ÎÞ=

Q  
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Δ ... ανοικτή περιοχή στον Ευκλείδιο χώρο Ε (
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[image: image450.wmf]

[image: image451.wmf]D

Î

x

 ... αν μπορούμε πάντα να κατασκευάσουμε μία σφαίρα γύρω από το 
[image: image452.wmf]x

 που να περιέχεται στο Δ

(V = σύνολο διανυσμάτων στον τριδιάστατο ή Ευκλείδιο χώρο Ε
R = σύνολο πραγματικών αριθμών)
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· Συνιστώσες : 
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…“κλίση” του u
… (grad u = “μοναδικός” τανυστής)
· Σύνθετη Παραγώγιση :  
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· Συνιστώσες : 
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· Διαφορικοί Τελεστές :  
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(Ταυτότητες / Παραδείγματα : 
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· Παραγώγιση : 
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… “κλίση” του Τ
… (grad Τ = “μοναδικός” τανυστής 3ης τάξης)
· Σύνθετη Παραγώγιση :  
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· Απόκλιση : 
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· Αλλαγή Συντεταγμένων :
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… ίδιες σχέσεις όπως και για τις συνι-στώσες διανυσμάτων 

(x   … διάνυσμα θέσης)
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· Αναλλοίωτες : 
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… έχουν τις ίδιες τιμές σ’ όλα τα συστήματα συντεταγμένων. Π.χ.
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Όμοια αποδεικνύεται ότι 
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· Θεώρημα Απόκλισης :
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Οι παραπάνω πέντε ταυτότητες συνιστούν το “Γενικευμένο Θεώρημα της Απόκλισης”
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Θεώρημα Stokes : Έστω Δ πεπερασμένη κλειστή περιοχή στο Ε και η 
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· Διανυσματικές Αναπαραστάσεις : Έστω u,w,φ διαφορίσιμα και συνεχή (σε όποιο βαθμό χρειάζεται) και Δ πεπερασμένο χωρίς οπές. Τότε ισχύουν τα παρακάτω
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΤΡΙΔΙΑΣΤΑΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ
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· Κίνηση : 
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· Ταχύτητα : 
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· Επιτάχυνση : 
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· Μετατόπιση : 
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· Γραφή με δείκτες : 
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· Υλική (Lagrangean) και Χωρική (Eulerian) Παράγωγος-Παρατήρηση: 
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· Ανηγμένη Παραμόρφωση : 
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· Γραμμικοποίηση : 
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· Εντατικοποίηση ή τέντωμα (Stretching)  και Περιστροφή (Spin) –Τανυστές :
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Επίσης ορίζεται ο τανυστής περιστροφής (Vorticity ή Spin Tensor) σαν 
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· Ειδικές Περιπτώσεις Κίνησης :

( Kίνηση μη-παραμορφωσίμου σώματος : 
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2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΜΑΖΑΣ 
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… πυκνότητα αναφοράς (t=0)
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3. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ 


(
Ορισμοί

· Δύναμη :
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 υποδεικνύει ότι το διάνυσμα τάσης εξαρτάται εκτός από το 
[image: image628.wmf](

)

t

,

x

 και το μοναδιαίο διάνυσμα n κάθετο στη στοιχειώδη επιφάνεια που περνάει από το x και που χρησιμοποιούμε για τον υπολογισμό του t (δύναμη / μονάδα επιφανείας). Η σχέση (ή αξίω-μα) είναι γνωστή σαν “Αρχή του Cauchy”

(
Aξιώματα Euler
E1:   
[image: image629.wmf](

)

(

)

t

t

p

p

l

&

=

f

      
… (Δύναμη = μεταβολή ορμής)

E2:   
[image: image630.wmf](

)

(

)

o

o

m

;

p

h

;

p

t

t

&

=

 … (Ροπή = μεταβολή στροφορμής)

(
Θεωρήματα Cauchy
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, m, h παίρνουμε τα παρακάτω βασικά θεωρήματα της Μηχανικής Συνεχούς Μέσου

· 1.Θεώρημα Δράσης-Αντίδρασης (Cauchy’s Reciprocal Theorem):
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· 2.Θεώρημα Ύπαρξης του Τανυστού Τάσης, της Συμμετρικότητάς του ή Τοπικής Διατήρησης Ορμής και Στροφορμής (Cauchy) :
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· Προκύπτει ότι η “Lagrangean” μορφή διατήρησης (γραμμικής) ορμής είναι
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… “Piola-Kirchoff” τανυστής τάσης και 
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Aνακεφαλαιώνοντας, αποδείξαμε ότι 
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Καταστατικές ή Συντακτικές Εξισώσεις :

Οι παραπάνω μερικές διαφορικές εξισώσεις ισχύουν για όλα τα συνεχή (στερεά, υγρά κ.λ.π.) και είναι 7 στον αριθμό. Από τ’ άλλο μέρος οι άγνωστοί μας είναι 13, δηλ. ρ, 
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. Συνεπώς, όπως και στη μονοδιάστατη μηχανική Σ.Μ. χρειαζόμαστε επιπλέον εξισώσεις για τις ενδομοριακές δυνάμεις T, γνωστές σαν καταστατικές ή συντακτικές (constitutive) εξισώσεις. Aύτές είναι οι εξισώσεις που διαφοροποιούν το ένα υλικό από το άλλο

· Γραμμικό Ελαστικό Στερεό (Ισότροπο) :
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… λ και μ είναι οι σταθερές Lamé.

Λαμβάνοντας υπόψη ότι 
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… εξισώσεις Navier για τη μετατόπιση u γραμμικά ελαστικού στερεού.



Η παραπάνω σχέση αποδεικνύεται εύκολα με τη χρήση δεικτών κι είναι η γενίκευση στις τρεις διαστάσεις της εξίσωσης κύματος που είδαμε για το μονοδιάστατο ελαστικό στερεό. Η παραπάνω εξίσωση γράφεται με δείκτες σαν 
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 κι η επίλυσή της ουσιαστικά αποτελεί τη “Θεωρία Ελαστικότητας” (Γραμμική)

· Γραμμικό Νευτώνειο Υγρό :
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…  λ και μ σταθερές
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και η επίλυσή της ουσιαστικά αποτελεί τη “Θεωρία Ρευστομηχανικής”
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