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Περίληψη
Μια από τις σημαντικότερες ανακαλύψεις του εικοστού αιώνα ήταν η σύνθεση της θεωρίας του χάους. Φαίνεται να βρήκε μεγάλη απήχηση  στην επιστημονική κοινότητα και έφερε ένα νέο ρεύμα ανανέωσης στις επιστήμες αλλά και σε πεδία έξω από αυτή. Μόλις στις αρχές του εικοστού αιώνα ο Henri Poincare ανακάλυψε την ύπαρξη χαοτικών κινήσεων σε απλά μηχανικά συστήματα. Φυσικά η απεικόνιση του φαινομένου ήρθε μαζί με την ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών από τον Benoit Mandelbrot που οδήγησε στην ανακάλυψη των fractals. Το χάος φάνηκε να επέρχεται σε μη γραμμικά συστήματα που ήταν ευαίσθητα στις αρχικές συνθήκες. Έτσι καταλάβαμε ότι δεν συμπεριφερόντουσαν με τυχαίο τρόπο αλλά με χαοτικό που υπακούει σε διάφορες αρχές. Επίσης εμφανίστηκε σε διαγράμματα φάσης συστημάτων με τη μορφή των strange attractors που ήταν fractals. Τα fractals είναι μορφές που βασίζονται στην αυτό ομοιότητα δηλαδή είναι σχήματα που έχουν  την ίδια μορφή σε κάθε επίπεδο παρατήρησης τους. Παρά την εμφανή πολυπλοκότητα τους προέρχονται  από ένα απλό μοτίβο που επαναλαμβάνεται. Αυτές τους οι ιδιότητες τους παρέχουν μη ακέραιες διαστάσεις. Η ανακάλυψη της θεωρίας του χάους φάνηκε να βρίσκει εφαρμογή σε πολλά πεδία των επιστήμων εξηγώντας πολλά ερωτήματα που μέχρι τώρα έχουν προκύψει. Τα αποτελέσματα της χρήσης της θεωρίας του χάους  μπορούμε να τα παρατηρήσουμε στην καθημερινή μας ζωή ακόμα κι αν δεν γίνεται αντιληπτό σε όλους μας. Η θεωρία του χάους κάνει ακόμα τα πρώτα της βήματα δίνοντας χώρο στην επιστημονική κοινότητα για νέες εξελίξεις. 

Ιστορικά Στοιχεία

Στις αρχές του 19ου αιώνα ο Γάλλος μαθηματικός Πιερ Σιμόν, μαρκήσιος ντε Λαπλάς, είχε γράψει στην εισαγωγή του βιβλίου όπου πραγματευόταν τη Θεωρία των Πιθανοτήτων: «Αν ένα ον γνώριζε, σε μια συγκεκριμένη στιγμή, όλες τις δυνάμεις της φύσης, καθώς και τις θέσεις και τις ταχύτητες των σωμάτων που υπάρχουν στο Σύμπαν, θα είχε πλήρη γνώση του παρελθόντος και του μέλλοντος κάθε αντικειμένου, ζωντανού ή άψυχου.» Το συμπέρασμα αυτό το στήριζε στην πίστη του ότι η ισχύς των νόμων της Φυσικής είναι παγκόσμια και ότι οι μαθηματικές εξισώσεις που περιγράφουν αυτούς τους νόμους είναι δυνατό να λυθούν ακριβώς. Κατά τον Λαπλάς, λοιπόν, η έννοια της πιθανότητας οφείλεται μόνο στην ατελή γνώση που έχουμε για τους νόμους και τις αρχικές συνθήκες δημιουργίας του Σύμπαντος. 

Στη συγκεκριμένη περίπτωση ο νόμος που είχε κατά νου ο Λαπλάς ήταν ο τρίτος νόμος της κίνησης του Νεύτωνα, σύμφωνα με τον οποίο η κίνηση οιουδήποτε σώματος είναι δυνατόν να περιγραφεί με μία εξίσωση που περιλαμβάνει τη θέση, την ταχύτητα και την επιτάχυνσή του, αν είναι γνωστή η δύναμη που ασκείται σε αυτό. Η σημασία του συμπεράσματος είναι προφανής για τη φιλοσοφία και τη ηθική: αν οι κινήσεις όλων των σωμάτων, από τα μικρότερα άτομα στο σώμα μας μέχρι τα μεγαλύτερα αστέρια σε ένα γαλαξία, καθοδηγούνται από αυστηρούς μαθηματικούς νόμους, τότε δεν υπάρχει η ελευθερία βούλησης των ανθρώπων!
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Έπρεπε να περάσουν 100 χρόνια περίπου, δηλαδή να φτάσουμε στις αρχές του 20ου αιώνα για να αποκατασταθεί η ελευθερία βούλησης των ανθρώπων από την ανακάλυψη ενός φαινομένου από τον μεγάλο μαθηματικό και αστρονόμο Henri Poincare. Αυτό το φαινόμενο ήταν η ύπαρξη χαοτικών κινήσεων ακόμη και στα απλούστερα συστήματα της Κλασικής Μηχανικής. Ο πλανήτης Ποσειδώνας ανακαλύφθηκε το 1846 και είχε προβλεφτεί από διαφορές στην τροχιά του πλανήτη Ουρανού. Ο βασιλιάς της Νορβηγίας, Όσκαρ ΙΙ ήθελε να βραβεύσει οποιονδήποτε απεδείκνυε ότι το ηλιακό σύστημα ήταν σταθερό. Ο Poincare προσέφερε μία λύση αλλά όταν ένας φίλος του βρήκε λάθος στους υπολογισμούς του, επανήλθε με μια δεύτερη λύση. Αυτή η λύση ήταν ότι δεν υπήρχε λύση. Ούτε οι νόμοι του Νεύτωνα μπορούσαν να εξηγήσουν το παράδοξο. Αυτό γιατί έψαχνε για σταθερότητα σε ένα σύστημα όπου δεν υπήρχε καθόλου.
Δυστυχώς το σημαντικότατο αυτό αποτέλεσμα, στο οποίο ο Γάλλος μαθηματικός κατέληξε βασιζόμενος μόνο σε ποιοτικούς γεωμετρικούς συλλογισμούς και χωρίς να χρησιμοποιήσει σχήματα, δεν ήταν δυνατό να εκτιμηθεί στην εποχή του, αφού έλειπε ακριβώς ο τρόπος με τον οποίο θα μπορούσε κανείς να αποκτήσει μια ποσοτική αίσθηση του φαινομένου.

Η ποσοτική απεικόνιση του φαινομένου κατέστη εύκολη με την απαρχή της χρήσης των ηλεκτρονικών υπολογιστών την δεκαετία του 1950. Αυτός ήταν ο ένας από τους τρεις λόγους που οδήγησε στη γέννηση της θεωρίας του χάους. Οι άλλοι δύο λόγοι ήταν το μεγάλο ενδιαφέρον που αναπτύχθηκε στην επιστημονική κοινότητα για την ακανόνιστη συμπεριφορά διαφόρων φαινομένων καθώς και η παροχή σε αυτό το φαινόμενο μιας δικιάς του ταυτότητας, με αποτέλεσμα την δημιουργία ενός νέου κλάδου των μαθηματικών που θα μπορούσε να απασχολήσει περισσότερους ερευνητές. Αυτοί οι τρεις λόγοι με λίγα λόγια παρείχαν την τεχνική, τα κίνητρα και την κατανόηση.

Ένας πρωτοπόρος της θεωρίας του χάους ήταν ο Edward Lorenz ο οποίος συμπτωματικά συνάντησε το φαινόμενο του χάους όσο δούλευε για την πρόβλεψη του καιρού το 1961. Αυτός χρησιμοποιούσε ένα απλό πρόγραμμα προσομοίωσης του καιρού. Εκεί ανακάλυψε ότι μικρές διαφορές στις αρχικές συνθήκες δίνουν τεράστιες διαφορές στα τελικά αποτελέσματα. Ο όρος “χάος” όπως χρησιμοποιείται από τους μαθηματικούς σήμερα πλάστηκε από τον μαθηματικό James A. Yorke.
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Ο πρώτος τύπος μαθηματικής σκέψης που προϋπήρχε, χρησιμοποιεί σύμβολα και θεωρίες και είναι επικεντρωμένος στο να αναλύσει όλο και πιο πολύπλοκα συστήματα. Με τη γέννηση της θεωρίας του χάους, δημιουργήθηκε ο δεύτερος τύπος μαθηματικής σκέψης που χρησιμοποιεί περισσότερο σχήματα και μορφές για να αποτυπώσει κάποια συμπεράσματα πιο εύκολα. Η γλώσσα του χάους έχει ισχυρό γεωμετρικό χαρακτήρα. Η γεωμετρία χρησιμοποιείται από τους ερευνητές για να παρουσιάσουν τα δεδομένα τους, όχι πλέον με πίνακες αριθμών και απλά γραφήματα, αλλά με πολυδιάστατες καμπύλες και επιφάνειες. Αυτό οδήγησε στην δημιουργία των fractals.
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Η επιστήμη των Fractals ήταν μια ανακάλυψη του μαθηματικού Benoit Mandelbrot.  Την εποχή της δράσης του (1935) κυριαρχούσε ο πρώτος τύπος μαθηματικής σκέψη που ήταν πολύ αναλυτικός και θεωρητικός. Σε αντίθεση με αυτό το ρεύμα, ο Mandelbrot απεικόνισε τα προβλήματά του, προτιμώντας τη γεωμετρία από την θεωρητική ανάλυση. Το 1958 έγινε μέλος της ομάδας της IBM, όπου και ξεκίνησε την μαθηματική ανάλυση του ηλεκτρονικού “θορύβου”. Τότε είναι που παρατήρησε μια ιεραρχημένη διακύμανση σε όλες τις κλίμακες, την οποία δεν μπορούσε να εξηγήσει από τις υπάρχουσες στατιστικές μεθόδους. Στα χρόνια που ακολούθησαν ανέπτυξε τη γεωμετρία των fractals. Η λέξη fractal χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον ίδιο το 1975.  

Όσο οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές αυξάνονταν σε επεξεργαστική ισχύ και σε δυνατότητες γραφικών, κατέστη δυνατό να εκτυπωθούν απίστευτες fractal εικόνες. Σήμερα υπάρχουν πολλά προγράμματα ηλεκτρονικών υπολογιστών, προσβάσιμα στο ευρύ κοινό, τα οποία σχεδιάζουν μία μεγάλη γκάμα από fractals. Μερικά από αυτά τα fractals είναι πολύ θεαματικά, με εκπληκτικά χρώματα και σχήματα. Ίσως ο βασιλιάς των fractals είναι το Mandelbrot Set που πήρε το όνομά του από τον ίδιο. Άλλα γνωστά fractals είναι το Koch Snowflake και το Sierpinski Triangle.
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Περιγραφή του μοντέλου


Ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων ή εξισώσεων διαφοράς είναι γνωστό σαν δυναμικό σύστημα, επειδή αλλάζει σε σχέση με το χρόνο. Οι διαφορικές εξισώσεις χρησιμοποιούνται για συνεχές χρόνο, όπου δηλαδή ο χρόνος μπορεί να πάρει οποιαδήποτε πραγματική τιμή, ενώ οι εξισώσεις διαφοράς χρησιμοποιούνται για διακριτό χρόνο, όπου δηλαδή ο χρόνος παίρνει μόνο ακέραιες τιμές. Και τα δύο συστήματα είναι ντετερμινιστικά γιατί οι λύσεις τους εξαρτώνται μόνο από τις αρχικές συνθήκες. Έτσι φαίνεται ότι κάθε δυναμικό σύστημα είναι ντετερμινιστικό, που σημαίνει ότι μπορούμε να προβλέψουμε ανά πάσα στιγμή την μελλοντική του κατάσταση. Αυτό είναι το ρεύμα του ντετερμινισμού που ξεκίνησε από τους αρχαίους Έλληνες, εισήχθη στην επιστήμη κατά τον μεσαίωνα και τελειοποιήθηκε με του νόμους του Ισαάκ Νεύτωνα. Οι Νευτώνειοι νόμοι καθιερώθηκαν στην εξήγηση του πλανητικού μοντέλου και παραμένουν κυρίαρχοι μέχρι σήμερα.


Ένα μη γραμμικό δυναμικό σύστημα μπορεί να παρουσιάσει μία ή περισσότερες από τις παρακάτω συμπεριφορές:

· Ακινησία

· Να επεκτείνεται στο άπειρο

· Περιοδική κίνηση

· Ημιπεριοδική κίνηση

· Χαοτική κίνηση

Ο τύπος συμπεριφοράς που θα παρουσιάσει το κάθε σύστημα εξαρτάται από την αρχική κατάσταση και από τις παραμέτρους του συστήματος.

Εμείς εξετάζουμε την χαοτική κίνηση που έδωσε το όνομά της και στη θεωρία. Κριτήριο για ένα δυναμικό σύστημα να εμφανίζει χαοτική κίνηση είναι να παρουσιάζει μεγάλη ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες.

Ένα δυναμικό σύστημα είναι ευαίσθητο στις αρχικές συνθήκες αν οι λύσεις x(t) και X(t), ενώ ξεκινάνε από τις αρχικές συνθήκες x(0) και X(0) που είναι πολύ κοντά μεταξύ τους, παρατηρούμε ότι γίνονται θεαματικά διαφορετικές για αρκετά μεγάλες τιμές του t. 


Για παράδειγμα χρησιμοποιούμε κάποιες εξισώσεις που χρησιμοποιούνται για να προβλεφτεί σε ένα μοντέλο η θερμοκρασία με την πάροδο του χρόνου. Θέτουμε αρχική θερμοκρασία 300C. Το διάγραμμα χρόνου που παίρνουμε είναι το εξής:
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Παρατηρούμε ότι η αλλαγή θερμοκρασίας φαίνεται να είναι τυχαία αλλά στην πραγματικότητα δεν υπάρχει καμία απολύτως τυχαιότητα γιατί όπως είπαμε είναι απολύτως προβλέψιμη αφού βασίζεται σε σταθερές μαθηματικές εξισώσεις που έχουμε θέσει εμείς.

Τώρα κάνουμε μία μικροσκοπική αλλαγή στην αρχική θερμοκρασία. Την θέτουμε 30,0000010C. Να έχουμε στον νου μας ότι τα ακριβέστερα θερμόμετρα που μπορούμε να διαθέτουμε έχουν ακρίβεια μέχρι το δεύτερο δεκαδικό ψηφίο. Επομένως μία αλλαγή στο έκτο δεκαδικό θεωρείται αμελητέα. Το διάγραμμα χρόνου που παίρνουμε τώρα είναι το εξής:
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Με μια πρώτη ματιά δεν φαίνεται να υπάρχει διαφορά. Έτσι θα μπορούσε κάποιος επιστήμονας να το προσπεράσει και να αρχίσει να δουλεύει σε οποιοδήποτε από τα δύο διαγράμματα για να βγάλει τα αποτελέσματά του. Μπορούμε όμως να βασιζόμαστε σε αυτά τα αποτελέσματα; Για φανεί το μέγεθος της αλλαγής συγκρίνουμε τα δύο διαγράμματα:
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Αυτό που παρατηρούμε είναι ότι μετά από 2.5 δευτερόλεπτα τα δύο διαγράμματα χάνουν τον συγχρονισμό τους και δεν τον ξαναβρίσκουν ποτέ. Κάποιος δηλαδή που θα υπολόγιζε την θερμοκρασία στον χρόνο των 2.5sec από το πρώτο διάγραμμα θα την υπολόγιζε 28,50C ενώ κάποιος που θα επέλεγε το δεύτερο διάγραμμα θα την υπολόγιζε 31,50C. Εμφανίστηκε δηλαδή μια διαφορά 30C που είναι μια σημαντική διαφορά αν αναλογιστούμε την αφάνταστα μικρή διαφορά από την οποία ξεκίνησαν τα δύο διαγράμματα που είναι φυσικά μη αντιληπτή.

Το πρόβλημα με ένα σύστημα ευαίσθητο στις αρχικές συνθήκες είναι ότι μία μικρή διαφορά συνεχώς την ενισχύει και τελικά την κάνει αρκετά μεγάλη ώστε να θεωρείται σημαντική. Όσο πιο μικρή είναι αυτή η διαφορά, τόσο περισσότερο χρόνο χρειάζεται για να μεγαλώσει με αυτόν τον τρόπο. Αλλά μία διαφορά ακόμα και στο δισεκατομμυριοστό δεκαδικό ψηφίο, σε κάποια χρονική στιγμή θα γίνει αρκετά σημαντική για να μας εμφανίζει διαφορετικά αποτελέσματα. Ένα σύστημα ευαίσθητο στις αρχικές συνθήκες όμως δεν εμφανίζει από μόνο του χάος, γιατί παραμένει ντετερμινιστικό. Αλλά πρακτικά, η γνώση μας για τις αρχικές συνθήκες είναι περιορισμένες. Στη φυσική, οι πιο ακριβείς μετρήσεις γίνονται μέχρι το 12 δεκαδικό ψηφίο. Επίσης δεν είναι δυνατόν να γνωρίζουμε ποια είναι η κατάσταση ενός συστήματος σε κάθε χωρικό του σημείο. Οπότε αν αυτές οι μικροδιαφορές στις αρχικές συνθήκες ενισχύονται συνεχώς, μετά από ορισμένο διάστημα θα είναι αδύνατο να προβλέψουμε την κατάσταση του συστήματός μας. 
Για ένα καρφί χάθηκε ένα πέταλο 
Για ένα πέταλο χάθηκε ένα άλογο 
Για ένα άλογο χάθηκε ένας ιππότης 
Για έναν ιππότη χάθηκε ένα μήνυμα 
Για ένα μήνυμα χάθηκε μια μάχη 
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Για μια μάχη χάθηκε ένας πόλεμος
Για έναν πόλεμο χάθηκε ένα βασίλειο 
Για ένα βασίλειο χάθηκε μια αυτοκρατορία 
ΧΑΟΣ
Αν αλλάξεις κάτι μικρό ποτέ δεν ξέρεις μέχρι που θα φτάσει αυτή η αλλαγή!


 Έτσι προέκυψε το διάσημο ρητό του φαινομένου της πεταλούδας, σύμφωνα με το οποίο “το πέταγμα μιας πεταλούδας στην Ινδία μπορεί να έχει ως αποτέλεσμα έναν τυφώνα στο Τέξας”. Ποτέ δεν θα μπορέσουμε να μάθουμε αυτές οι μικροελάχιστες αλλαγές που προκαλεί στην ατμόσφαιρα το πέταγμα μιας πεταλούδας τι επιπτώσεις μπορεί να έχουν στο καιρό ανά τη γη όχι για μια μόνο χρονική στιγμή αλλά και για αιώνες αργότερα! 

Αυτή ήταν και η σημαντική ανακάλυψη του Edward Lorenz ο οποίος όπως προαναφέραμε στα ιστορικά, χρησιμοποιούσε ένα απλό πρόγραμμα προσομοίωσης του καιρού. Ήθελε να ξαναδεί μία ακολουθία αποτελεσμάτων και για να εξοικονομήσει χρόνο ξεκίνησε ξανά την προσομοίωση από τη μέση της προηγούμενης πληκτρολογώντας τις δεδομένες τιμές που είχε σε εκείνο το σημείο. Προς έκπληξή του το πρόγραμμα προέβλεπε εντελώς διαφορετικά αποτελέσματα. Αυτό συνέβη μόνο γιατί θεώρησε περιττό να δηλώσει τα δεδομένα και με τα πέντε δεκαδικά ψηφία που του έδινε ο υπολογιστής αλλά μόνο με τρία. Όταν είδε αυτές τις διαφορές εξεπλάγη και αναρωτήθηκε αν ο υπολογιστής του είχε κάποιο σφάλμα. Ξανά έκανε τους ίδιους υπολογισμούς σε άλλους υπολογιστές και ανακάλυψε ότι σε διαφορετικούς υπολογιστές παίρνει και διαφορετικά αποτελέσματα. 

Η λέξη “χάος” χρησιμοποιείται γιατί τα συστήματα που πολλαπλασιάζουν το αρχικό σφάλμα επιδεικνύουν πολύ ανώμαλα αποτελέσματα. Αυτό δεν σημαίνει ότι τα αποτελέσματα δεν ακολουθούν κάποιο σχέδιο. Απλώς αυτό το σχέδιο δεν γίνεται εύκολα αντιληπτό από το ανθρώπινο μάτι. Δηλαδή το χάος δεν ισούται με την τυχαιότητα. 

Ένα σύστημα θεωρείται τυχαίο, όταν μία τιμή του σε μια ορισμένη στιγμή δεν εξαρτάται από την τιμή που είχε στις προηγούμενες στιγμές. Έτσι αν γνωρίζουμε μία ακολουθία τιμών σε συγκεκριμένες χρονικές στιγμές, αυτό δεν θα μας δώσει την ικανότητα να προβλέψουμε τις τιμές που θα ακολουθήσουν. Ένα τέτοιο παράδειγμα τυχαίου συστήματος είναι όταν τραβάμε χαρτιά από μία ανακατεμένη τράπουλα. Το χαρτί που θα τραβήξουμε μία στιγμή δεν σχετίζεται με τα χαρτιά που τραβήξαμε στο παρελθόν ή που θα τραβήξουμε στο μέλλον. Ακόμα και αν κάποια στιγμή τύχει να τραβήξουμε μία ακολουθία χαρτιών, για παράδειγμα 3 3 2 7 8 5,  που είχε εμφανιστεί κάποια στιγμή στο παρελθόν (9 8 3 3 2 7 8 5 6 2 4), κανένας δεν μας διαβεβαιώνει ότι το επόμενο χαρτί θα είναι αυτό που είχαμε τραβήξει αμέσως μετά και στο παρελθόν, δηλαδή το 6.  

Αντιθέτως τα χαοτικά συστήματα δεν είναι έτσι. Αυτά παραμένουν ντετερμινιστικά. Γνώση από αρκετές προηγούμενες τιμές, μας δίνει πληροφορίες για την επόμενη τιμή. Βέβαια δεν μπορούμε επίσης να προβλέψουμε με ακρίβεια το μέλλον γιατί πάντα το σύστημα εξαρτάται από τα σφάλματα στις αρχικές συνθήκες. Δηλαδή η χαοτική κίνηση είναι προβλέψιμη μόνο για το πολύ κοντινό μέλλον. 
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Ένα παράδειγμα χαοτικής κίνησης είναι το απλό εκκρεμές. Το εκκρεμές εξηγείται απόλυτα από τους νόμους του Νεύτωνα. Με αντικαταστάσεις στον νόμο ma = F, παίρνουμε την εξίσωση που μας προσδιορίζει ανά πάσα στιγμή την θέση του εκκρεμούς, η οποία είναι: 

x’’ = g sin θ. 

όπου x είναι η θέση του εκκρεμούς, θ είναι η γωνία του εκκρεμούς από την κατακόρυφο και  g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας 

Ενώ θεωρητικά θα έπρεπε αυτή η εξίσωση να μας δίνει τη δυνατότητα να προβλέπουμε τη θέση του εκκρεμούς, η αλήθεια είναι ότι μπορούμε να την προβλέπουμε μόνο για μικρό χρονικό διάστημα και όχι επ’αόριστον γιατί οι αριθμοί g και sinθ (σε συγκεκριμένες θέσεις) έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία. Εμείς για τους υπολογισμούς μας θα χρησιμοποιούσαμε λίγα δεκαδικά ψηφία με αποτέλεσμα με την πάροδο του χρόνου να χάνουμε ολοένα και περισσότερο την ακριβή θέση του εκκρεμούς, έτσι ώστε να έφτανε κάποια στιγμή που εμείς ενώ θα το υπολογίζαμε σε μία ακραία θέση, αυτό θα ήταν στην ακριβώς αντίθετη!    

Ο τροχός της ρουλέτας είναι επίσης ένα χαοτικό σύστημα. Στα μάτια του αδαούς φαίνεται εύκολο να πει ότι είναι ένα τυχαίο σύστημα. Και όμως,  θεωρητικά, είναι ένα ντετερμινιστικό σύστημα αφού πρέπει να υπακούει στους νόμους του Νεύτωνα. Έτσι αν γνωρίζουμε από ποιο ύψος θα πέσει η μπάλα, σε ποιο σημείο της ρουλέτας θα πέσει, το βάρος της μπάλας, την ταχύτητα με την οποία γυρνάει ο τροχός και τις διαστάσεις του τροχού, τότε πρέπει να βρισκόμαστε σε θέση να υπολογίσουμε με διάφορες εξισώσεις πως θα κινηθεί η μπάλα, τι άλματα θα κάνει και τελικά σε ποιο σημείο ακριβώς θα σταματήσει. Όμως πρακτικά, αυτό το σύστημα είναι πολύ ευαίσθητο στις αρχικές συνθήκες. Έτσι αν κάνουμε ένα μικροσκοπικό λάθος μέτρησης (πράγμα πολύ λογικό αν αναλογιστούμε όλες τις ανωμαλίες μιας ρουλέτας), όλα αυτά τα στάδια που πρέπει να περάσει η μπάλα θα ενισχύσουν το λάθος και τελικά θα έχουμε μία εντελώς διαφορετική θέση της μπάλας από αυτήν που προβλέψαμε.

Φυσικά άλλο ένα τέτοιο παράδειγμα χαοτικού μοντέλου είναι ο καιρός. Για να μπορούμε να προβλέπουμε τον καιρό, θα έπρεπε να ξέρουμε επακριβώς τις αρχικές συνθήκες. Αυτές είναι η θερμοκρασία και η ατμοσφαιρική πίεση. Με πόσο ακρίβεια όμως θα μπορούσαμε να τις καταμετρήσουμε όταν τα πιο ακριβή θερμόμετρα και βαρόμετρα περιορίζονται στα δύο δεκαδικά ψηφία. Θα έπρεπε να εφεύρουμε μία μηχανή να καταμετράει με ακρίβεια απείρων δεκαδικών ψηφίων αυτές τις δυο παραμέτρους. Αλλά δεν αρκεί αυτό. Επίσης θα έπρεπε να ξέρουμε τις τιμές για οποιοδήποτε σημείο της ατμόσφαιρας. Άρα θα έπρεπε να γεμίσουμε την ατμόσφαιρα με αυτήν τη νοητή μηχανή. Αυτό είναι αδύνατο. Στην πραγματικότητα οι μετρήσεις γίνονται σε σημεία που απέχουν αρκετά χιλιόμετρα μεταξύ τους.
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Ένας τρόπος για να απεικονίσουμε τη χαοτική κίνηση, η οποιαδήποτε κίνηση είναι να φτιάξουμε ένα διάγραμμα φάσης της κίνησης. Σε ένα τέτοιο διάγραμμα κάθε άξονας παριστάνει μία διάσταση της κατάστασης που βρίσκεται το σύστημα. Παραδείγματος χάριν, ένα σύστημα σε ισορροπία θα απεικονίζεται με ένα σημείο, ενώ μια περιοδική κίνηση θα απεικονίζεται με μία κλειστή καμπύλη. Ένα διάγραμμα φάσης για ένα συγκεκριμένο σύστημα εξαρτάται από την αρχική κατάσταση του συστήματος όπως και από αρκετές παραμέτρους. Μερικές φορές το διάγραμμα φάσης εμφανίζει το σύστημα να κάνει συνεχώς την ίδια κίνηση για όλες τις αρχικές καταστάσεις σε μια περιοχή γύρω από την περιοχή της κίνησης, σαν το σύστημα να έλκεται σε αυτήν την κίνηση. Αυτή η κίνηση ονομάζεται attractor (ελκυστής) για αυτό το σύστημα.

Το χάος έχει πολλές πλευρές. Μία από αυτές, όπως μιλήσαμε παραπάνω, είναι η ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες. Για παράδειγμα παίρνουμε την εξίσωση:

x n+1 = a xn (1 - x n)

και διαλέγουμε μία συγκεκριμένη τιμή, για παράδειγμα a = 3.4. Αφού επαναλάβουμε πολλές φορές την εξίσωση, θα δούμε ότι όταν πάρουμε δύο σημεία πολύ κοντά μεταξύ τους, θα πάρουμε αποτελέσματα που διαφέρουν κατά πολύ. 
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Μία άλλη πλευρά των χαοτικών συστημάτων εμφανίζεται μόνο σε συγκεκριμένες διαφορετικές τιμές παραμέτρων. Για παράδειγμα, αν στην ίδια εξίσωση θεωρήσουμε a = 1.2, και επαναλάβουμε την ίδια εργασία, δεν παίρνουμε καθόλου ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες. Αντιθέτως, παίρνουμε τροχιές που τείνουν να συναντηθούν σε ένα συγκεκριμένο σημείο, δηλαδή έναν attractor (ελκυστή). Εάν το εν λόγω σύνολο καταλαμβάνει ολόκληρη επιφάνεια χωρίς συγκεκριμένη διάταξη, τότε λέγεται strange attractor (παράξενος ελκυστής). Διάσημο παράδειγμα τέτοιου attractor αποτελεί ο Attractor του Lorenz που τον ανακάλυψε όταν μελετούσε τα ατμοσφαιρικά δυναμικά και χρησιμοποίησε τις τρεις παρακάτω εξισώσεις:

dx/dt = β(y-x)

dy/dt = rx-y-xz

dz/dt = xy-bz
Με την επανάληψη αυτών των εξισώσεων εμφανίστηκε ο  strange attractor.


Άλλος ένας γνωστός attractor είναι αυτός του Rossler ο οποίος βασίζεται στις παρακάτω εξισώσεις:

dx/dt = -y-z

dy/dt = x + ay

dz/dt = b + z(x-c)

Μετά την επανάληψη αυτών των εξισώσεων εμφανίστηκε ένας επίσης strange attractor.

Η ύπαρξη ενός strange attractor προκαλεί το απρόβλεπτο της συμπεριφοράς ενός συστήματος. Τώρα όσο η τιμή a αυξάνεται, το σύστημα ταλαντώνεται ανάμεσα σε δύο διαφορετικούς attractors. Μετά από λίγο, οι attractors γίνονται τέσσερις, μετά οχτώ και συνεχίζουν να διπλασιάζονται μέχρι που εμφανίζεται το χάος. Αυτή είναι η Bifurcation Theory (Θεωρία των Διχαλοδρομήσεων). Αυτή η τιμή a (που ονομάζεται “αργή μεταβλητή”) πρέπει να υπερβεί ένα όριο, ώστε να εμφανιστούν οι πολλαπλές λύσεις με τάσεις συνεχούς διακλάδωσης των λαμβανόμενων αριθμητικών αποτελεσμάτων. Ακόμα και όταν επικρατήσει το χάος, μπορούμε να δούμε “νησιά” κανονικότητας ανάμεσα σε “νησιά” χάους. 
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Αυτή η θεωρία των Διχαλοδρομήσεων στη Βιολογία ανακαλύφθηκε από έναν βιολόγο, τον Robert May. Αυτός χρησιμοποίησε την οικολογική μορφή της εξίσωσης που χρησιμοποιείται για να προβλέψει το μέγεθος ενός πληθυσμού σε διακριτή χρονική μεταβολή:

Ν(t+1) = r N(t) (1 – N(t)) 

όπου Ν είναι ένας αριθμός μεταξύ 0 και 1, με 0 να αντιπροσωπεύει την εξαφάνιση και 1 την τέλεια επικράτηση ενώ το r είναι ο ενδογενής ρυθμός ανάπτυξης. Σε χαμηλούς ρυθμούς ενδογενούς ανάπτυξης ο πληθυσμός σταθεροποιούταν σε ένα σταθερό αριθμό. Όσο αύξανε τον ρυθμό ανάπτυξης, τόσο αυξανόταν αυτός ο τελικός αριθμός στον οποίο κατέληγε ο πληθυσμός. Τότε συνέβη κάτι περίεργο. Όταν ο ρυθμός ανάπτυξης ξεπέρασε το 3, η γραμμή που αντιπροσώπευε τον πληθυσμό έσπασε στα δύο. Έτσι καθιερώθηκαν δύο διαφορετικοί πληθυσμοί. Όταν συνέχισε να αυξάνει τον ενδογενή ρυθμό ανάπτυξης παρατήρησε ότι ο πληθυσμός χωρίστηκε στα δύο και μετά ξανά χωρίστηκε στα τέσσερα. Με ακόμα περισσότερη αύξηση του r, οι διχάλες παρουσιάζονταν ολοένα και πιο γρήγορα μέχρι που εμφανίστηκε το χάος. Έτσι παρουσιάστηκε το διάγραμμα των διχαλοδρομήσεων με τα “νησιά” χάους και τάξης. Εδώ το ρόλο της “αργής μεταβλητής” έπαιξε ο ενδογενής ρυθμός ανάπτυξης r. 
 Εάν το σύνολο των σημείων ισορροπίας ενός συστήματος συρρικνωθεί σε ένα μόνο σημείο, τότε έχουμε την κλασική έννοια τού σημείου ισορροπίας (point attractor). Ένας τέτοιος attractor είναι για παράδειγμα ο νεροχύτης μας.

Εκτός των attractors, υπάρχουν και σύνολα σημείων τα οποία εξωθούν το σύστημα σε ανισορροπία. Τα σημεία αυτά λέγονται repellers (απωθητές). Τέτοια σενάρια που απεικονίζουν την εξέλιξη προς το χάος και την απομάκρυνση από αυτό πιστεύεται ότι είναι καθολικά. Αυτό σημαίνει ότι εμφανίζονται σε πολλά διαφορετικά δυναμικά και φυσικά συστήματα.

Μία σπουδαία ανακάλυψη ήταν αυτή που έκανε ο επιστήμονας με το όνομα Feigenbaum όταν μελετούσε ένα διάγραμμα Διχαλοδρομήσεων. Έψαχνε να βρει με τι ταχύτητα εμφανιζόντουσαν οι διχάλες. Ανακάλυψε ότι εμφανίζονταν με ένα σταθερό ρυθμό και τον υπολόγισε ίσο με 4,669. Με άλλα λόγια ανακάλυψε την ακριβή κλίμακα αυτό-ομοιότητας του διαγράμματος Διχαλοδρομήσεων. Όταν σμίκρυνε μία ομάδα διχάλων 4.669 φορές, γινόταν όμοια με την αμέσως επόμενη ομάδα διχάλων που εμφανίζονταν. Αποφάσισε να ερευνήσει και διαγράμματα άλλων εξισώσεων και ανακάλυψε ότι ισχύει παντού ο ίδιος αριθμός. Ανακάλυψε δηλαδή ότι το διάγραμμα Διχαλοδρομήσεων το οποίο είναι αποτέλεσμα των strange attractors είναι fractal! 

[image: image20.png]


Τελικά μας αποκαλύπτεται η σχέση ανάμεσα στο χάος και στα fractals. Τα fractals αποτελούν τον ένα τρόπο με τον οποίο μπορούμε να απεικονίσουμε το χάος. Δηλαδή υπάρχουν δύο τρόποι για να απεικονίσουμε το χάος. Ο ένας είναι ως διάγραμμα χρόνου, όπως ένα εγκεφαλογράφημα, το οποίο έχει τοποθετημένο το χρόνο στον έναν άξονά του. Εδώ το χάος εμφανίζεται αν πάρουμε δυο γραμμές σε ένα διάγραμμα για τα ίδια δεδομένα, αλλά έχουν μια πολύ μικρή διαφορά στις αρχικές συνθήκες. Μετά από λίγο θα παρατηρήσουμε ότι οι δύο γραμμές χάνουν τον συγχρονισμό τους και οι διαφορά τους γίνεται τόσο μεγάλη ώστε να είναι σημαντική στο χρόνο που μετράμε.
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Ο δεύτερος τρόπος για να απεικονίσουμε το χάος είναι να φτιάξουμε μία αναπαράσταση της κατάστασης του συστήματος, που όπως αναφέραμε ονομάζεται διάγραμμα φάσης. Σε αυτό το διάγραμμα αγνοούμε το χρόνο και απεικονίζουμε τη θέση που έχει κάθε φορά το σύστημα. Όταν τα σύστημά μας κάνει χαοτική κίνηση θα εμφανιστούν attractors στο διάγραμμα οι οποίοι στην ουσία είναι fractals.

Τα fractals βασίζονται στην ιδέα της αυτό-ομοιότητας. Είναι γεωμετρικά σχήματα τα οποία έχουν μορφή σε όλες τις κλίμακες. Αυτό σημαίνει ότι η μορφή τους παραμένει το ίδιο ακανόνιστη άσχετα από το πόσο θα τα μεγεθύνουμε ή θα τα σμικρύνουμε. Για παράδειγμα αν πάρουμε έναν κύκλο, όσο μεγεθύνουμε ένα κομμάτι του, τόσο θα αρχίζει να μοιάζει με ευθεία γραμμή. Επίσης σε μία σφαίρα, όσο μεγεθύνουμε ένα σημείο της τόσο αρχίζει αυτό να μοιάζει με επίπεδο. Για αυτό άλλωστε και στην αρχαιότητα πίστευαν ότι η γη είναι επίπεδη. Άρα ο κύκλος και η σφαίρα δεν είναι fractals. 
Μερικές φορές, όσο μεγεθύνουμε ένα fractal, παίρνουμε την ίδια εικόνα με την αρχική. Αυτά τα fractals τα ονομάζουμε αυτό-όμοια. Βέβαια γενικώς τα fractals δε χρειάζεται να είναι αυτό-όμοια. Η αυτό-ομοιότητα είναι ένα χαρακτηριστικό των πιο απλών fractals. 
Για να καταλάβουμε αυτή την ομοιότητα θα χρησιμοποιήσουμε ένα δέντρο. Άμα σπάσουμε ένα κλαδί και το συγκρίνουμε με το δέντρο θα δούμε ότι είναι παρόμοια μεταξύ τους. Επίσης ένα μεγαλύτερο ή ένα μικρότερο κλαδί επίσης μοιάζει [image: image22.png]Conclusion




με το δέντρο και με το κλαδί μας. Δηλαδή με λίγα λόγια, το δέντρο απαρτίζεται από μέλη όμοια με το ίδιο. Άλλο ένα παράδειγμα είναι το κουνουπίδι και το μπρόκολο. Αυτά απαρτίζονται από κλαδιά που μοιάζουν με μικρά κουνουπίδια και μπρόκολα και με τη σειρά τους απαρτίζονται από ακόμα μικρότερα κλαδάκια επίσης μοιάζουν με το όλο φυτό. 

Παγκοσμίως γνωστά fractals είναι το Cantor set. Αυτά παράγονται παίρνοντας μία γραμμή με μήκος 1 και αφού την χωρίσουμε στα τρία, σβήσουμε το μεσαίο κομμάτι. Έτσι συνεχίζουμε τη διαδικασία παίρνοντας κάθε φορά δύο κομμάτια από μία γραμμή που είναι όμοια με αυτήν αλλά στο 1/3 του μήκους της. 

Άλλο ένα γνωστό σετ από fractals είναι το Koch Curve. Αυτά παράγονται ξεκινώντας από ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Αφού χωρίσουμε κάθε πλευρά του στα τρία, αντικαθιστούμε το μεσαίο κομμάτι με άλλο ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Στη συνέχεια κάνουμε το ίδιο για κάθε πλευρά τριγώνου που παρουσιάζεται στο σχήμα μας. Το αποτέλεσμα μας είναι ένα σχήμα που μοιάζει με χιονοστιβάδα.



Ένα δύσκολο για να κατανοήσουμε κομμάτι είναι οι διαστάσεις των fractals. Στον τρισδιάστατο χώρο που ζούμε, μας είναι πολύ δύσκολο να αντιληφθούμε άλλες διαστάσεις. Στην καθημερινότητά μας χρησιμοποιούμε τη λέξη διάσταση σε σχέση με τον χώρο. Αλλά στη μαθηματική θεωρία, διαστάσεις είναι ο μέγιστος αριθμός των ανεξάρτητων συντεταγμένων που χρειάζεται για να καθορίσουμε ένα μοναδικό σημείο. Δηλαδή είναι ο αριθμός των συντεταγμένων που χρειάζεται για να δημιουργήσουμε ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων. Για παράδειγμα η επιφάνεια μίας σφαίρας είναι στην πραγματικότητα σχήμα δύο διαστάσεων γιατί απαιτεί μόνο δύο συντεταγμένες για να καθοριστεί, το γεωγραφικό μήκος και το γεωγραφικό πλάτος. Έτσι ένα σημείο έχει μία μόνο διάσταση, μία γραμμή επίσης μόνο μία διάσταση, μία επιφάνεια έχει δύο διαστάσεις, ένα γεωμετρικό στερεό έχει τρεις διαστάσεις, ο χωροχρόνος έχει τέσσερις διαστάσεις. Το σύστημα φάσης Γης – Σελήνης -  Ήλιου έχει 18 διαστάσεις! Αυτό γιατί κάθε ένα από τα τρία σώματα θέλει τρεις διαστάσεις για τον χώρο και άλλες τρεις διαστάσεις για την ταχύτητά του. 

Όλα καλά μέχρι εδώ αλλά το περίεργο με τα fractals είναι ότι έχουν μη ακέραιες διαστάσεις. Για παράδειγμα, το fractal Cantor set, μετά από τους απαραίτητους μαθηματικούς υπολογισμούς, βλέπουμε ότι έχει 0,63 διάσταση! Δηλαδή έχει μια διάσταση ανάμεσα στη 0, που είναι η διάσταση ενός σετ ξεχωριστών σημείων και στην 1, που είναι η διάσταση μίας ολοκληρωμένης γραμμής. Άλλο ένα παράδειγμα είναι η διάσταση του fractal Koch Curve, το οποίο μετά πάλι από τους απαραίτητους μαθηματικούς υπολογισμούς, ανακαλύπτουμε ότι έχει διάσταση 1,26. Μία διάσταση δηλαδή ανάμεσα στην 1 που έχει μία γραμμή και στην 2 που έχει μία κανονική επιφάνεια. Αυτό συμβαίνει γιατί όπως είπαμε τα fractals δεν αποτελούν κανονικές επιφάνειες. Η βασική τους ιδιότητα της αυτό-ομοιότητας, τα τοποθετεί κάπου ανάμεσα στις γραμμές και τις επιφάνειες.       

Πεδίο εφαρμογής (γενικά)

Στην επιστήμη των υλικών, πολλά αντικείμενα που χρησιμοποιούμε στην καθημερινότητά μας παρουσιάζουν δομή fractal. Πρώτο και καλύτερο το πλαστικό. Τα διάφορα πολυμερή που χρησιμοποιούμε για την παραγωγή του πλαστικού, κατασκευάζονται βάσει της αυτό-ομοιότητας που παρουσιάζουν τα fractal. Ακόμα και τα φυσικά πολυμερή όπως το καουτσούκ συμπεριλαμβάνεται σε αυτά τα αντικείμενα. Επίσης τα διάφορα gels που χρησιμοποιούμε έχουν δομή fractal. Συν τοις άλλοις το τζάμι που χρησιμοποιούμε ευρέως πιστεύουμε ότι παρουσιάζει fractal δομή.

Στην μηχανολογία ακόμα έχουμε πολλά παραδείγματα χαοτικής συμπεριφοράς. Μαγνητικά και ηλεκτρικά πεδία δεν εξηγούνται πάντοτε με τις εξισώσεις της κλασσικής Φυσικής. Τα διάφορα ηλεκτρικά κυκλώματα εμφανίζουν χαοτική συμπεριφορά με αποτέλεσμα να πονοκεφαλιάζουν τους ειδικούς.

Στη χημεία επίσης που βασίζεται στη μελέτη της συμπεριφοράς διαφόρων χημικών αντιδράσεων, πολλές φορές οι χημικοί καταφεύγουν στη θεωρία του χάους για να επεξηγήσουν τα ανώμαλα αποτελέσματα που παίρνουν. Αυτό γιατί τα υγρά και τα αέρια στοιχεία εμφανίζουν αρκετά συχνά χαοτικές συμπεριφορές. Μην ξεχνάμε ότι η μελέτη τους βασίστηκε στη δημιουργία νοητών ιδανικών μοντέλων. 

Στην γεωλογία έχουμε διάφορα παραδείγματα αντικειμένων που έχουν fractal δομές Δύο χαρακτηριστικά παραδείγματα είναι οι διάφοροι κρύσταλλοι, πολύτιμοι ή όχι, και οι σταλακτίτες και σταλαγμίτες που ανακαλύπτουμε στα σπήλαια.

Το πρώτο προϊόν ευρείας κατανάλωσης που χρησιμοποιούσε τη θεωρία του χάους παράχθηκε το 1993  από την εταιρία Goldstar σε μια μορφή επαναστατικού πλυντηρίου ρούχων! Αυτό το πλυντήριο ρούχων βασιζόταν στην αρχή ότι υπάρχουν κινήσεις που μπορούν να αναγνωριστούν και να προβλεφθούν σε μη γραμμικά συστήματα. Αυτή η συσκευή σχεδιάστηκε για να έχει ως αποτέλεσμα πιο καθαρά και λιγότερο τσαλακωμένα ρούχα. Το κλειδί για αυτή τη χαοτική διαδικασία ήταν ένας μικρός κινητήρας που ανεβαίνει και κατεβαίνει τυχαία ενώ ο βασικός περιστρέφεται με κανονική κίνηση. Η καινούργια εφεύρεση ήταν αναπάντεχα επιτυχημένη. Όμως η Daewoo , ανταγωνίστρια της Goldstar υποστηρίζει ότι πρώτη άρχισε να σχετίζεται με τη θεωρία του χάους στην δική τους “μηχανή φυσαλίδων” που άρχισε να κυκλοφορεί στη αγορά το 1990. υποστηρίζουν ότι η εφεύρεση τους ήταν η πρώτη που χρησιμοποιούσε τα κυκλώματα “fuzzy logic“.  Αυτά τα κυκλώματα είναι ικανά  να διαλέγουν ανάμεσα σε “0” και “1” και σε “αληθές” ή “ψευδές”. Κι έτσι αυτά τα κυκλώματα μπορούν να ελέγχουν τον αριθμό των φυσαλίδων, τις στροφές της μηχανής και ακόμα και την ταλάντωση της. Στην πραγματικότητα η θεωρία του χάους αποτελεί πολύ σημαντικό παράγοντα στην σημερινή αγορά καταναλωτών. 

Η θεωρία του χάους βρίσκει επίσης εφαρμογή στις οικονομικές επιστήμες. Οι πρώτες εφαρμογές τής εν λόγω θεωρίας στα οικονομικά έγιναν περί τα τέλη τής δεκαετίας τού 1970 και κατά τις αρχές τής επομένης. Διάφοροι οικονομολόγοι, όπως ο Η. Varian, ο Μ. Stυtzer, ο Α. Day κ.ά., επανεξέτασαν διάφορα θέματα οικονομικού ενδιαφέροντος υπό το πρίσμα τής νέας προσέγγισης (π.χ. θεωρία τού Μάλθους, θεωρία οικονομικής ανάπτυξης, μικροοικονομική ισορροπία, μακροοικονομική ισορροπία, συμπεριφορά κεφαλαιαγορών - χρηματιστηρίων, εξέλιξη τής συναλλαγματικής ισοτιμίας τού εθνικού νομίσματος, εξέλιξη των επιτοκίων κ.λ.π.). Το χρηματιστήριο για παράδειγμα είναι ένα μη γραμμικό δυναμικό σύστημα. Φυσικά τα μαθηματικά που μπορούν να το αναλύσουν είναι αυτά που ασχολούνται με το χάος. Ωστόσο η μελέτη αυτή δεν μπορεί να φτάσει σε σημείο να προβλέψει αύξηση ή πτώση για τις μετοχές ξεχωριστά γιατί οι χρηματιστηριακές τιμές εμφανίζουν υψηλή τυχαιότητα αν και οι μαθηματικοί βρήκαν ότι υπάρχει μια γενική τάση. Το χρηματιστήριο θεωρείται ένα αυτό-όμοιο σύστημα διότι τα ξεχωριστά κομμάτια του  σχετίζονται με το σύνολο. Η αυτό-ομοιότητα στο χάος περιγράφεται με τα fractals. Έτσι μπορούμε να πούμε ότι το χρηματιστήριο  μπορεί να σχετιστεί με τα fractals. Αν κάποιος παρατηρήσει τις τάσεις του χρηματιστηρίου σε επίπεδο μήνα, εβδομάδας, ημέρας, ακόμα και κάποιας στιγμής της μέρας θα παρατηρήσει ότι η δομή παρουσιάζει ομοιότητα. Περαιτέρω αντιμετωπίζοντας το χρηματιστήριο ως fractal αποδεχόμαστε και ότι θα είναι ευαίσθητο στις αρχικές συνθήκες. Αυτή η διαπίστωση κάνει το δυναμικό σύστημα του χρηματιστηρίου ακόμα πιο δύσκολο να το προβλέψουμε και αυτό γιατί δεν μπορούμε να περιγράψουμε το σύστημα με τις απαιτούμενες λεπτομέρειες. Γενικώς οι αναλυτές του χρηματιστηρίου χρησιμοποιώντας τα χαοτικά μαθηματικά, προσπαθούν να προβλέψουν τις γενικές τάσεις και να κάνουν τις απαραίτητες επενδύσεις για να επωφεληθούν.  

Ίσως ακόμα πιο σημαντικό σύστημα για την εφαρμογή της χαοτικής θεωρίας από το χρηματιστήριο, είναι το ηλιακό μας σύστημα και γενικώς το επιστημονικό πεδίο της αστρονομίας. Αδυναμίες στις μετρήσεις εμφανίζονται στις κινήσεις του φεγγαριού του Κρόνου Υπερίωνα, στα κενά στη ζώνη αστεροειδών ανάμεσα στον Άρη και στον Δία και φυσικά στις τροχιές όλων των πλανητών. Για αιώνες οι αστρονόμοι σύγκριναν το ηλιακό σύστημα με ένα γιγαντιαίο ρολόι που γυρίζει γύρω από τον ήλιο. Όμως διαπίστωσαν ότι οι εξισώσεις τους δεν προέβλεπαν με ακρίβεια τις πραγματικές κινήσεις των πλανητών. Αυτό γιατί είναι εύκολο να προβλέψεις την κίνηση δύο σωμάτων γύρω από ένα βαρυτικό κέντρο. Το πρόβλημα εμφανίζεται όταν έχουμε άπειρα βαρυτικά κέντρα. Τότε οι δυνάμεις που εμφανίζονται είναι άπειρες και το σύστημα γίνεται χαοτικό. Με τη βοήθεια των μαθηματικών της θεωρίας του χάους οι αστρονόμοι κατάφεραν να ελαχιστοποιήσουν όσο είναι δυνατόν το σφάλμα στις μετρήσεις τους.

Όπως προαναφέραμε, ο καιρός είναι ένα από τα σημαντικότερα χαοτικά μοντέλα. Επομένως λογικό είναι η μετεωρολογία να βασίζεται αρκετά στη νέα αυτή θεωρία για να μπορέσει να δώσει τα όσο το δυνατόν γίνεται καλύτερα αποτελέσματα.

Στην κοινωνιολογία εμφανίζονται εξίσου τα χαοτικά πρότυπα όσο αφορά την κοινωνική αστάθεια σε μικρές ή μεγάλες κοινωνικές ομάδες. Για παράδειγμα οι εξεγέρσεις των φυλακισμένων σε ένα σωφρονιστικό ίδρυμα, είναι ένα σύστημα που ακολουθεί χαοτική κίνηση. Αλλά και οι εξεγέρσεις ολόκληρων κρατών, οι πτώσεις των κυβερνήσεων και η εμφάνιση πολέμων πολλές φορές εξηγούνται με τη θεωρία του χάους.

Όσο αφορά την ψυχολογία, σε πολλούς ανθρώπους που δεν έχουν σώας τας φρένας, παρατηρούμε ότι η συμπεριφορά τους και η εμφάνιση των διαφόρων συναισθημάτων ακολουθούν μερικές φορές χαοτικό πρότυπο.

Fractal πρότυπα συχνά εμφανίζονται στις μυστικιστικές απεικονίσεις της πραγματικότητας. Οι Θιβετιανοί Βουδιστές για παράδειγμα πολλές φορές απεικονίζουν μία κεντρική εικόνα του Βούδα να περιστοιχίζεται από δευτερεύοντες μικρότερες εικόνες του και αυτές με τη σειρά τους από ακόμα μικρότερες. Ακόμα ένα μυστικιστικό σύστημα που είναι εξαιρετικά fractal είναι η Εβραϊκή Καμπάλα. Σύμφωνα με αυτό, οτιδήποτε υπάρχει γύρω μας κατηγοριοποιείται με βάση δέκα πρωταρχικές αρχέτυπες αρχές ή ουσίες που ονομάζονται Sefirot. Αυτό που κάνει την Καμπάλα να έχει fractal ιδιότητες είναι ότι καθένα από τα δέκα Sefirot που μαζί δημιουργούν όλο τον κόσμο, αποτελείται από άλλα δέκα Sefirot και αυτά με τη σειρά τους από άλλα  δέκα.   

Τέλος το χάος έχει επηρεάσει και πεδία έξω από τις επιστήμες. Ο χώρος  της τέχνης έχει επηρεαστεί αρκετά από το χάος και τα fractals. Ιδιαίτερα τα γραφικά  που σχεδιάζονται με τη χρήση υπολογιστή γίνονται πιο ρεαλιστικά χρησιμοποιώντας τα fractals.. Πολύ απλά  ένα δέντρο μπορεί να σχεδιαστεί πιο ρεαλιστικά ακολουθώντας το πρότυπο στο οποίο τα κλαδιά επαναλαμβάνονται λίγο ή πολύ. Πέρα από αυτό  δημιουργήθηκε ένα νέο ρεύμα στην τέχνη που χρησιμοποιεί fractals για τη δημιουργία αισθητικών εικόνων. Επίσης οι μουσικοί έχουν κατά καιρούς δημιουργήσει μελωδίες που χρησιμοποιούν εξισώσεις των fractals. Πάνω στη θεωρία αυτή έχουν βασιστεί πολλοί κλάδοι της ηλεκτρονικής μουσικής αλλά και στην απεικόνιση που συνοδεύει τα διάφορα  μουσικά θέματα.  

Εφαρμογές στη Βιολογία

Η χρήση των fractals στη Βιολογία είναι σχετικά πρόσφατη εξέλιξη. Μόνο την τελευταία δεκαετία διαπιστώσαμε ότι πολλά από τα βιολογικά συστήματα δεν έχουν κάποιο χαρακτηριστικό μέγεθος ή χρονική κλίμακα, δηλαδή καταλάβαμε ότι παρουσιάζουν τις ιδιότητες των fractals. 
Λέγεται ότι η μαθηματική διαδικασία που ακολουθείται για τη δημιουργία των fractals, απεικονίζει την εξελικτική διαδικασία που δημιούργησε το σύμπαν όπως το αντιλαμβανόμαστε σήμερα. Υπάρχουν πολλά παραδείγματα στη φύση που εμφανίζουν τις ιδιότητες των fractals. Μερικά από αυτά είναι οι ακτογραμμές, τα ποτάμια, οι λίμνες, τα βουνά, οι κεραυνοί, τα σύννεφα και η ανάπτυξη των φυτών κ.α. αφού αυτά εμφανίζουν την αυτό-ομοιότητα που εξηγήσαμε για τα fractals. Άλλωστε όπως είπε και ο “πατέρας” των fractals Benoit Mandelbrot «Τα σύννεφα δεν είναι σφαίρες, τα βουνά δεν είναι κώνοι, οι ακτογραμμές δεν είναι κύκλοι και το γάβγισμα δεν είναι ομαλό ούτε η αστραπή δεν ταξιδεύει σε ευθεία γραμμή».

Τα fractals φαίνεται να καταλαμβάνουν πάρα πολύ μεγάλη επιφάνεια. Έχει ειπωθεί ότι αποτελούνται σχεδόν αποκλειστικά από επιφάνεια. Αυτό εξηγεί γιατί τα fractals είναι σημαντικά όσο αφορά διάφορες βιολογικές περιπτώσεις όπου το μέγεθος της επιφάνειας είναι κρίσιμης σημασίας. Παίρνουμε για παράδειγμα τους ανθρώπινους πνεύμονες. Η επιφάνεια των πνευμόνων, αν αυτούς τους απλώσουμε, θα μπορούσε να καταλάβει ένα γήπεδο του τένις. Αποτελούνται από βρόγχους που διακλαδίζονται αρκετές φορές σε μικρότερους και παρουσιάζουν αυτό-ομοιότητα όπως ακριβώς και ένα  fractal. Η αποτελεσματικότητα του πνεύμονα αυξάνεται από αυτή του την fractal ιδιότητα και προσφέρει μία τεράστια επιφάνεια για τις ανταλλαγές των απαραίτητων για τη ζωή μας αερίων. 

Το μοντέλο των αιματοφόρων αγγείων του σώματός μας εμφανίζουν επίσης τις ιδιότητες των fractals. Το πρότυπο διανομής των αγγείων διαφορετικής διαμέτρου από τα τριχοειδή αγγεία μέχρι τις μεγάλες αρτηρίες ακολουθεί την δομή των fractals. Επιπροσθέτως κάποιοι από τους νευρώνες του ανθρώπινου σώματος εμφανίζουν τις ίδιες ιδιότητες. 
Πολλά παραδείγματα χαοτικής κίνησης παίρνουμε από την φυσιολογία των οργανισμών. Για παράδειγμα, ο φυσιολογικός καρδιακός ρυθμός του ανθρώπου παρουσιάζει περιοδική κίνηση. Όμως όταν έχουμε καρδιακό επεισόδιο ή έμφραγμα, ο  καρδιακός ρυθμός παρουσιάζει πολύπλοκες και ακανόνιστες διακυμάνσεις που φαίνεται να ακολουθούν χαοτικό πρότυπο.

Η κυτταρική βιολογία μας εμφανίζει πολλά παραδείγματα χαοτικών συστημάτων. Συστήματα κυτταρικής μεταφοράς, συστήματα πλασματικής μεμβράνης και πολλά άλλα.

Οι φονικές ασθένειες που εμφανίζονται κατά διαστήματα στον πλανήτη και αφανίζουν ένα μεγάλο κομμάτι του πληθυσμού του, ακολουθούν επίσης χαοτικά πρότυπα. 

Η Οικολογία δεν είναι μία επιστήμη που ασχολείται με γραμμικά συστήματα. Αυτό γιατί η οικολογία προσπαθεί να δημιουργήσει ένα μοντέλο της φύσης, να μελετήσει τις διαδικασίες που τη διέπουν, να βγάλει κάποια συμπεράσματα και να μπορέσει να προβλέψει τη μελλοντική της κατάσταση. Όμως φυσικά το μοντέλο αυτό δεν μπορεί να είναι ένα γραμμικό σύστημα. Στην προσπάθειά μας να κατανοήσουμε τη δυναμική των πληθυσμών των οργανισμών, προσπαθήσαμε να δημιουργήσουμε διάφορες ντετερμινιστικές εξισώσεις για να μπορούμε να προβλέπουμε την συμπεριφορά των οργανισμών. Μία τέτοια εξίσωση ήταν και αυτή που χρησιμοποίησε όπως προαναφέραμε ο Robert May και έφτασε στο διάγραμμα διχαλοδρομήσεων που παρουσιάζει χάος. Πολλοί ιοί αντιδρούν με αυτόν τον τρόπο που εξέτασε ο Robert May. Βέβαια αυτό είναι ένα μόνο παράδειγμα. Υπάρχουν πολλά κομμάτια της φύσης που εκπλήσσουν τους οικολόγους με την απρόβλεπτη συμπεριφορά τους. Καταλαβαίνουμε ότι η χαοτική θεωρία παίζει σπουδαίο ρόλο στη πληθυσμιακή οικολογία. Τα χρονικά διαγράμματα των διαφόρων πληθυσμών αυξομειώνονται με χαοτικό τρόπο και πολλές φορές έχουν fractal μορφή.    

Προοπτικές

Η θεωρία του χάους έφερε μεγάλη αναταραχή σε όλες τις επιστήμες. Είναι μια γενική αρχή που επηρεάζει όλους τους τομείς της σύγχρονης επιστήμης. Τώρα όλοι οι επιστήμονες αρχίζουν και επανεξετάζουν τα αποτελέσματά τους και δείχνουν μία δυσπιστία στην ακρίβεια των κλασικών μεθόδων.

Όλες οι εφαρμογές που προαναφέραμε βρίσκονται ακόμα σε πρώιμο στάδιο. Ολοένα και περισσότεροι επιστήμονες χρησιμοποιούν την θεωρία του χάους για να εξηγήσουν κάθε πτυχή της fractal πραγματικότητας. 
Για παράδειγμα, όπως είπαμε πρωτύτερα, ο καρδιακός ρυθμός ακολουθεί χαοτική συμπεριφορά κατά τη διάρκεια ενός εμφράγματος. Περισσότερη έρευνα στον τομέα θα βοηθήσει τους επιστήμονες να καταλάβουν καλύτερα αυτή τη συμπεριφορά του καρδιακού ιστού σε αυτές τις περιπτώσεις και θα μπορέσουν να αναπτύξουν καλύτερες μεθόδους για επαναφορά της στους φυσιολογικούς ρυθμούς.

Οι μελέτη των αλληλουχιών του DNA διαφόρων οργανισμών είναι ένα νέο πεδίο επιστημονικής έρευνας. Έχει ανακαλυφθεί ότι πολλές από αυτές τις αλληλουχίες είναι πολύ δύσκολο να αναλυθούν και για αυτό πρέπει να αναπτυχθούν νέα εργαλεία που να ερευνήσουν τους μηχανισμούς σύμφωνα με τους οποίους η πληροφορία αποθηκεύεται στην αλυσίδα του DNA. Πιστεύεται ότι πολλά υποσχόμενες τεχνικές για την ανάλυση του γονιδιώματος θα προέλθουν από άλλα πεδία της επιστημονικής έρευνας συμπεριλαμβανομένου και της Γεωμετρίας των fractals.

Ανακαλύπτοντας το χαοτικό πρότυπο που ακολουθεί η ανάπτυξη των αιματικών αγγείων και των νευρώνων καθώς και το χαοτικό τρόπο με τον οποίο εμφανίζονται αυτές οι πληροφορίες στην αλληλουχία του DNA, θα μπορούμε στο μέλλον να κατευθύνουμε την ανάπτυξη των αιματικών αγγείων και ακόμα και του ίδιου του εγκεφάλου.  

Τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί πολύπλοκες οικονομετρικές τεχνικές, κατάλληλες για τον στατιστικό εντοπισμό και την επεξεργασία των οικονομικών ποσοτικών δεδομένων που παρουσιάζουν χαοτική συμπεριφορά. Εν τούτοις η προβλεπτική ικανότητα των σχετικών μεθόδων, μέχρι στιγμής, φαίνεται περιορισμένη. Η έρευνα, παρ' όλα αυτά, συνεχίζεται, και στο μέλλον προσδοκάται μεγαλύτερη πρόοδος. '0μως, υπάρχει σκεπτικισμός ως προς το ανακοινώσιμο των προόδων στον σχετικό τομέα, εάν ληφθούν υπ' όψιν τα τεράστια οικονομικά συμφέροντα (π.χ. πρόβλεψη κινήσεων χρηματιστηρίου) που μπορεί να προκύψουν από αυτές. 

Συζήτηση - Συμπεράσματα


Η θεωρία του χάους όπως είπαμε “τάραξε τα νερά” στις επιστήμες. Αυτή η ανακάλυψη δημιούργησε χάος στον επιστημονικό κόσμο όσον αφορά τις κλασσικές μεθόδους και την ακρίβεια των αποτελεσμάτων. Όπως προαναφέραμε, στον συντηρητικό κόσμο της επιστήμης, οι νόμοι του Νεύτωνα και του Κέπλερ καθιερώρηκαν ως αυταξίες και αποτέλεσαν την βάση για την ανάπτυξη όλου του οικοδομήματος της σύγχρονης επιστήμης. Όμως όλο αυτό το οικοδόμημα δεν στάθηκε ικανό να εξηγήσει όλες τις πτυχές της καθημερινότητάς μας. Αυτά τα κενά που αφήνουν  πάντα οι κλασσικές θεωρίες, είναι το ερέθισμα για τους ανορθόδοξους επιστήμονες να ανακαλύψουν ένα νέο θαυμαστό κόσμο που τόσο καιρό ήταν μπροστά μας και δεν τον βλέπαμε. Έτσι η θεωρία του χάους δημιουργήθηκε πάνω στα κενά που άφηναν οι νόμοι του Νεύτωνα και του Κέπλερ, με αποτέλεσμα να αμφισβητήσει ένα πολύ μεγάλο αριθμό επιστημονικών καθιερωμένων.


Ένα από τα βασικά προβλήματα που παρουσιάζει στην ιστορία της η επιστημονική κοινότητα είναι η θεοποίηση κάποιων αποτελεσμάτων και η απόλυτη αποδοχή τους. Έτσι όταν εμφανίζεται κάποια νέα ανακάλυψη που έρχεται σε σύγκρουση με τα κοινώς αποδεκτά, η συνήθης κατάληξή της είναι η περιθωριοποίησή της. Για να μπορέσει μία θεωρία σαν αυτή του χάους που συγκρούεται με όλες τις αυταξίες όλων των επιστημών να εισακουστεί στην επιστημονική κοινότητα, σημαίνει ότι κάτι είχε αλλάξει στην ανθρώπινη σκέψη. Όπως είχε πει ο Richard P. Feynman “Οι φυσικοί τους αρέσει να σκέφτονται το ότι το μόνο που έχουν να πουν είναι, αυτές είναι οι συνθήκες, τι συμβαίνει μετά;” Η θεωρία του χάους είχε ήδη ένα μεγάλο αντίκτυπο στην επιστήμη, αλλά έχουν μείνει πολλά να ανακαλυφθούν ακόμα. Πολλοί επιστήμονες πιστεύουν ότι ο εικοστός αιώνας θα παραμείνει γνωστός ως ο αιώνας τριών θεωριών: της σχετικότητας, της κβαντομηχανικής και του χάους. 

Στον νου του ανθρώπου δημιουργήθηκαν τόσες πολλές απορίες και η  ανάπτυξη των κλασσικών επιστημών δε ήταν σε θέση να τις απαντήσει. Εξεπλάγη όταν είδε ότι το χάος υπάρχει παντού γύρω του, από το ίδιο του το σώμα και όλα του τα κατορθώματα, μέχρι την ίδια την φύση και ολόκληρο το σύμπαν. Ο ανθρώπινος νους τις τελευταίες δεκαετίες έχει την τάση να αμφισβητεί οτιδήποτε και να μη δέχεται τίποτα από την αρχή. Με τη θεωρία αυτή αρχίζει και γεννιέται η αμφιβολία στα μυαλά των απλών ανθρώπων. Αρχίζουν και αναρωτιούνται για το αν γνωρίζουν τελικά τίποτα για τον κόσμο γύρω τους και για το αν θα μπορέσουν ποτέ να αντιληφθούν την πραγματικότητα. Άλλωστε όπως είχε πει ο Stephen Hawking, ο άνθρωπος για να παραμείνει αυτό που είναι, είναι καταδικασμένος να μην φτάσει ποτέ στην απόλυτη γνώση, γιατί αυτή είναι μόνο θεϊκή ικανότητα.

Αυτή η αντίληψη της άγνοια μας δημιουργήθηκε από την ουσία της θεωρίας του χάους, δηλαδή της ευαισθησίας στις αρχικές συνθήκες. Όπως προαναφέραμε ένα παραμικρό λάθος στις αρχικές συνθήκες μπορεί να ενισχυθεί άπειρες φορές και να μας εμφανίσει χάος. Έτσι καταλαβαίνουμε ότι για να μπορέσουμε να εξαλείψουμε το χάος από το σύστημα μας  θα έπρεπε να έχουμε άπειρη ακρίβεια στις αρχικές συνθήκες. Κάτι τέτοιο βέβαια δεν μπορεί να γίνει δυνατό. Ενώ οι κλασικές  επιστήμες θα έχουν για πάντα ως σκοπό την αύξηση της ακρίβειας στις μετρήσεις αλλά πάντα θα περιορίζονται από την αργή ή γρήγορη εμφάνιση του χάους, η εφαρμογή της θεωρίας του χάους θα μας δώσει την ικανότητα να μελετήσουμε τις χαοτικές συμπεριφορές των συστημάτων και να εξερευνήσουμε πτυχές τους που μέχρι τώρα παρέμειναν ανέπαφες. 

Παρατηρήσαμε ότι το σύμπαν δεν είναι κατασκευασμένο με τα μαθηματικά μοντέλα που οι επιστήμονες σαν τον Γαλιλαίο και τον Κέπλερ ονόμασαν νόμους της φύσης. Αντίθετα η φύση αποτελείται κατά κύριο λόγο από fractals. Τα κύματα των ωκεανών, η κίνηση του αέρα, τα φυτά, τα ζώα, οι πλανήτες και οι γαλαξίες είναι fractals. Όλη η μελέτη που είχαν κάνει οι διάφοροι επιστήμονες για αυτά, δεν ήταν τίποτα από μη ακριβή μοντέλα, τα οποία βασίζονταν στην εξιδανίκευση (ιδανικά αέρια) και την απλοποίηση (τύποι πληθυσμιακής οικολογίας), για να μπορέσουν να δώσουν κάποια αποτελέσματα. Τώρα πλέον με τη γνώση μας για τις ιδιότητες των fractals και την εφαρμογή τους σε όλα αυτά τα επίπεδα, μας δίνει το δικαίωμα να ελπίζουμε σε πιο ποιοτικά αποτελέσματα από αυτά που παίρναμε μέχρι τώρα. Οι επιστήμονες άρχισαν να στρέφονται προς τα μη γραμμικά δυναμικά και προς τις χαοτικές συμπεριφορές που επιδεικνύουν για να αποδώσουν σωστότερα τα αποτελέσματά τους. Ειδικά στην πληθυσμιακή οικολογία, με την εφαρμογή της θεωρίας μπορέσαμε επιτέλους να εξηγήσουμε την απρόβλεπτη συμπεριφορά των διαφόρων πληθυσμών ειδών του πλανήτη μας. 

Τελικά αυτή θεωρία που συντάραξε τα θεμέλια των σύγχρονων επιστημών έχει πολλά πλεονεκτήματα. Πλεονέκτημα ήταν ότι επιτέλους εξηγήθηκαν όλες αυτές οι ανωμαλίες που εμφανίζονταν στα διάφορα πειράματα και μοντέλα. Επίσης ότι έγινε δυνατό να διαχωριστούν τα συστήματα που συμπεριφερόντουσαν τυχαία, χωρίς κανένα πρότυπο, από αυτά που συμπεριφερόντουσαν χαοτικά, τα οποία αν και φαίνονται επίσης τυχαία, στην πραγματικότητα ακολουθούν κάποιο κρυμμένο πρότυπο. Επιπροσθέτως η κατανόηση των ιδιοτήτων των fractals, βοήθησε με την σειρά της στην κατανόηση των πτυχών της φύσης που παρουσιάζουν fractal μορφή, στη μελέτη των ιδιοτήτων τους και στην καλύτερη αντίληψη της συμπεριφοράς τους. Επίσης η ανακάλυψη των fractals μας έδωσε την έμπνευση για δημιουργία ιδανικότερων υλικών και σχημάτων που έκαναν καλύτερη την καθημερινή μας ζωή. Μοναδικό μειονέκτημα ήταν ότι γέμισε την επιστημονική κοινότητα με αμφισβήτηση για τα δεδομένα της και αποκάλυψε την ανικανότητά μας για την πλήρη γνώση του σύμπαντος. 
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Εικ. 1 Το ηλιακό μας σύστημα παρουσιάζει ανώμαλες    τροχιές





Εικ. 2 Ο πατέρας των fractals Benoit Mandelrot





Εικ. 3 To fractal Mandelrot Set





Εικ. 4 To fractal Sierpinski Triangle





Εικ. 5 Μετεωρολογικός χάρτης της Ευρώπης





Εικ. 6 Ο strange attractor του Lorenz





Εικ. 7 To διάγραμμα διχαλοδρομήσεων





Εικ. 8 To διάγραμμα χρόνου που πήρε ο Lorenz από τα πειράματά του. Η αρχική διαφορά των δύο καμπυλών είναι μόνο 0,000127





Εικ. 9 Το fractal δέντρο





Εικ. 10 Το fractal Cantor Set





Εικ. 11 Το fractal Koch Curve





Εικ. 12 Χαοτικό διάγραμμα γενικής τάσης χρηματιστηριακού δείκτη





Εικ. 13 Η θιβετιανή μάνταλα μοιάζει με fractal 





Εικ. 14 Fractal κατασκευή φύλλου 





Εικ. 15 Fractal δομή πνεύμονα





Εικ. 16 Η στροφή των επιστημών προς τα μη γραμμικά δυναμικά 








