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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

          Στην παρακάτω εργασία παρουσιάζεται και αναλύεται το πληθυσμιακό μοντέλο του Leslie, το οποίο είναι πολύ χρήσιμο στην πρόβλεψη των διακυμάνσεων που μπορούν να προκληθούν στην διανομή ηλικίας ενός πληθυσμού, έπειτα από μια προσβολή. Το μοντέλο αυτό βρίσκει ευρεία εφαρμογή στην οικολογία, καθώς μας επιτρέπει να γνωρίζουμε την μελλοντική δυναμική των πληθυσμών. Επίσης επιδεικνύεται ο τρόπος υπολογισμού του και παρουσιάζονται μερικά από τα φαινόμενα που εκθέτει.

  ΤΟΠΟΘΕΤΗΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ

Ο κύκλος ζωής είναι η θεμελιώδης μονάδα της περιγραφής του οργανισμού. Η μελέτη του κύκλου ζωής σε ένα δημογραφικό ή δυναμικό πλαίσιο πληθυσμών απαιτεί έναν τρόπο να μεταφραστεί από το επίπεδο του ατόμου στο επίπεδο του πληθυσμού. Οι μεμονωμένοι οργανισμοί  γεννιούνται, αυξάνονται, ωριμάζουν, αναπαράγονται, και τελικά πεθαίνουν. Ο κίνδυνος σε κάθε ένα από αυτά τα  γεγονότα εξαρτάται από το περιβάλλον του ατόμου και τα εργαλεία  που του παρείχε ο φαινότυπός του, για να ανταπεξέλθει στο περιβάλλον. Αυτοί οι κίνδυνοι καθορίζουν  τα ποσοστά γέννησης, αύξησης, ωρίμανσης, γονιμότητας και θνησιμότητας που παράγονται  από αυτά τα μεμονωμένα γεγονότα. (Συλλογικά, αυτά τα ποσοστά, που περιγράφουν την κυκλοφορία  των ατόμων μέσω του κύκλου ζωής, καλούνται ζωτικής σημασίας ποσοστά.).   Η δυναμική του πληθυσμού καθορίζεται από τα ζωτικής σημασίας ποσοστά.  Τα πληθυσμιακά μοντέλα παρέχουν μια σύνδεση μεταξύ του ατόμου και του πληθυσμού, που χτίζεται γύρω από μια απλή περιγραφή  του κύκλου ζωής.

Με την εστίαση στα ζωτικής σημασίας ποσοστά στα πλαίσια του κύκλου ζωής, η δημογραφία εξετάζει  και τη δυναμική  και  τη δομή  των πληθυσμών.  Το πρώτο  θεμελιώδες γεγονός της δυναμικής πληθυσμών είναι η δυνατότητα των πληθυσμών για εκθετική αύξηση, που ισχύει για τα ζώα καθώς επίσης και για τους ανθρώπινους πληθυσμούς.  Το δεύτερο είναι ότι οι πληθυσμοί   δεν συνεχίζουν την απεριόριστη εκθετική αύξηση  για  πολύ. Τα μοντέλα για τους ‘‘περιορισμένους’’  πληθυσμούς  παρήχθησαν αρχικά  στα  μέσα του δέκατου ένατου αιώνα από το Βέλγο μαθηματικό  Pierre- Francois Verhulst, ο οποίος παρήγαγε τη λογιστική εξίσωση το 1838 (Hutchinson 1978). Η λογιστική εξίσωση και  οι συγγενείς  της αγνοούν τη δομή των πληθυσμών και θεωρούν όλα τα άτομα ίδια. Η ύπαρξη των δημογραφικά σημαντικών διαφορών  μεταξύ  των ατόμων είναι προφανής
         Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται το μοντέλο του  Leslie και η σύνδεσή του με την ανάλυση του κλασικού κύκλου ζωής. Ακόμα επιδεικνύεται ο τρόπος υπολογισμού του μοντέλου και παρουσιάζονται μερικά φαινόμενα τα οποία αυτό εκθέτει.

                             ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ

Αν μας δίνεται η διανομή ηλικίας ενός πληθυσμού κατά μια ορισμένη ημερομηνία, μπορούμε να απαιτήσουμε να ξέρουμε τη διανομή ηλικίας των επιζόντων και των απογόνων του αρχικού πληθυσμού σε διαδοχικά διαστήματα του χρόνου, εάν υποτεθεί ότι  αυτά τα άτομα υπόκεινται σε μερικά δεδομένα, ανάλογα με την ηλικία, ποσοστά γονιμότητας  και θνησιμότητας. Leslie (1945)
Αρχίζουμε  με  ένα μοντέλο για έναν  πληθυσμό ταξινομημένο ηλικιακά . Διαιρούμε τη συνεχή  μεταβλητή  ηλικία,  η οποία αρχίζει από 0, με ένα ιδιαίτερο σύνολο  κατηγοριών ηλικίας,  οι οποίες αρχίζουν  με 1. Η κατηγορία ηλικίας  ι  αντιστοιχεί στις ηλικίες    ι  —1 <  Χ < Ι.  Σύμφωνα με αυτήν την σύμβαση, η πρώτη ηλικία είναι ο αριθμός 1. 

Ο στόχος μας είναι να προβάλουμε τον πληθυσμό από το χρόνο  t  στο χρόνο          t  +  1. Υποθέτουμε  ότι η μονάδα του χρόνου είναι η ίδια με το πλάτος κατηγορίας ηλικίας. Καλούμε αυτήν την μονάδα  διάστημα προβολής:  η επιλογή του είναι ένα από τα πρώτα  βήματα στην κατασκευή ενός μοντέλου.  
Υποθέτουμε ότι το διάστημα προβολής είναι ένα έτος, και ότι τα άτομα είναι ταξινομημένα σε τρεις κατηγορίες ηλικίας (0-1, 1-2, και 2-3 έτη). Η κατάσταση του πληθυσμού  περιγράφεται από ένα διανυσματικό n(t), του οποίου οι καταχωρήσεις  ni(t) κατατάσσουν  τους αριθμούς ατόμων  σε κάθε κατηγορία ηλικίας. Τα άτομα στις κατηγορίες ηλικίας 2 και 3 στο χρόνο t + 1 είναι οι επιζόντες των  προηγούμενων κατηγοριών ηλικίας στο χρόνο  t.  Δηλαδή:
n2(t+l)  =   P1n1(t)

n3(t+l)   =   P2n2(t)
όπου Pi είναι η πιθανότητα πως ένα άτομο της ηλικίας i επιβιώνει για 1 χρόνο.                                                                                                                   Τα νέα μέλη της ηλικιακής κατηγορίας 1 δεν μπορούν να είναι επιζόντες οποιασδήποτε άλλης ηλικιακής κατηγορίας. Πρέπει να έχουν προέλθει από την αναπαραγωγή. Κατά συνέπεια γράφουμε:
n1(t+1) = F1n1(t) + F2n2(t) + F3n3(t)

όπου το  Fi  είναι  η  κατά κεφαλήν  γονιμότητα της κατηγορίας ηλικίας  ι  δηλαδή ο αριθμός ατόμων  στην κατηγορία ηλικίας 1, στο χρόνο  t +  1, ανά άτομο στην κατηγορία ηλικίας  ι  στο χρόνο  t. 
Αυτές οι εξισώσεις μπορούν να γραφτούν βολικά σε μορφή μοντέλου: 
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ή πιο απλά:

                                      n(t+1)=An(t)   
                  Το μοντέλο Α είναι ένα μοντέλο προβολής πληθυσμών που  αναφέρεται συχνά ως μοντέλο του Leslie,  σε αναγνώριση του ρόλου του Leslie (1945, 1948). στην ανάπτυξή του. Είναι μη αρνητικό (δεδομένου ότι τα αρνητικά στοιχεία θα υπονοούσαν τους αρνητικούς  αριθμούς ατόμων).  
Τα πρότυπα μοντέλα πληθυσμών μπορούν να ταξινομηθούν με βάση τη φύση της σχεδίασης του μοντέλου Α. Στην απλούστερη περίπτωση, το μοντέλο είναι μια σταθερά. Το προκύπτον μοντέλο είναι ένα γραμμικό σύστημα χρόνου-σταθεράς  των εξισώσεων διαφοράς:           n(t+1)=An(t)   
Εάν το Α δεν είναι σταθερό, μπορεί να ποικίλει είτε λόγω  εξωτερικών παραγόντων, ανεξάρτητων του πληθυσμού (π.χ., καιρός), ή λόγω των αλλαγών στην εσωτερική κατάσταση   του ίδιου του πληθυσμού. Ένα μεταβλητό εξωτερικό περιβάλλον οδηγεί σε ένα γραμμικό μοντέλο χρόνου-μεταβλητής: 

                                       n(t+1)=Ann(t)  
όπου κάθε στοιχείο  του Αt  μπορεί να είναι μια λειτουργία του χρόνου. 

Οι μεταβολές στην εσωτερική κατάσταση του πληθυσμού παράγουν ένα μη γραμμικό πρότυπο:

                                           n(t+1)=Ann(t)  

  Όμως η συνεισφορά του Leslie δεν περιορίζεται μόνο στα πληθυσμιακά μοντέλα, αλλά επεκτείνεται και στους πίνακες ζωής.. Οι πίνακες ζωής είναι ένα σύστημα που συσχετίζει την ηλικία, την επιβίωση και την αναπαραγωγή. 

ΕΠΙΒΙΩΣΗ

Η επιβίωση χαρακτηρίζεται από τρεις λειτουργίες της ηλικίας:

Α) Από τη  λειτουργία της επιβίωσης που ορίζεται ως 

                     l(x) = P (επιβίωσης από τη γέννηση ως την ηλικία χ)                              Η  λειτουργία  επιβίωσης δεν αναπτύσσεται  με  1 (0)  = 1. (είναι  συχνά έτσι ώστε                          1 (0)=10 ..000 ή τέτοια νούμερα, εκτός του 1, και ερμηνεύεται καλύτερα  ως ο αριθμός των επιζόντων από μια αρχική ομάδα 10.000 ατόμων, παρά ως  πιθανότητα.)

Β) Από τη  διανομή της ηλικίας θανάτου f(x) που είναι η πιθανότητα που αφορά  την πιο συνηθισμένη ηλικία θανάτου.

                   Γ) Από το ποσοστό θνησιμότητας που είναι:
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              Οι τρεις λειτουργίες της  επιβίωσης δεν είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και μπορεί να υπολογιστεί κάθε μία από τις δύο άλλες:

. • αν γνωρίζεις το l(x), τότε
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· αν γνωρίζεις το μ(χ), τότε
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                       ΑΝΑΠΑΡΑΓΩΓΗ

             Η αναπαραγωγή περιγράφεται από τη λειτουργία της μητρότητας:

         m(x)=E(απόγονος ανά άτομο ηλικίας x ανά μονάδα χρόνου)
Σ’ αυτό το σημείο πρέπει να διευκρινίσουμε πως οι καταχωρήσεις στα μοντέλα ηλικιακής ταξινόμησης  προέρχονται συνήθως από έναν πίνακα ζωής. Πολλή  σύγχυση έχει δημιουργηθεί από την παρανόηση αυτήν .

Τέλος πρέπει να αναφέρουμε ότι το μοντέλο του Leslie είναι δυνατόν να περιγράψει συστήματα λείας-θηρευτή στα οποία υπεισέρχονται φαινόμενα ενδοειδικού ανταγωνισμού μεταξύ των ατόμων της λείας ή του θηρευτή ή και των δύο.

. 
          ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ

Για να ερευνήσουμε ολοκληρωμένα ένα μοντέλο απαραίτητη προϋπόθεση είναι να εξετάσουμε την ασυμπτωτική ανάλυση, την παροδική ανάλυση, την ανάλυση διαταραχής και το <<ergodicity>>: 
· Ασυμπτωτική ανάλυση: Ένα πρότυπο περιγράφει ένα σύνολο διαδικασιών. Η ασυμπτωτική ανάλυση  ρωτά τι συμβαίνει εάν εκείνες οι διαδικασίες λειτουργούν για έναν πολύ μακροχρόνιο διάστημα δηλαδή ποια είναι  η μακροπρόθεσμη συμπεριφορά του πληθυσμού. Αυξάνεται ή μειώνεται;  Εμμένει ή εξαφανίζεται; Συγκλίνει σε μια ισορροπία, ταλαντεύετε, ή κάτι  πιο χαοτικό; 

· Ergodicity:Η δυναμική ενός πληθυσμού εξαρτάται όχι μόνο από το μοντέλο,  αλλά και από τους αρχικούς όρους. Ένα μοντέλο λέγεται ότι είναι ergodic  εάν η ασυμπτωτική δυναμική του είναι ανεξάρτητη με τις αρχικές συνθήκες. Τα ergodic αποτελέσματα είναι χρήσιμα επειδή υπονοούν ότι τα σχέδια πληθυσμών αποκαλύπτουν κάτι για τις διαδικασίες παρά τους αρχικούς όρους
· Παροδική ανάλυση:Η βραχυπρόθεσμη δυναμική μπορεί να είναι πολύ διαφορετική από την ασυμπτωτική  δυναμική. Η παροδική ανάλυση, που εστιάζει στη βραχυπρόθεσμη συμπεριφορά, μπορεί να είναι  πιο σχετική από την ασυμπτωτική ανάλυση στο χαρακτηρισμό της ανταπόκρισης ενός πληθυσμού στις διαταραχές.
· Ανάλυση διαταραχής: Ανεξάρτητα από το πόσο προσεκτικά κατασκευάζεται, ένα μοντέλο  αφήνει  πάντα  πράγματα έξω και τα στοιχεία από τα οποία οι τιμές της παραμέτρου υπολογίζονται  είναι πάντα ανακριβή. Οποιαδήποτε συμπεράσματα εξαρτώνται από  ακριβείς  τιμές  είναι αμέσως ύποπτα.

Επιπλέον στην ανάλυσή μας έχουμε κάνει 3 υποθέσεις:

·  Έχουμε υποθέσει ότι  πρέπει να ταξινομηθούν τα άτομα κατά ηλικία. Αυτό  είναι μια  ‘‘βλαβερή’’ υπόθεση, καθώς η δημογραφία πολλών οργανισμών εξαρτάται  περισσότερο από το μέγεθος ή το αναπτυξιακό στάδιο απ' ό,τι από την ηλικία. 
·  επειδή το πρότυπο είναι ιδιαίτερο, απορρίπτει όλες τις πληροφορίες για τις ηλικίες των ατόμων  μέσα  στις κατηγορίες ηλικίας. Όταν επιλέγουμε τις κατηγορίες ηλικίας                   (ή οποιεσδήποτε άλλες κατηγορίες), σιωπηρά υποθέτουμε ότι αυτές οι πληροφορίες είναι άσχετες.. 

· τα γραμμικά μοντέλα χρόνου-σταθεράς σχεδιάζουν τους πληθυσμούς χωρίς να αλλάζουν  τα ζωτικής σημασίας  ποσοστά. Αυτό  φαίνεται  να υποθέτει ότι οι  πιθανότητες γονιμότητας και  επιβίωσης παραμένουν σταθερές κατά τη διάρκεια του χρόνου. 

Η τρίτη υπόθεση φαίνεται παράλογη. Τα ζωτικής σημασίας ποσοστά των περισσότερων οργανισμών ποικίλουν στο χρόνο και στο χώρο, και τα αποτελέσματα της πυκνότητας στη δυναμική πληθυσμών είναι  καλά τεκμηριωμένα. Πώς, έπειτα, μπορεί κάποιος να δικαιολογήσει τις αναλύσεις; 
Η απάντηση σε αυτήν την ερώτηση είναι θεμελιώδης στην ερμηνεία των δημογραφικών  αναλύσεων. Ανοίγει μια σημαντική διάκριση μεταξύ  της προβολής  και  της πρόβλεψης (Keyfitz 1972). Μια πρόβλεψη προβλέπει τι   θα συμβεί, ενώ οι προβολές πληθυσμού αποκαλύπτουν κάτι για τους παρόντες όρους και  όχι  για τη μελλοντική συμπεριφορά του πληθυσμού. Όπως έχει επισημάνει και ο Keyfitz, ένας από τους ισχυρότερους τρόπους να μελετηθούν οι παρούσες συνθήκες είναι  να εξεταστούν οι συνέπειές τους. Ένα ταχύμετρο λειτουργεί με τον ίδιο τρόπο. Μια ανάγνωση 60 μιλίων ανά ώρα  προβλέπει  ότι, σε μια ώρα, το αυτοκίνητο   θα βρεθεί 60 μίλια σε μια ευθεία γραμμή από την παρούσα θέση του. Σαν πρόβλεψη, αυτό  είναι σχεδόν πάντα ψεύτικο. Αλλά ως προβολή, παρέχει τις πολύτιμες πληροφορίες για  την παρούσα κατάσταση του αυτοκινήτου.
Έτσι γίνεται και με τις δημογραφικές προβολές. Είναι ιδιαίτερα αποκαλυπτικές επειδή ενσωματώνουν τον αντίκτυπο των περιβαλλοντικών συνθηκών στα ζωτικής σημασίας ποσοστά, σε όλο τον  κύκλο ζωής. Για να ξέρουμε τις πιθανότητες επιβίωσης και γονιμότητας κάθε κατηγορίας ηλικίας κάτω από ένα ιδιαίτερο σύνολο περιστάσεων πρέπει να κατέχουμε πολλές βιολογικές πληροφορίες  για εκείνες τις περιστάσεις
                                            ΑΝΑΛΥΣΗ

Επειδή  το l(x)  και  το m(x)  είναι συνεχείς  λειτουργίες, ενώ οι καταχωρήσεις στο μοντέλο προβολής είναι ιδιαίτεροι συντελεστές, κάποιος  βαθμός προσέγγισης είναι αναπόφευκτος. Το σημαντικό πράγμα είναι να συνειδητοποιηθεί πώς ακριβώς  γίνονται οι προσεγγίσεις. 
Έτσι πριν από την κατασκευή ενός μοντέλου πρέπει να γίνει μια σημαντική διάκριση μεταξύ  των πληθυσμών. Υπάρχουν οι birth-flow πληθυσμοί  στους οποίους οι γεννήσεις εμφανίζονται συνεχώς πέρα από το διάστημα προβολής, και  οι πληθυσμοί birth-pulse, στους οποίους η αναπαραγωγή περιορίζεται σε μια σύντομη εποχή μέσα  στο διάστημα προβολής. Οι άνθρωποι είναι ένα παράδειγμα ενός πληθυσμού birth-flow,  ενώ τα θηλαστικά, τα πουλιά και πολλοί άλλοι οργανισμοί στα εποχιακά περιβάλλοντα  περιγράφονται ακριβέστερα ως πληθυσμοί birth-pulse. Αυτά τα σχέδια αναπαραγωγής παράγουν τις διαφορετικές διανομές των ατόμων μέσα στις κατηγορίες ηλικίας, και οδηγούν στις διαφορετικές προσεγγίσεις για τις πιθανότητες  γονιμότητας και επιβίωσης.

           BIRTH-FLOW ΠΛΗΘΥΣΜΟΙ ΚΑΙ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ΕΠΙΒΊΩΣΗΣ

Pi είναι η πιθανότητα ότι ένα άτομο της ηλικιακής τάξης i  θα επιζήσει από το χρόνο t μέχρι το χρόνο t+1. Η πιθανότητα αυτή για συγκεκριμένη ηλικία x μέχρι x+1 είναι l(x+1)/l{x}. Προσεγγίζουμε το l(x) σε κάθε ηλικιακή τάξη από το μέσο όρο του στο διάστημα i-1 <x< i,έτσι ώστε:
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                          BIRTH-FLOW ΠΛΗΘΥΣΜΟΙ ΚΑΙ ΓΟΝΙΜΟΤΗΤΑ
Οι τύποι για τη γονιμότητα εξαρτώνται από τη διανομή των γεννήσεων και των θανάτων μέσα  σε μια κατηγορία ηλικίας (Leslie 1945, Keyfitz 1968). Το  Fi  καθορίζεται από την πρώτη σειρά του μοντέλου προβολής: 

Το πρώτο βήμα στην παραγωγή του Fi,  είναι να παραχθεί μια έκφραση για το συνολικό αριθμό  γεννήσεων στο διάστημα  (t, t + 1). Αφήστε το Β(t,t+1) να δείξει αυτόν τον αριθμό, και  το n(x, t)  να είναι  ο αριθμός των ατόμων ηλικίας  (x, x+dx)  στο χρόνο t  (θυμηθείτε ότι  το x  είναι μια συνεχής μεταβλητή). Στο χρόνο  t,  τα άτομα της ηλικίας x αναπαράγουν σε ποσοστό  m(x) n(x,t).  Η ενσωμάτωση κατά τη διάρκεια του χρόνου τ και η ηλικία δίνουν τη συνολική παραγωγή απογόνου:
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Εντούτοις, είμαστε ανίδεοι για την λεπτομερή δυναμική  του n(x, t)    μέσα στο διάστημα του χρόνου, γι’ αυτό προσεγγίζουμε το                 από τον αριθμητικό μέσο όρο του n(x, t) και του n(x, t+1). Μ’ αυτή τη προσέγγιση:           
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                 Έπειτα, προσεγγίζουμε τις συνεχείς μεταβλητές  m(x) και n(x,t)
από τις σταθερές τιμές mi και ni(t) πέρα από το διάστημα ηλικίας  i-1<x<i. Δεδομένων αυτών των  προσεγγίσεων: 
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        Όμως ni(t+1)=Pi-1ni-1(t) για i>2. Έτσι:
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   Όμως μερικοί από εκείνους τους  απογόνους δεν θα επιζήσουν στο χρόνο  t +  1. Εκείνοι που είναι γεννημένοι αμέσως μετά από  το χρόνο t  πρέπει να επιζήσουν σχεδόν  ένα ολόκληρο διάστημα για να συμπεριληφθούν  στο ni(t+1).  Εκείνοι που είναι γεννημένοι αμέσως πριν από το t+1 διατρέχουν κίνδυνο θνησιμότητας μόνο για ένα συνοπτικό χρονικό διάστημα. Ένα μέσο άτομο πρέπει να επιζήσει  για το μισό του διαστήματος προβολής, η πιθανότητα του οποίου είναι  1(0.5).  Κατά συνέπεια:

                     [image: image9.png]m; + Pomig
F; =1(0.5) —




            Το τυπικό άτομο στην κατηγορία ηλικίας  ι  παράγει  απόγονο σε ένα  ποσοστό που είναι ο μέσος όρος της λειτουργίας της μητρότητας για εκείνη την κατηγορία ηλικίας και την επόμενη. Ο απόγονος που παράγεται πρέπει να επιζήσει για τη μισή χρονική μονάδα που μετριέται  στον πληθυσμό στο χρόνο  τ +1 .  Μια εναλλακτική ερμηνεία γίνεται  από την άποψη ενός χαρακτηριστικού ατόμου στο κέντρο της κατηγορίας ηλικίας  Ι.  Ξοδεύει το μισό από το διάστημα  προβολής παράγοντας τον απόγονο στο ποσοστό mi, και εάν επιζήσει, περνά στην επόμενη  κατηγορία ηλικίας και παράγει τον απόγονο στο ποσοστό  mi +1 για το υπόλοιπο του διαστήματος.

BIRTH-PULSE ΠΛΗΘΥΣΜΟΙ ΚΑΙ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ΕΠΙΒΙΩΣΗΣ                      Για να υπολογίσουμε τις πιθανότητες επιβίωσης των birth-pulse πληθυσμών, δεν χρησιμοποιούμε πλέον προσεγγίσεις των πιθανοτήτων επιβίωσης για τα ‘‘τυπικά’’ άτομα, αφού όλα τα άτομα της ηλικιακής κλάσης i είναι ολόιδια, ηλικίας                             .i-1+ρ. Έτσι::
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οι πιθανότητες επιβίωσης υπολογίζονται ως εξής:
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         Η θνησιμότητα κατά τη διάρκεια του πρώτου διαστήματος ηλικίας (π.χ. το πρώτο έτος) εμφανίζεται με δύο διαφορετικές μορφές. Στην postbreeding απογραφή, στην οποία περιλαμβάνεται η πρωτοετής θνησιμότητα, ισχύει  Ρi =  1 (1)/1 (0). Στην  prebreeding απογραφή, Ρi  =1 (2)/1 (1),  και αποκλείεται η πρωτοετής θνησιμότητα. Σε αυτήν την περίπτωση η ελλειπούσα θνησιμότητα ενσωματώνεται  στους συντελεστές γονιμότητας.
               BIRTH-PULSE ΠΛΗΘΥΣΜΟΙ ΚΑΙ ΓΟΝΙΜΟΤΗΤΑ                                           
              Αρχίζουμε με τον υπολογισμό του αριθμού γεννήσεων    στο διάστημα                    (t, t+1).Αυτές οι γεννήσεις  εμφανίζονται όταν γιορτάζουν τα άτομα τα επόμενα γενέθλιά τους, Έτσι:
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Ο συντελεστής γονιμότητας για έναν πληθυσμό birth-pulse δίνεται  από το τύπο:
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                   Το  μοντέλο birth-pulse παράγει το ίδιο ποσοστό αύξησης, ανεξάρτητα από το  χρόνο της απογραφής, αλλά τα  birth-flow και birth-pulse προβλέπουν  αρκετά  διαφορετική δυναμική. Τελειώνοντας πρέπει να τονίσουμε πως οι παράμετροι του μοντέλου έχουν επιπτώσεις στα  αποτελέσματα της ανάλυσης.

                ΠΙΘΑΝΕΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΓΕΝΙΚΕΥΣΕΙΣ

Ένα από τα πλεονεκτήματα των προτύπων μοντέλων είναι ότι είναι εύκολο να εφαρμοστούν σε έναν  υπολογιστή. Λαμβάνοντας υπόψη έναν αρχικό πληθυσμό n(0), υπολογίζουμε τις καταχωρήσεις στο Α n(0)  λαμβάνοντας υπόψη όλες τις μεταβολές του χρόνου. Χρησιμοποιούμε αυτό το  μοντέλο για να παράγουμε  το n(t). Επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία:                                                                                    n(l) = An(0),on(0)

n(2) = An(1),1n(l)

n(3)= An(2), 2n(2)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1: ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΧΡΟΝΟΥ-ΣΤΑΘΕΡΑΣ
Σκεφτείτε το μοντέλο 
Σύμφωνα με αυτό το μοντέλο, η πιθανότητα της επιβίωσης από την πρώτη κατηγορία  ηλικίας στη δεύτερη είναι Ρi = 0,3, και η πιθανότητα της επιβίωσης από  τη δεύτερη κατηγορία ηλικίας στη τρίτη είναι Ρ2  = 0,5. Άτομα τριών κατηγοριών  ηλικίας παράγουν F1=0, F2  = 1, και  F3=5 επιζώντες απογόνους ανά  διάστημα προβολής. 
ΣΧΕΔΙΟ 1: Προβολή ενός αρχικού πληθυσμού που αποτελείται από ένα άτομο της ηλικιακής κλάσης 1, χρησιμοποιώντας το μοντέλο του παραδείγματος. Τα νούμερα στις γραμμές δείχνουν τις ηλικιακές κλάσεις.  

Σύμφωνα με το σχέδιο 1 για τα πρώτα 15 χρονικά διαστήματα, οι αφθονίες των τριών κατηγοριών ηλικίας  κυμαίνονται ακανόνιστα, αν και φαίνεται να υπάρχει μια μικρή ανοδική  τάση. Η εξέταση των αποτελεσμάτων πέρα από ένα μακροχρόνιο διάστημα και για μια λογαριθμική κλίμακα αφθονίας, αποκαλύπτει ότι κάθε κατηγορία ηλικίας (και έτσι ο συνολικός πληθυσμός) τελικά αυξάνονται εκθετικά στο ίδιο ποσοστό. Τα ποσοστά των τριών κατηγοριών ηλικίας συγκλίνουν τελικά σε σταθερές τιμές.
    ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2: ΕΝΑ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ
      Υποθέστε ότι η γονιμότητα ποικίλλει τυχαία μέσα στο χρόνο, για παράδειγμα λόγω  της τυχαίας αλλαγής στις καιρικές συνθήκες. Αυτή η αλλαγή παράγει ένα στοχαστικό μοντέλο Αt που ποικίλλει στο χρόνο. Μπορούμε να τροποποιήσουμε το Α γράφοντας:
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            όπου  το h(τ) δείχνει πόσο  καλές συνθήκες υπήρχαν στο έτος t για  αναπαραγωγή.  Πρέπει να διευκρινίσουμε ότι το h(τ) είναι  πιθανολογική διαδικασία. Εδώ,  υποθέτουμε ότι υπάρχουν καλά έτη με υψηλή γονιμότητα, στα οποία  h=2, και κακά έτη με χαμηλή γονιμότητα, στα οποία  h=1/2. Τόσο τα καλά όσο και τα κακά έτη εμφανίζονται τυχαία και ανεξάρτητα με  πιθανότητα 0,5.
Για να προβάλουμε έναν πληθυσμό ακολουθώντας αυτό το πρότυπο, διευκρινίζουμε ένα αρχικό  διάνυσμα πληθυσμών. Σε κάθε χρόνο t ρίχνουμε ένα νόμισμα και αποφασίζουμε αν ο χρόνος είναι καλός ή κακός. Βάζουμε την κατάλληλη τιμή του h(t) στο μοντέλο και υπολογίζουμε: 
                                    n(t + 1) = Atn(t)

ΣΧΕΔΙΟ 2: (αριστερά)μια πραγματοποίηση του στοχαστικού μοντέλου με h=1/2 ή  h=2 ανεξάρτητα με πιθανότητα ½. (δεξιά)50 πραγματοποιήσεις του ίδιου μοντέλου.
Το σχήμα 2 παρουσιάζει το αποτέλεσμα μιας τέτοιας προσομοίωσης. Ο πληθυσμός κυμαίνεται, μην παρουσιάζοντας κανένα σημάδι σύγκλισης σε ένα ομαλό σχέδιο αύξησης.  Είναι δύσκολο να ειπωθεί, από το σχήμα 2 εάν ο πληθυσμός  θα αυξηθεί τελικά ή θα μειωθεί. Εάν εκτελέσουμε την προσομοίωση 50 φορές,  βλέπουμε ότι υπάρχει μεγάλη αβεβαιότητα στο πώς ο πληθυσμός θα συμπεριφερθεί  μετά από 100 επαναλήψεις, το μέγεθος πληθυσμών κυμαίνεται άνω των 6 μεγεθών.
Υπάρχει οποιαδήποτε ελλοχεύουσα τάση; Ναι μετά από μερικές αρχικές διακυμάνσεις,  και ο μέσος όρος και η διαφορά του λογαρίθμου του πληθυσμιακού μεγέθους αυξάνεται γραμμικά με το χρόνο. Κατά συνέπεια, αν και υπάρχει μια  ανοδική τάση που κρύβεται στη μεταβλητότητα του σχήματος 2 η μεταβλητότητα  γύρω από εκείνη την τάση αυξάνεται ακόμα γρηγορότερα από το μέσο όρο. Σ’ αυτό το σημείο πρέπει να πούμε πώς τα ζωτικής σημασίας ποσοστά μπορούν να ποικίλουν σε απάντηση στις αλλαγές  της πυκνότητα, είτε  λόγω των άμεσων αλληλεπιδράσεων μεταξύ των ατόμων είτε λόγω μιας ανατροφοδότησης που μεσολαβεί εξαιτίας  του ανταγωνισμού για  πόρους.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3: ΕΝΑ ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΞΑΡΤΗΣΗΣ ΑΠΟ ΤΗΝ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑ

Υποθέστε ότι ο πληθυσμός εκφράζεται από το μοντέλο του παραδείγματος 1 όταν η πυκνότητα είναι χαμηλή, αλλά ότι οι αυξήσεις στην πυκνότητα μειώνουν την γονιμότητα. Μπορούμε να γραψουμε:
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όπου το Ν = n1+ n2  είναι η συνολική πυκνότητα του πληθυσμού και  το g(N)  μετρά  την επίδραση της πυκνότητας. Εάν η γονιμότητα μειώνεται εκθετικά με την πυκνότητα,  θα μπορούσαμε να γράψουμε:

                                           g(N)  =  e-bN
όπου το b μετρά τη δύναμη της εξάρτησης από τη πυκνότητα, που υποτίθεται ότι είναι ίδια και για τις δύο αναπαραγωγικές κατηγορίες ηλικίας. 
Για να κατασκευάσουμε αυτό το πρότυπο, πρέπει να διευκρινίσουμε ποια από τα ζωτικής σημασίας ποσοστά  επηρεάζονται από την πυκνότητα, τις λειτουργικές μορφές εκείνων των αποτελεσμάτων και τις  τιμές της παραμέτρου για εκείνες τις λειτουργικές μορφές. Για να κατασκευαστεί ένα μοντέλο εξαρτημένο από την πυκνότητα απαιτούνται  αποφάσεις σχετικά με όλες αυτές τις ερωτήσεις. 
Αρχίζουμε με έναν αρχικό πληθυσμό n(0) και το πρόγραμμα   n(t)  προς τα εμπρός  σύμφωνα με τον τύπο:     

                                      n(t + 1) = Ann(t)
Μετά από μερικές αρχικές διακυμάνσεις, κάθε κατηγορία ηλικίας και το συνολικό μέγεθος των πληθυσμών, συγκλίνουν σε σταθερές τιμές ισορροπίας.                                                                                             Η σύγκλιση στην ισορροπία δεν είναι η μόνη πιθανή συμπεριφορά ενός μοντέλου εξαρτημένου από την πυκνότητα . Υποθέστε  ότι  αυξάνουμε τη γονιμότητα με τη βοήθεια ενός παράγοντα  R, έτσι ώστε  g(N) = Re-bN. Όταν το R = 2, ο πληθυσμός συγκλίνει ακόμα σε μια ισορροπία, αν και (όπως ήταν αναμενόμενο) εκείνη η ισορροπία είναι τώρα μεγαλύτερη. Όταν R  =  20, ο πληθυσμός συγκλίνει  σε  κύκλο με  ακτίνα 2.  Όταν  R  = 100, ο συνολικός πληθυσμός ταλαντεύονται  ακόμα, αλλά με  πιο μεγάλη ακτίνα. Όταν  Ρ.  = 500,  οι  ταλαντώσεις αντικαθίστανται από ανώμαλες, προφανώς τυχαίες διακυμάνσεις, βάζοντας τη σφραγίδα  του χάους. 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

 Τα πληθυσμιακά μοντέλα είναι πολύ χρήσιμα για την οικολογία καθώς μπορούν να προβλέψουν την μελλοντική δυναμική των πληθυσμών και τις διακυμάνσεις που θα μπορούσαν να προκληθούν στην διανομή ηλικίας ενός πληθυσμού έπειτα από μια προσβολή.

        Συγκεκριμένα το μοντέλο του Leslie μας επιτρέπει να γνωρίζουμε την διανομή ηλικίας των επιζόντων και των απογόνων του πληθυσμού που μας ενδιαφέρει σε διαδοχικά διαστήματα του χρόνου. Είναι δίκαιο να πούμε ότι ο Leslie εφύβρε το ρόλο του μαθηματικού-οικολόγου. Αν και αυτοδίδακτος μαθηματικός είχε πολύ σημαντικές συνεισφορές όχι μόνο στα μοντέλα δυναμικής πληθυσμών αλλά και στους πίνακες ζωής. Με το μοντέλο του κατάφερε να συνδυάσει σε μια ενιαία  έκφραση τα προγράμματα γονιμότητας με την θνησιμότητα.

          Πέρασαν 25 έτη μέχρι να υιοθετήσουν οι οικολόγοι τα πληθυσμιακά μοντέλα. Αυτό οφείλεται εν μέρει στο γεγονός πως η άλγεβρα που χρησιμοποιούν τα μοντέλα θεωρήθηκε ως εσωτερικός κλάδος των μαθηματικών. Επίσης οφείλεται σε μια από τις άλλες συνεισφορές του Leslie στην οικολογία: στην εισαγωγή των πινάκων ζωής. Πριν από την εμφάνιση των υπολογιστών λίγα μπορούσε να κάνει κανείς με ένα μοντέλο, που δεν γινόταν εξίσου εύκολα με ένα πίνακα ζωής. Πράγματι ένα μεγάλο μέρος των εγγράφων του Leslie ξοδεύεται αναπτύσσοντας μετασχηματισμούς των πληθυσμιακών μοντέλων, ο υπολογισμός των οποίων ήταν ανέφικτο να γίνει με το χέρι.

         Στις μέρες μας η κατάσταση είναι διαφορετική. Τα πληθυσμιακά μοντέλα βρίσκουν σήμερα ευρεία εφαρμογή τόσο στην συντήρηση όσο και στην διαχείριση οικολογικών συστημάτων.  

                            ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

· Γ.Π. Στάμου, Σ.Π. Σγαρδέλης, Ι.Δ. Παντής , Πληθυσμιακή Οικολογία, Πανεπιστημιακό Τυπογραφείο 2003-2004

