
Kefalaio 1

Deigmatolhyia

Kat� th diadikasÐa thc deigmatolhyÐac enìc suneqoÔc s matoc x(t) prokÔ-

ptei to diakritì s ma x[n]. Skopìc mac eÐnai na diereun soume th sqèsh an�mesa

sto diakritì metasqhmatismì Fourier, X[k], tou x[n] kai ton suneq  metasqhma-

tismì Fourier, X(f), tou arqikoÔ suneqoÔc s matoc x(t). Arqik� ja jumÐsoume

tic basikèc sqèseic twn metasqhmatism¸n kaj¸c kai k�poia qarakthristik� s -

mata pou ja qreiastoÔn sth sunèqeia.

1.1 MetasqhmatismoÐ

1.1.1 Suneq c metasqhmatismìc Fourier suneqoÔc s ma-

toc (CFT-C)

x(t)
CFT −C−−−−−−→ X(f) = F {x(t)} =

ˆ ∞
−∞

x(t)e−j2πftdt (1.1)

X(f)
ICFT −C−−−−−−→ x(t) =

ˆ ∞
−∞

X(f)ej2πftdf (1.2)

x1(t) · x2(t)
CFT −C−−−−−−→ X1(f) ∗X2(f) (1.3)

X1(f) ·X2(f)
ICFT −C−−−−−−→ x1(t) ∗ x2(t) (1.4)

H metablht  f (Hz) eÐnai h analogik  suqnìthta. H antÐstoiqh analogik  ku-

klik  suqnìthta eÐnai Ω = 2πf (rad/sec).
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1.1.2 Suneq c metasqhmatismìc Fourier diakritoÔ s ma-

toc (CFT-D)

x[n]
CFT −D−−−−−−→ X(ω) =

∞∑
n=−∞

x[n]e−jωn (1.5)

X(ω)
ICFT −D−−−−−−−→ x[n] =

1

2π

ˆ 2π

0
X(ω)ejωndω (1.6)

H metablht  ω (rad) eÐnai h yhfiak  kuklik  suqnìthta. O metasqhmatismìc

X(ω) eÐnai periodik  sun�rthsh me perÐodo 2π kai sunep¸c arkeÐ na gnwrÐzoume

thn X(ω) sto di�sthma 0 ≤ ω ≤ 2π.

1.1.3 Diakritìc metasqhmatismìc Fourier (DFT) diakri-

toÔ s matoc di�rkeiac N deigm�twn

x[n]
DFT−−−−→ X[k] =

N−1∑
n=0

x[n]e−j
2π
N
kn, k = 0, 1, . . . , N − 1 (1.7)

X[k]
IDFT−−−−−→ x[n] =

1

N

N−1∑
k=0

X[k]ej
2π
N
nk, n = 0, 1, . . . , N − 1 (1.8)

To s ma x[n], di�rkeiac N deigm�twn èqei suneq  metasqhmatismì Fourier,

X(ω),

x[n]
CFT −D−−−−−−→ X(ω) =

N−1∑
n=0

x[n]e−jωn (1.9)

SugkrÐnontac tic (1.7) kai (1.9) diapist¸noume ìti

X[k] = X(ω)|ω= 2π
N
k. (1.10)

'Ara, o diakritìc metasqhmatismìc Fourier tou diakritoÔ s matoc peperasmènhc

di�rkeiac eÐnai akoloujÐa deigm�twn tou suneqoÔc metasqhmatismoÔ Fourier tou,

stic yhfiakèc kuklikèc suqnìthtec 0, 2π
N , 2

2π
N , . . . , (N − 1)2π

N .
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1.2 Qr sima s mata

1.2.1 Palmoseir� deigmatolhyÐac

S∆t(t) =

∞∑
n=−∞

δ(t− n∆t) (1.11)

ìpou ∆t h perÐodoc deigmatolhyÐac.

S∆t(t)
CFT −C−−−−−−→ 1

∆t

∞∑
n=−∞

δ(f − n 1

∆t
) = FsSFs(f), (1.12)

ìpou Fs = 1
∆t eÐnai h suqnìthta deigmatolhyÐac.

1.2.2 Par�juro

WT (t) =

1 |t| < T/2

0 |t| > T/2
(1.13)

ìpou T eÐnai h qronik  di�rkeia tou parajÔrou.

WT (t)
CFT −C−−−−−−→ T sinc(Tf) (1.14)

ìpou

sinc(x) =
sin(πx)

πx
. (1.15)

Shmei¸netai ìti an x = m ∈ Z, tìte

sinc(m) =
sin(πm)

πm
=

1, m = 0

0, m 6= 0
(1.16)

'Ena par�juro apì t = 0− èwc t = T− (sunolik  di�rkeia T ) ja sumbolÐzetai

wcW0,T (t). Ousiastik� toW0,T (t) prokÔptei me qronik  metatìpish touWT (t)
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kat� T/2. 'Ara

W0,T (t) =

1 0 ≤ t < T

0 alloÔ
(1.17)

W0,T (t) = WT (t− T/2)
CFT −C−−−−−−→ T sinc(Tf)e−j2πfT/2. (1.18)

1.3 DeigmatolhyÐa

'Estw èna suneqèc s ma x(t) me metasqhmatismì Fourier X(f), gia to opoÐ-

o den k�noume kamÐa upìjesh qronoperatìthtac   zwnoperatìthtac. To s ma

ufÐstatai deigmatolhyÐa me perÐodo deigmatolhyÐac ∆t kai lamb�nontai N deÐg-

mata stic qronikèc stigmèc 0,∆t, 2∆t, . . . , (N − 1)∆t. Me aut n th diadikasÐa

prokÔptei to diakritì s ma x[n] = x(n∆t) me n = 0, 1, . . . , N − 1.

To parap�nw sen�rio deigmatolhyÐac perigr�fetai majhmatik� me dÔo dia-

dikasÐec. Arqik�, to s ma x(t) pollaplasi�zetai me mÐa sun�rthsh par�juro

W0,N∆t(t), qronik c di�rkeiac N∆t, opìte prokÔptei to suneqèc s ma

xw(t) = x(t) ·W0,N∆t(t) =

x(t) 0 ≤ t < N∆t

0 alloÔ
(1.19)

Sth sunèqeia, h deigmatolhyÐa tou xw(t), me perÐodo deigmatolhyÐac ∆t peri-

gr�fetai wc to ginìmeno tou xw(t) me thn palmoseir� deigmatolhyÐac S∆t(t),

dhlad ,

xsw(t) =xw(t) · S∆t(t) = [x(t) ·W0,N∆t(t)] · S∆t(t) = x(t) · [W0,N∆t(t) · S∆t(t)]

=x(t)

N−1∑
n=0

δ(t− n∆t) =

N−1∑
n=0

x(n∆t)δ(t− n∆t) =

N−1∑
n=0

x[n]δ(t− n∆t).

(1.20)

To s ma xsw(t), an kai suneqèc sth diatÔpws  tou, eÐnai kat' ousÐan diakri-

tì, kai apoteleÐtai apì ta deÐgmata x(0), x(∆t), . . . , x((N − 1)∆t) tou arqikoÔ

s matoc x(t). O suneq c metasqhmatismìc Fourier tou xsw(t) ja eÐnai

Xsw(f) =F {xsw(t)} = F {x(t) ·W0,N∆t(t) · S∆t(t)}
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=F {x(t)} ∗ F {W0,N∆t(t)} ∗ F {S∆t(t)}

=
(1.12),(1.18)

X(f) ∗
[
N∆t sinc(N∆tf)e−j2πfN∆t/2

]
∗ [FsSFs(f)]

=
(Fs=

1
∆t

)
X(f) ∗

[
N sinc(N∆tf)e−j2πfN∆t/2

]
∗ SFs(f) (1.21)

Tautìqrona, me b�sh thn (1.20), èqoume

Xsw(f) =F {xsw(t)} = F

{
N−1∑
n=0

x[n]δ(t− n∆t)

}

=

ˆ ∞
−∞

N−1∑
n=0

x[n]δ(t− n∆t)e−j2πftdt =
N−1∑
n=0

x[n]e−j2πf∆tn (1.22)

Upojètontac ìti h analogik  suqnìthta f eÐnai akèraio pollapl�sio enìc su-

qnotikoÔ diast matoc ∆f , dhlad  f = k∆f , h (1.22) gr�fetai wc

Xsw(k∆f) =
N−1∑
n=0

x[n]e−j
2π
N

(N∆f∆t)kn (1.23)

kai an jewr soume

N∆f∆t = 1 (1.24)

tìte prokÔptei ìti

Xsw(k∆f) =
N−1∑
n=0

x[n]e−j
2π
N
kn = X[k]. (1.25)

Me thn epilog  (1.24), to dexÐ mèroc thc (1.23) p re th morf  diakritoÔ metasqh-

matismoÔ Fourier. Akìmh, h (1.24) dhl¸nei pwc ìtan lamb�nontai N deÐgmata, me

perÐodo deigmatolhyÐac ∆t, o diakritìc metasqhmatismìc X[k] eÐnai sthn ousÐa

mÐa akoloujÐa deigm�twn tou f�smatoc Xsw(f), upologismènwn stic suqnìthtec

0,∆f, 2∆f, . . . , (N − 1)∆f , ìpou

∆f =
1

N∆t
. (1.26)



6 Kef�laio 1

Telik� apì tic (1.21) kai (1.25) prokÔptei

X[k] =

X(f) ∗
[
N sinc(N∆tf)e−jπfN∆t

]
︸ ︷︷ ︸

L(f)

∗SFs(f)︸ ︷︷ ︸
A(f)


f=k∆f

(1.27)

Sunep¸c, o diakritìc metasqhmatismìc Fourier tou diakritoÔ s matoc x[n] (n =

0, 1, . . . , N − 1) den apoteleÐtai apì deÐgmata tou f�smatoc X(f) tou arqikoÔ

analogikoÔ s matoc, ìpwc ja  tan epijumhtì, all� tou f�smatoc X(f)∗L(f)∗
A(f). H (1.27) gr�fetai analutikìtera wc

X[k] =

{
X(f) ∗

[
N sinc(N∆tf)e−jπfN∆t

]
∗

[ ∞∑
n=−∞

δ(f − nFs)

]}
f=k∆f

=

[
N

∞∑
n=−∞

ˆ ∞
−∞

X(f − f ′ − nFs) sinc(N∆tf ′)e−jπf
′N∆tdf ′

]
f=k∆f

(1.28)

KleÐnontac, ja prèpei na shmeiwjoÔn oi sqèseic apeikìnishc tou deÐkth k

tou diakritoÔ metasqhmatismoÔ Fourier X[k], sthn yhfiak  kuklik  suqnìthta

ωk tou suneqoÔc metasqhmatismoÔ Fourier , X(ω) tou x[n] kai, telik�,sthn

analogik  kuklik  suqnìthta Ωk tou suneqoÔc metasqhmatismoÔ Fourier , X(Ω)

tou suneqoÔc s matoc xsw(t). Sugkekrimèna, isqÔei

k
N−→ ωk =

2π

N
k

∆t−→ Ωk =
ωk
∆t

=
2π

N∆t
k (1.29)

kai antistrìfwc

Ωk
∆t−→ ωk = Ωk∆t

N−→ k =
Nωk
2π

=
N∆tΩk

2π
. (1.30)

Oi (1.29) kai (1.30) èqoun nìhma me th proôpìjesh ìti 0 ≤ k ≤ N − 1. Akìmh,

isqÔei ω = Ω∆t me thn proôpìjesh ìti 0 ≤ ω ≤ 2π, pr�gma pou faner¸nei

ìti h yhfiak  kuklik  suqnìthta ω = 2π antistoiqeÐ sthn analogik  kuklik 

suqnìthta Ω = 2πFs.
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1.3.1 Fasmatik  epik�luyh kai diarro 

Me b�sh th sqèsh (1.27), ja exet�soume thn epÐdrash twn paragìntwn A(f)

kai L(f) sto arqikì analogikì f�sma X(f). Gia lìgouc kalÔterhc katanìhshc

ja jewr soume ìti k�je ènac apì touc dÔo par�gontec epidr� memonwmèna sto

X(f).

H epÐdrash tou par�gonta A(f) (Fasmatik  epik�luyh)

'Eqoume

X(f) ∗A(f) = X(f) ∗ SFs(f) = X(f) ∗
∞∑

n=−∞
δ(f − nFs)

=

ˆ ∞
−∞

X(f ′)
∞∑

n=−∞
δ(f − f ′ − nFs)df ′ =

∞∑
n=−∞

X(f − nFs). (1.31)

'Ara, to f�sma X(f) ∗ A(f) eÐnai periodikì me perÐodo Fs kai prokÔptei wc

to �jroisma periodik¸n epanal yewn tou f�smatoc X(f), metatopismènwn sth

suqnìthta kat� akèraia pollapl�sia thc suqnìthtac deigmatolhyÐac Fs.

An to s ma x(t) eÐnai zwnoperatì, tìte supp(X(f)) = [−Fmax, Fmax] me

Fmax <∞. Sthn perÐptwsh pou Fs > 2Fmax (sunj kh Nyquist), oi periodikèc

epanal yeic tou X(f) den epikalÔptontai. Antijètwc, an Fs < 2Fmax, tìte oi

periodikèc epanal yeic tou X(f) emfanÐzoun epik�luyh (aliasing).

An to s ma x(t) den eÐnai zwnoperatì, tìte supp(X(f)) = (−∞,∞). Se

aut n thn perÐptwsh h sunj kh Nyquist den mporeÐ na ikanopoihjeÐ kai oi pe-

riodikèc epanal yeic tou X(f) epikalÔptontai. O bajmìc epik�luyhc mei¸netai

me thn aÔxhsh thc suqnìthtac deigmatolhyÐac Fs = 1/∆t. Sthn pr�xh kanèna

s ma x(t) den eÐnai zwnoperatì, opìte, kat� th diadikasÐa thc deigmatolhyÐac,

ja emfanÐzetai p�ntote fasmatik c epik�luyhc. 'Ara, h mình suntag  gia ton

periorismì thc epik�luyhc eÐnai h aÔxhsh thc Fs.

H fasmatik  epik�luyh pou perigr�fetai parap�nw eÐnai proðìn thc deigmato-

lhyÐac tou arqikoÔ s matoc x(t). Gia ton lìgo autì, h sugkekrimènh fasmatik 

epik�luyh ja qarakthrÐzetai wc prwtogen c. An ìmwc l�boume upìyh ìti to

arqikì s ma x(t) pollaplasi�zetai me to qronikì par�juro W0,N∆t(t) to s ma

pou prokÔptei xw(t) = x(t) · W0,N∆t(t) eÐnai qronoperatì kai �ra mh zwno-

peratì. Sunep¸c, kat� th deigmatolhyÐa tou xw(t), ja prokÔyei opwsd pote
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fasmatik  epik�luyh, thn opoÐa ja qarakthrÐzoume wc deuterogen .

Shmei¸netai ìti o diaqwrismìc thc fasmatik c epik�luyhc se prwtogen 

kai deuterogen  den eÐnai dìkimoc, all� uiojet jhke gia thn katanìhsh twn

mhqanism¸n pou thn par�goun. En katakleÐdi, an to arqikì s ma x(t) eÐnai

zwnoperatì, tìte eÐnai dunatì na apofeuqjeÐ h prwtogen c fasmatik  epik�luyh

epilègontac Fs > 2Fmax. Parìla aut�, kat� th deigmatolhyÐa tou x(t) ja

prokÔptei p�ntote fasmatik  epik�luyh lìgw thc parousÐac thc deuterogenoÔc.

H epÐdrash tou par�gonta L(f) (Fasmatik  diarro )

'Eqoume

X(f) ∗ L(f) = X(f) ∗
[
N sinc(N∆tf)e−jπfN∆t

]
=

ˆ ∞
−∞

X(f − f ′)
[
N sinc(N∆tf ′)e−jπf

′N∆t
]
df ′. (1.32)

Ac upojèsoume ìti to analogikì s ma eÐnai armonikì thc morf c x(t) = ej2πf0t

me suqnìthta f0, �ra X(f) = δ(f − f0). Efarmìzontac thn (1.32) prokÔptei

X(f) ∗ L(f) =

ˆ ∞
−∞

δ(f − f ′ − f0)
[
N sinc(N∆tf ′)e−jπf

′N∆t
]
df ′

=N sinc(N∆t(f − f0)) e−jπ(f−f0)N∆t︸ ︷︷ ︸
par�gontac f�shc

, (1.33)

Apì thn (1.33), sumperaÐnoume ìti h X(f) ∗ L(f) emfanÐzei suqnotikì perieqì-

meno ìqi mìno sth suqnìthta f0 tou x(t), all� kai gÔrw apì aut n. MporoÔme

na poÔme ìti me thn efarmog  tou par�gonta L(f), emfanÐzetai diarro  (lea-

kage)tou fasmatikoÔ perieqomènou ekatèrwjen thc arqik c suqnìthtac f0. H

diarro  aut  perigr�fetai apì th sun�rthsh sinc(N∆t(f − f0)) kai gÐnetai en-

tonìterh ìso o kÔrioc lobìc thc sun�rthshc eÐnai eurÔteroc. O rujmistikìc

par�gontac tou eÔrouc tou kÔriou loboÔ thc sinc(N∆t(f−f0)), perÐ thn f0, eÐnai

to ginìmeno N∆t. Aux�nontac to ginìmeno N∆t o kÔrioc lobìc steneÔei kai h

fasmatik  diarro  mei¸netai. M�lista, sthn idanik  perÐptwsh pou N∆t→∞,

prokÔptei N sinc(N∆t(f − f0)) → δ(f − f0) = X(f), dhlad  ex�leiyh thc

fasmatik c diarro c. Ja prèpei na shmeiwjeÐ ìti h katastol  thc fasmatik c

diarro c aux�nontac to ∆t, dhlad  thn perÐodo deigmatolhyÐac, eÐnai ousiastik�
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mÐa lanjasmènh epilog , epeid  h aÔxhsh tou ∆t odhgeÐ se megalÔterh fasma-

tik  epik�luyh. Sunep¸c, to fainìmeno thc fasmatik c diarro c periorÐzetai

aux�nontac to pl joc twn deigm�twn N .

Sthn an�lush pou prohg jhke, exet�sthke h perÐptwsh enìc analogikoÔ

s matoc me mÐa mìno fasmatik  sunist¸sa. Profan¸c, to fainìmeno thc fa-

smatik c diarro c ufÐstatai gia opoiod pote f�sma X(f), afoÔ ja emfanÐzetai

gia k�je sunist¸sa tou.

1.3.1.1 ParadeÐgmata

Par�deigma 1.1. ΄Εστω το σήμα x(t) = ej2πf0t, το οποίο έχει μετασχηματισμό Fourier

X(f) = δ(f − f0). Το σήμα υφίσταται δειγματοληψία με συχνότητα Fs και λαμβάνονται

N δείγματα τις χρονικές στιγμές 0,∆t, . . . , (N − 1)∆t, (∆t = 1/Fs). ΄Ετσι προκύπτει

το διακριτό σήμα x[n], με διακριτό μετασχηματισμό Fourier (1.28)

X[k] =

[
N

∞∑
n=−∞

ˆ ∞
−∞

X(f − f ′ − nFs) sinc(N∆tf ′)e−jπf
′N∆tdf ′

]
f=k∆f

=

[
N

∞∑
n=−∞

ˆ ∞
−∞

δ(f − f0 − f ′ − nFs) sinc(N∆tf ′)e−jπf
′N∆tdf ′

]
f=k∆f

=N

∞∑
n=−∞

ˆ ∞
−∞

δ(k∆f − f0 − f ′ − nFs) sinc(N∆tf ′)e−jπf
′N∆tdf ′

=N
∞∑

n=−∞
sinc(N∆t(k∆f − f0 − nFs))e−jπ(k∆f−f0−nFs)N∆t

(1.34)

όπου ∆f =
1

N∆t
. Από την (1.34) συμπεραίνουμε ότι ο X[k] δε δίνει δείγματα της

X(f) = δ(f − f0), αλλά ενός φάσματος που έχει υποστεί εν γένει την επίδραση της

επικάλυψης και της διαρροής.

Στη συνέχεια, ας υποθέσουμε ότι η συχνότητα δειγματοληψίας έχει επιλεγεί έτσι

ώστε να μην προκύπτει πρωτογενής επικάλυψη στο φάσμα (Fs > 2f0)
1
Ακόμη, υπο-

θέτουμε ότι η συνολική χρονική διάρκεια της δειγματοληψίας, T = N∆t, είναι ακέραιο

πολλαπλάσιο της περιόδου T0 = 1/f0 του σήματος x(t), δηλαδή

N∆t = ν/f0 (ν ∈ N+) (1.35)

1Sthn perÐptwsh pou exet�zoume, arkeÐ Fs > f0, giatÐ to s ma x(t) èqei mh mhdenikì

fasmatikì perieqìmeno mìno ston jetikì hmi�xona twn analogik¸n suqnot twn.
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Με βάση τη συνθήκη Fs > 2f0 ⇒ ∆t < 1/(2f0) συμπεραίνουμε ότι

0 < ν < N/2. (1.36)

Ως αποτέλεσμα, το όρισμα της sinc στην (1.34) γράφεται ως

N∆t(k∆f − f0 − nFs) = N∆t(k/(N∆t)− f0 − n/∆t) = k − ν − nN ∈ Z. (1.37)

Δεδομένου ότι 0 ≤ k ≤ N − 1, 0 < ν < N/2 και n ∈ Z, ο ακέραιος k − ν − nN είναι
ίσος με μηδέν μόνο όταν n = 0 και k = ν. Συνεπώς, με βάση την ιδιότητα (1.16) της

sinc, από την (1.34) προκύπτει ότι

X[k] =

{
N, k = ν

0, k 6= ν
(1.38)

Αυτό σημαίνει πως, στη συγκεκριμένη περίπτωση, ο διακριτός μετασχηματισμός X[k]

έχει μόνο έναν μη μηδενικό όρο στη θέση k = ν, η οποία αντιστοιχεί στην αναλογι-

κή συχνότητα ν∆f = f0. Με άλλα λόγια ο διακριτός μετασχηματισμός ανέδειξε με

ακρίβεια τη μόνη υπάρχουσα φασματική συνιστώσα του αναλογικού σήματος x(t) και

μάλιστα στη σωστή συχνότητα f0. Θα πρέπει να προσεχθεί ότι αυτή η επιτυχία δε ση-

μαίνει ότι εξαλείφθηκαν η φασματική διαρροή και η δευτερογενής φασματική επικάλυψη,

οι οποίες αποτυπώνονται με την παρουσία του απειραθροίσματος των συναρτήσεων sinc

στην (1.34). Απλώς, με τη συγκεκριμένη επιλογή του συνολικού χρόνου δειγματοληψίας

(ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου του σήματος) οι όροι του διακριτού μετασχηματι-

σμού X[k], για k 6= ν, υπολογίζονται στα σημεία μηδενισμού των sinc. Συνεπώς, η

επιτυχία αυτή είναι αποτέλεσμα συγκυρίας και δε δηλώνει απουσία φασματικής διαρροής

και φασματικής επικάλυψης.

Στη συνέχεια παρατίθεται κώδικας Matlab για τον υπολογισμό του διακριτού με-

τασχηματισμού Fourier του σήματος x(t) = ej2πf0t, όπου f0 = 10Hz. Επιλέγουμε

συχνότητα δειγματοληψίας Fs = 100 Hz και λαμβάνουμε N = 50 δείγματα, ξεκινώντας

από τη χρονική στιγμή t = 0.

f0=10; Fs=100; N=50;

n=[0:1:N-1];

Dt=1/Fs;

t=n*Dt;

x=exp(i*2*pi*f0*t);

X=fft(x);

stem(n,abs(X));
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Σχήμα 1.1: x(t) = ej2πf0t, f0 = 10Hz, Fs = 100Hz.

Το πλάτος του διακριτού μετασχηματισμού |X[k]| φαίνεται στο σχήμα 1.1αʹ. Παρα-
τηρούμε ότι προέκυψε μόνο ένας μη μηδενικός όρος του μετασχηματισμού για k = 5.

Δεδομένου ότι ∆f = 1
N∆t = Fs

N = 2Hz, ο δείκτης k = 5 αντιστοιχεί στην αναλογική

συχνότητα k∆f = 10Hz = f0. Συνεπώς, η φασματική διαρροή και η φασματική επικάλυ-

ψη, αν και υπάρχουν, δεν αποκαλύπτονται από τον διακριτό μετασχηματισμό X[k] γιατί,

όπως αναλύθηκε προηγουμένως, έχουμε N∆t = N/Fs = 0.5sec και T0 = 1/f0 = 0.1sec,

οπότε η συνολική διάρκεια δειγματοληψίας N∆t είναι ακέραιο πολλαπλάσιο (ν = 5) της

περιόδου του σήματος x(t).

Ας θεωρήσουμε τώρα ότι αντί για N = 50 παίρνουμε N = 55 δείγματα. Σε αυτήν

την περίπτωση το πλάτος του διακριτού μετασχηματισμού Fourier φαίνεται στο σχήμα

1.1βʹ. Παρατηρούμε ότι αντί για έναν μόνο μη μηδενικό όρο, στην αναλογική συχνότητα

f0, ο διακριτός μετασχηματισμός είναι μη μηδενικός για κάθε k. Συνεπώς, η φασματική

διαρροή και η επικάλυψη αποκαλύπτονται, καθώς δεν ικανοποιείται η συνθήκη N∆t/T0 ∈
N. Μάλιστα δεν υπάρχει όρος του X(k) που να είναι δείγμα του αναλογικού φάσματος

στη συχνότητα f0 του σήματος x(t), καθώς ∆f = Fs/N = 100/55Hz και k = f0/∆f =

55/10 /∈ N.

Par�deigma 1.2. ΄Εστω το σήμα x(t) = cos(2πf0t), το οποίο έχει συνεχή μετασχη-

ματισμό Fourier X(f) = 1
2δ(f + f0) + 1

2δ(f − f0). Το σήμα υφίσταται δειγματοληψία με

συχνότητα Fs και λαμβάνονται N δείγματα. Θεωρούμε ότι f0 = 100Hz και εφαρμόζουμε

διάφορες τιμές της συχνότητας δειγματοληψίας Fs και του πλήθους δειγμάτων N .

Περιπτώσεις:

• Fs = 250Hz, N = 170. Δεν υπάρχει πρωτογενής φασματική επικάλυψη κα-

θώς Fs > 2f0. Ο διακριτός μετασχηματισμός Fourier δεν μπορεί να αποκαλύ-



12 Kef�laio 1

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

k: 68
f: 100 Hz
|X[k]|: 85

k: 102
f: 150 Hz
|X[k]|: 85

(αʹ) |X[k]| για Fs = 250Hz, N = 170.

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

k: 113
f: 169.5 Hz
|X[k]|: 74.6

k: 67
f: 100.5 Hz
|X[k]|: 74.6

(βʹ) |X[k]| για Fs = 270Hz, N = 180.

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

k: 100
f: 100 Hz
|X[k]|: 85

k: 70
f: 70 Hz
|X[k]|: 85

(γʹ) |X[k]| για Fs = 170Hz, N = 170.

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

k: 118
f: 100.3 Hz
|X[k]|: 81.52

k: 82
f: 69.7 Hz
|X[k]|: 81.52

(δʹ) |X[k]| για Fs = 170Hz, N = 200.

Σχήμα 1.2: x(t) = cos(2πf0t), f0 = 100Hz.

ψει τη φασματική διαρροή και την δευτερογενή επικάλυψη, επειδή Nf0/Fs =

(170 · 100)/250 = 68 ∈ N. Αντιθέτως, όπως φαίνεται στο σχήμα 1.2αʹ, η
πραγματική συχνότητα του σήματος f0 = 100Hz καθώς και η συμμετρική της

Fs − f0 = 150Hz αναδεικνύονται.

• Fs = 270Hz, N = 180. Δεν υπάρχει πρωτογενής επικάλυψη καθώς Fs > 2f0.

Η φασματική διαρροή και η δευτερογενής επικάλυψη αποκαλύπτονται από τον δια-

κριτό μετασχηματισμός Fourier, επειδή Nf0/Fs = (180 · 100)/270 = 200/3 /∈ N.
΄Οπως φαίνεται στο σχήμα 1.2βʹ, λόγω της φασματικής διαρροής και της δευτερογε-

νούς επικάλυψης , αντί για την πραγματική συχνότητα του σήματος f0 = 100Hz

αναδεικνύεται μία παρακείμενη, η f = 100.5Hz, καθώς και η συμμετρική της,

Fs − f = 169.5Hz.
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(δʹ) |X[k]| για N = 150.

Σχήμα 1.3: x(t) = cos(2πf1t) + cos(2πf2t), f1 = 50Hz και f2 = 55Hz, Fs = 150Hz.

• Fs = 170Hz, N = 170. Υπάρχει πρωτογενής φασματική επικάλυψη καθώς Fs <

2f0. Ο διακριτός μετασχηματισμός Fourier δεν μπορεί να αποκαλύψει τη φασμα-

τική διαρροή και τη δευτερογενή επικάλυψη, επειδή Nf0/Fs = (170 · 100)/170 =

100 ∈ N. Λόγω της πρωτογενούς επικάλυψης, στον διακριτό μετασχηματισμό
Fourier αναδεικνύονται η συχνότητα f = 70Hz, καθώς και η συμμετρική της

Fs − f = 100Hz (σχήμα 1.2γʹ).

• Fs = 170Hz, N = 200. Υπάρχει πρωτογενής φασματική επικάλυψη καθώς

Fs < 2f0. Η φασματική διαρροή και η φασματική επικάλυψη (πρωτογενής και

δευτερογενής) αποκαλύπτονται, επειδή Nf0/Fs = (200 · 100)/170 = 20/17 /∈ N
(σχήμα 1.2δʹ).

Par�deigma 1.3. ΄Εστω το σήμα x(t) = cos(2πf1t) + cos(2πf2t), με f1 = 50Hz και
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f2 = 55Hz. Το σήμα υφίσταται δειγματοληψία με συχνότητα Fs = 150Hz, οπότε δεν υ-

πάρχει πρωτογενής φασματική επικάλυψη, και λαμβάνονται N δείγματα. Θα εξετάσουμε

την επίδραση του πλήθους των δειγμάτων στην ικανότητα του διακριτού μετασχηματι-

σμού Fourier να εκτιμήσει και να διαχωρίσει τις δύο κοντινές συχνότητες f1 και f2.

Περιπτώσεις:

• N = 50. (Σχήμα 1.3αʹ) Η φασματική διαρροή και η δευτερογενής επικάλυψη είναι

έντονες, σε βαθμό που να μην είναι βέβαιη η διάκριση δύο ξεχωριστών συχνοτήτων.

Σημειώνεται ότι ∆f = 1
N∆t = 3Hz, Nf1/Fs /∈ N και Nf2/Fs /∈ N.

• N = 75. (Σχήμα 1.3βʹ) Η συχνότητα f1 διακρίνεται ξεκάθαρα καθώς Nf1/Fs ∈
N. Αποκαλύπτεται η φασματική διαρροή και η δευτερογενής επικάλυψη περί τη
συχνότητα f2 (Nf2/Fs /∈ N). Οι δύο συχνότητες του αναλογικού σήματος δια-
χωρίζονται ικανοποιητικά καθώς ∆f = 2Hz.

• N = 100. (Σχήμα 1.3γʹ) Αν και Nf1/Fs /∈ N, Nf2/Fs /∈ N (εκδήλωση φασματι-
κής διαρροής και δευτερογενούς επικάλυψης) η ύπαρξη των δύο κύριων φασματι-

κών όρων ίδιου πλάτους αναδεικνύεται, καθώς ∆f = 1.5Hz.

• N = 150. (Σχήμα 1.3δʹ) Nf1/Fs ∈ N και Nf2/Fs ∈ N οπότε η φασματική
διαρροή και η δευτερογενής επικάλυψη δεν αποκαλύπτονται. Η ύπαρξη των δύο

κύριων φασματικών όρων ίδιου πλάτους αναδεικνύεται ξεκάθαρα (∆f = 1Hz).
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