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ΟΡΙΣΜΟΙΟΡΙΣΜΟΙ::

ΟιΟι ΕξισώσειςΕξισώσεις ΔιαφορώνΔιαφορών ((εε..δδ..) ) είναιείναι εξισώσειςεξισώσεις πουπου περιέχουνπεριέχουν διακριτέςδιακριτές αλλαγέςαλλαγές καικαι
διαφορέςδιαφορές τωντων αγνώστωναγνώστων συναρτήσεωνσυναρτήσεων

ΕμφανίζονταιΕμφανίζονται σεσε μαθηματικάμαθηματικά μοντέλαμοντέλα, , όπουόπου ηη μεταβλητήμεταβλητή παίρνειπαίρνει μόνομόνο έναένα διακριτόδιακριτό
σύνολοσύνολο τιμώντιμών.   .   

F(k,yF(k,ykk,y,yk+1k+1,,……,,yyk+rk+r)=0, )=0, rr∈∈NN, k=0,1,2,, k=0,1,2,…… καικαι F F δοσμένηδοσμένη συνάρτησησυνάρτηση

ππ..χχ. . yyk+1k+1--2y2ykk=0=0

ΛύσηΛύση μιαςμιας εε..δδ.. είναιείναι μιαμια ακολουθίαακολουθία yykk πουπου τηντην επαληθεύειεπαληθεύει γιαγια k=0,1,2,k=0,1,2,……

ππ..χχ. . ηη yykk=2=2kk είναιείναι λύσηλύση τηςτης yyk+1k+1--2y2ykk=0=0, , k=0,1,2,k=0,1,2,……

ΤάξηΤάξη μιαςμιας εε..δδ.. λέγεταιλέγεται ηη διαφοράδιαφορά μεταξύμεταξύ τουτου μεγαλύτερουμεγαλύτερου καικαι τουτου μικρότερουμικρότερου
δείκτηδείκτη τωντων yykk

ππ..χχ. . ηη yyk+1k+1--2y2ykk=0=0 είναιείναι 11ηςης τάξηςτάξης ενώενώ ηη yykk++22--33yyk+1k+1++2y2ykk=0=0 είναιείναι 22ηςης τάξηςτάξης

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ
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ΟΡΙΣΜΟΙΟΡΙΣΜΟΙ::

ΑρχικέςΑρχικές συνθήκεςσυνθήκες μιαςμιας εε..δδ.. ((τάξηςτάξης r)r) είναιείναι rr δοσμένεςδοσμένες τιμέςτιμές τηςτης yykk σεσε rr διαδοχικέςδιαδοχικές
διαφορετικέςδιαφορετικές τιμέςτιμές τουτου kk

ππ..χχ. . yy00=1, =1, yy11==2 2 αρχικέςαρχικές συνθήκεςσυνθήκες τηςτης yykk++22--33yyk+1k+1++2y2ykk=0=0

ΣυνοριακέςΣυνοριακές συνθήκεςσυνθήκες μιαςμιας εε..δδ.. είναιείναι δοσμένεςδοσμένες τιμέςτιμές τηςτης yykk σεσε μημη--διαδοχικέςδιαδοχικές τιμέςτιμές
τουτου kk

ππ..χχ. . yy00=1, =1, yy1515==2 2 συνοριακέςσυνοριακές συνθήκεςσυνθήκες τηςτης yykk++22--33yyk+1k+1++2y2ykk=0=0

ΕξισώσειςΕξισώσεις διαφορώνδιαφορών συναντάμεσυναντάμε αρκετάαρκετά συχνάσυχνά σεσε εφαρμογέςεφαρμογές. . 

ΔιάφορεςΔιάφορες μέθοδοιμέθοδοι προσεγγιστικήςπροσεγγιστικής επίλυσηςεπίλυσης διαφορικώνδιαφορικών εξισώσεωνεξισώσεων
περιλαμβάνουνπεριλαμβάνουν αντικατάστασηαντικατάσταση τωντων διαφορικώνδιαφορικών εξισώσεωνεξισώσεων μεμε εξισώσειςεξισώσεις
διαφορώνδιαφορών ((ππ..χχ. . στηστη μετεωρολογίαμετεωρολογία)) ..

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝΔΙΑΦΟΡΩΝ

ΓΡΑΜΜΙΚΕΣΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝΔΙΑΦΟΡΩΝ 11ηςης ΤΑΞΗΣΤΑΞΗΣ

ΗΗ γραμμικήγραμμική εξίσωσηεξίσωση διαφορώνδιαφορών πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης μεμε μεταβλητούςμεταβλητούς συντελεστέςσυντελεστές

yyk+1k+1--qqkkyykk==rrkk, , k=0,1,2,k=0,1,2,……

όπουόπου qqkk, , rrkk είναιείναι δοσμένεςδοσμένες ακολουθίεςακολουθίες καικαι qqkk≠≠0, 0, έχειέχει γενικήγενική λύσηλύση
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ΗΗ γραμμικήγραμμική εξίσωσηεξίσωση διαφορώνδιαφορών πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης

yyk+1k+1--qyqykk==00, , k=0,1,2,k=0,1,2,……

έχειέχει γενικήγενική λύσηλύση

k=0,1,2,k=0,1,2,……0
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

yykk++22++ppkkyyk+1k+1+q+qkkyykk==rrkk, , 

όπουόπου ppkk, , qqkk, , rrkk είναιείναι δοσμένεςδοσμένες ακολουθίεςακολουθίες καικαι qqkk≠≠00

H H γενικήγενική τηςτης λύσηλύση είναιείναι τοτο άθροισμαάθροισμα

ΑΑ) ) τηςτης γενικήςγενικής λύσηςλύσης τηςτης ομογενούςομογενούς γραμγραμ. . εξίσεξίσ. . διαφορώνδιαφορών καικαι

ΒΒ) ) μίαςμίας μερικήςμερικής λύσηςλύσης τηςτης μημη ομογενούςομογενούς γραμγραμ. . εξίσεξίσ. . διαφορώνδιαφορών
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ ΤΗΣ
ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ Ε.Δ. 2ης ΤΑΞΗΣ

ΘεωρούμεΘεωρούμε τητη γραμγραμ. . εε..δδ.. 22ηςης τάξηςτάξης

αα22yykk++22++αα11yyk+1k+1++αα00yykk==00

όπουόπου αα22, , αα11, , αα00 είναιείναι πραγματικέςπραγματικές σταθερέςσταθερές καικαι αα22≠≠00, , αα00≠≠00, , 

ΑνΑν λλ11 καικαι λλ22 είναιείναι οιοι ρίζεςρίζες τηςτης χαρακτηριστικήςχαρακτηριστικής εξίσωσηςεξίσωσης

αα22λλ22++αα11λλ++αα00==00

τότε η γενική λύση της ε.δ. δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις (όπου c1, c2 
είναι αυθαίρετες σταθερές και k=0,1,2,...):

1) αν λ1, λ2∈ℜ και λ1≠λ2

2) αν λ1, λ2∈ℜ και λ1=λ2

k
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ ΤΗΣ
ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ Ε.Δ. 2ης ΤΑΞΗΣ

3) αν λ1, λ2 συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί

δηλαδή λ1,λ2=α±iβ

θ+θ= ksinrckcosrcy k
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΛΥΣΕΩΝ

ΗΗ γραμμικήγραμμική ανεξαρτησίαανεξαρτησία τωντων λύσεωνλύσεων διαπιστώνεταιδιαπιστώνεται απόαπό τηντην
ορίζουσαορίζουσα CasoratiCasorati
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ΑνΑν είναιείναι CCkk≠≠0  0  ∀∀ k=0,1,2,k=0,1,2,…… οιοι λύσειςλύσεις είναιείναι γραμμικάγραμμικά ανεξάρτητεςανεξάρτητες

ΕπειδήΕπειδή CCkk=q=q00qq11……qqkk--11CC00 γιαγια k=0,1,2,k=0,1,2,…… όπουόπου qqkk≠≠0  0  ∀∀ k=0,1,2,k=0,1,2,……

oo έλεγχοςέλεγχος τηςτης γραμγραμ. . ανεξαρτησίαςανεξαρτησίας μπορείμπορεί νανα γίνειγίνει μεμε χρήσηχρήση τηςτης CC00

δηλαδήδηλαδή τηςτης ορίζουσαςορίζουσας CasoratiCasorati (C(Ckk) ) όπουόπου k=0k=0
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΕΥΡΕΣΗ ΜΕΡΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ
ΓιαΓια νανα εφαρμοσθείεφαρμοσθεί αυτήαυτή ηη μέθοδοςμέθοδος στηστη γραμγραμ. . εε..δδ.. 22ηςης τάξηςτάξης

αα22yykk++22++αα11yyk+1k+1++αα00yykk==rrkk

πρέπειπρέπει: : 

ΑΑ) ) αα22, , αα11, , αα00 είναιείναι σταθερέςσταθερές καικαι αα22≠≠00, , αα00≠≠00, , 

ΒΒ) ) ηη rrkk νανα έχειέχει ειδικήειδική μορφήμορφή
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

i) αν rk=P(k)⋅βκ

όπου: P(k) πολυώνυμο βαθμού m

β σταθερά ≠0

τότε:

η μερική λύση είναι η

όπου: Q(k) προσδιοριστέο πολυώνυμο βαθμού m

ν είναι η πολλαπλότητα της ρίζας β της χαρ. εξ.   αα22λλ22++αα11λλ++αα00==00

δηλαδήδηλαδή v=0 v=0 αναν ββ δενδεν είναιείναι ρίζαρίζα τηςτης χαρχαρ. . εξεξ..

v=1 v=1 αναν ββ είναιείναι απλήαπλή ρίζαρίζα τηςτης χαρχαρ. . εξεξ..

ν=2 αναν ββ είναιείναι διπλήδιπλή ρίζαρίζα τηςτης χαρχαρ. . εξεξ..

k
k )k(Qky βνμ =
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

ii) αν rk=βκ[P1(k)coskγ+ P2(k)sinkγ]

όπου: P1(k) πολυώνυμο βαθμού m1

P2(k) πολυώνυμο βαθμού m2

β, γ σταθερές ≠0

τότε:

η μερική λύση είναι η

όπου: Q1(k), Q2(k) προσδιοριστέα πολυώνυμο βαθμού m=max{m1,m2}

ν είναι η πολλαπλότητα της ρίζας β⋅eiγ της χαρ. εξ.   αα22λλ22++αα11λλ++αα00==00

β⋅eiγ=β(cosγ+i⋅sinγ)

]ksin)k(Qkcos)k(Q[ky k
k γγβνμ

21 +=
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

iii) αν

όπου: είναι της μορφής (i) ή (ii)

τότε: χωρίζουμε την αρχική μη-ομογενή ε.δ. αα22yykk++22++αα11yyk+1k+1++αα00yykk==rrkk στιςστις

..................

και το άθροισμα των μερικών λύσεων

είναι μια μερική λύση της αρχικής μη-ομογενής ε.δ.
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ

ΜίαΜία σταθεράσταθερά cc λέμελέμε ότιότι είναιείναι τιμήτιμή ισορροπίαςισορροπίας τηςτης εε..δδ..

yykk++22++pypyk+1k+1+qy+qykk=r =r (1)(1)

όπουόπου p, q, r p, q, r είναιείναι σταθερέςσταθερές καικαι qq≠≠00

αναν ηη yykk=c,    k=0,1,2,=c,    k=0,1,2,…… είναιείναι λύσηλύση τηςτης..

ΣυνεπώςΣυνεπώς::

ΗΗ τιμήτιμή c=r/(1+p+q), 1+p+q c=r/(1+p+q), 1+p+q ≠≠00 είναι τιμή ισορροπίας της (1)

Η τιμή c=0 είναι τιμή ισορροπίας της αντίστοιχης ομογενούς ε.δ.
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ
-- ΗΗ τιμήτιμή ισορροπίαςισορροπίας είναιείναι ευσταθήςευσταθής ((ασυμπτωτικάασυμπτωτικά) ) αναν κάθεκάθε λύσηλύση τηςτης (1)          (1)          
τείνειτείνει στηνστην cc, , ότανόταν kk→∞→∞,     ,     

δηλαδήδηλαδή

-- ΚάθεΚάθε λύσηλύση τηςτης (1) (1) τείνειτείνει στηνστην cc, , ότανόταν κάθεκάθε λύσηλύση τηςτης αντίστοιχηςαντίστοιχης ομογενούςομογενούς

yykk++22++pypyk+1k+1+qy+qykk==00 (2)(2)

όπουόπου p, q p, q είναιείναι σταθερέςσταθερές καικαι qq≠≠00

τείνει στο 0, ότανόταν kk→∞→∞,     ,     

δηλαδήδηλαδή

- Αυτό συμβαίνει όταν οι ρίζες λ1 και λ2 της χαρακτ. εξ. έχουν απόλυτες τιμές
(ή μέτρο στην περίπτωση των μιγαδικών) < 1, δηλαδή |λ1|<1, |λ2|<1 

cylim kk
=

∞→

0=
∞→

o
kk
ylim

]cyyyyy[ o
kkk

o
kk +=⇒+= μ
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ

-- ΚριτήριοΚριτήριο ευστάθειαςευστάθειας: : 

ΗΗ τιμήτιμή ισορροπίαςισορροπίας cc τηςτης (1) (1) ήή c=c=0 0 τηςτης (2) (2) είναιείναι ((ασυμπτωτικάασυμπτωτικά) ) ευσταθήςευσταθής ⇔⇔

||p|<q+1<2p|<q+1<2
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ
ΈστωΈστω λλ11 καικαι λλ22 οιοι ρίζεςρίζες τηςτης χαρακτχαρακτ. . εξεξ. . τηςτης (2)(2)

ΑΑ) ) αν λ1, λ2∈ℜ και λ1≠λ2

-- αναν |λ1|<1 και |λ2|<1 ⇒ ευστάθεια (ασυμπτωτική) της τιμής ισορροπίας c

-- αναν |λ1|>1 ή |λ2|>1    ⇒ αστάθεια της τιμής ισορροπίας c

-- αναν ((|λ1|=1 και |λ2|≤1) ή ((|λ1| ≤ 1 και |λ2|=1) ⇒ ευστάθεια (όχι ασυμπτωτική) 
της τιμής ισορροπίας c

ΒΒ) ) αν λ1, λ2∈ℜ και λ1=λ2

-- αναν |λ1|= |λ2|<1 ⇒ ευστάθεια (ασυμπτωτική) της τιμής ισορροπίας c

-- αναν |λ1|=|λ2|≥1    ⇒ αστάθεια της τιμής ισορροπίας c

kko
k ccy 2211 λλ +=

kko
k kccy 1211 λλ +=
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ
ΓΓ) ) αν λ1, λ2 συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί, λ1,λ2=α±iβ

-- αναν ⇒ ευστάθεια (ασυμπτωτική) της τιμής ισορροπίας c

-- αναν ⇒ αστάθεια της τιμής ισορροπίας c

-- αναν ⇒ ευστάθεια (μη ασυμπτωτική) της τιμής ισορροπίας c

Μη-ασυμπτωτική ευστάθεια σημαίνει ότι έχουμε ευστάθεια, με τις λύσεις που
ξεκινάνε από περιοχή της τιμής ισορροπίας να παραμένουν στην περιοχή της
όταν kk→∞→∞, , χωρίςχωρίς όμωςόμως νανα τείνουντείνουν στηνστην τιμήτιμή ισορροπίαςισορροπίας..

θθ ksinrckcosrcy kko
k 21 +=

122
21 <+== βαλλ

122
21 >+== βαλλ

122
21 =+== βαλλ
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ΘεωρούμεΘεωρούμε τηντην ομογενήομογενή γραμγραμ. . εε..δδ.. τάξηςτάξης nn≥≥33

όπουόπου ααnn, , ααnn--11,,……,, αα11, , αα00 είναιείναι πραγματικέςπραγματικές σταθερέςσταθερές καικαι ααnn≠≠00, , αα00≠≠00, , 

ΑνΑν λλii (i=1,..,n) (i=1,..,n) είναιείναι οιοι n n ρίζεςρίζες τηςτης χαρακτηριστικήςχαρακτηριστικής εξίσωσηςεξίσωσης

ααnnλλnn+ + ααnn--11λλnn--11++……++αα11λλ++αα00==00

τότε οι ρίζες της ομογενούς ε.δ. είναι:

1) αν η ρίζα λi∈ℜ είναι απλή

2) αν η ρίζα λi∈ℜ είναι πολλαπλότητας m≤n

k
iλ

0... 01111

ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ ΤΑΞΗΣ n≥3

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ ΤΗΣ ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ Ε.Δ. 

=++++ +−+−+ kknknnkn yayayaya

k
i

mk
i

k
i

k
i kkk λλλλ 12 ,...,,, −
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ ΤΑΞΗΣ n≥3

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ ΤΗΣ ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ Ε.Δ. 

3) αν =α±iβ συζυγείς μιγαδικοί
αριθμοί

4)                                                       

αν =α±iβ συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί με πολλαπλότητα v<n

Με αυτό τον τρόπο βρίσκουμε n γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της ομογ. ε.δ.
Ο γραμμικός τους συνδυασμός δίνει τη γενική λύση της ομογ. ε.δ. με

σταθερούς συντελεστές

θθ krkr kk sin,cos

22r β+α=

],(,sin,cos ππθβθαθ −∈==
rr

ii λλ &

ii λλ &

,cos...,,cos,cos 1 θθθ ν krkkkrkr kkk −

θθθ ν krkkkrkr kkk sin...,,sin,sin 1−
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΩΝ ΤΑΞΗΣ n≥3

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΛΥΣΕΩΝ

ΗΗ γραμμικήγραμμική ανεξαρτησίαανεξαρτησία τωντων λύσεωνλύσεων διαπιστώνεταιδιαπιστώνεται απόαπό
τηντην ορίζουσαορίζουσα CasoratiCasorati

)()2()1( ,...,, n
kkk yyy

)(
1

)2(
1

)1(
1

)(
1

)2(
1

)1(
1)()2()1(

...
............

...

...

),...,,(

n
nknknk

n
kkk

kkk

n
kkk

yyy

yyy
yyy

yyyC

−+−+−+

+++=

)()2()1( n

ΑνΑν είναιείναι CC≠≠0  0  ∀∀ k=0,1,2,k=0,1,2,…… οιοι λύσειςλύσεις είναιείναι γραμμικάγραμμικά ανεξάρτητεςανεξάρτητες
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ΤαΤα γραμμικάγραμμικά συστήματασυστήματα εξισώσεωνεξισώσεων διαφορώνδιαφορών 22ηςης τάξηςτάξης είναιείναι τηςτης μορφήςμορφής

------------------>   >   μημη--ομογενέςομογενές

------------------>   >   ομογενέςομογενές

όπουόπου ααijij, , i,ji,j=1,2 =1,2 ∈∈ ℜℜ

kkkk

kkkk

yaxay
ryaxax
τ++=

++=

+

+

22211

12111 }

kkk

kkk

yaxay
yaxax

22211

12111

+=
+=

+

+ }

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΔΙΑΦΟΡΩΝ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ
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ΜεθοδολογίαΜεθοδολογία επίλυσηςεπίλυσης::

1) 1) ΑποφασίζωΑποφασίζω αναν θαθα εργασθώεργασθώ πρώταπρώτα ωςως προςπρος xxkk ((ήή yykk) ) καικαι
θέτωθέτω κκ+1 +1 αντίαντί γιαγια κκ στηνστην αντίστοιχηαντίστοιχη εξίσωσηεξίσωση τουτου συστήματοςσυστήματος, , 
δηλαδήδηλαδή στηνστην xxk+1k+1==……. (. (ήή στηνστην yyk+1k+1==……))

2) 2) ΜετασχηματίζωΜετασχηματίζω τοτο σύστημασύστημα έτσιέτσι ώστεώστε νανα προκύψειπροκύψει μίαμία εε..δδ.., , 
μόνομόνο ωςως προςπρος xxkk ((ήή yykk))

3) 3) ΛύνωΛύνω τηντην εε..δδ.. πουπου προέκυψεπροέκυψε ωςως προςπρος xxkk ((ήή yykk))

4) 4) ΧρησιμοποιώνταςΧρησιμοποιώντας τιςτις εξισώσειςεξισώσεις τουτου αρχικούαρχικού συστήματοςσυστήματος, , 
υπολογίζωυπολογίζω καικαι τηντην άλληάλλη μεταβλητήμεταβλητή yykk ((ήή xxkk) ) 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΔΙΑΦΟΡΩΝ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ
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ΜηΜη--γραμμικήγραμμική εε..δδ.. πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης: : xxn+1n+1==f(xf(xnn)      (1))      (1)

ΛέμεΛέμε τιμήτιμή ισορροπίαςισορροπίας τηςτης (1) (1) τιςτις τιμέςτιμές πουπου ικανοποιούνικανοποιούν τητη σχέσησχέση

ΟιΟι τιμέςτιμές ισορροπίαςισορροπίας λέμελέμε ότιότι είναιείναι ευσταθείςευσταθείς ((τοπικάτοπικά ασυμπτωτικάασυμπτωτικά) ) ότανόταν οιοι
λύσειςλύσεις τηςτης (1) (1) πουπου ξεκινάνεξεκινάνε απόαπό κάποιακάποια περιοχήπεριοχή τουςτους, , τείνουντείνουν στιςστις τιμέςτιμές
ισορροπίαςισορροπίας, , ότανόταν nn→→++∞∞

ΔιαφορετικάΔιαφορετικά, , οιοι τιμέςτιμές ισορροπίαςισορροπίας λέγονταιλέγονται ασταθείςασταθείς

ΠΡΩΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

x x)x(f =
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ΗΗ μημη--γραμμικήγραμμική εε..δδ.. πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης (1), (1), σεσε κάποιακάποια μικρήμικρή περιοχήπεριοχή τηςτης τιμήςτιμής
ισορροπίαςισορροπίας τηςτης , , προσεγγίζεταιπροσεγγίζεται απόαπό τητη γραμμικήγραμμική εε..δδ..

όπουόπου

ΠΡΩΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

x

n1n x)x(
dx
dfx δ=δ +

n

1n

x
x)x(

dx
df

δ
δ

=⇒ +

nn xxx δ+=
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ΚριτήριοΚριτήριο ευστάθειαςευστάθειας::

ΑνΑν τότετότε ηη τιμήτιμή ισορροπίαςισορροπίας τηςτης (1) (1) είναιείναι ευσταθήςευσταθής ((τοπικάτοπικά
ασυμπτωτικάασυμπτωτικά))

ΑνΑν τότετότε ηη τιμήτιμή ισορροπίαςισορροπίας τηςτης (1) (1) είναιείναι ασταθήςασταθής

ΑνΑν τότετότε δενδεν μπορείμπορεί νανα βγειβγει ασφαλέςασφαλές συμπέρασμασυμπέρασμα γιαγια
ευστάθειαευστάθεια ήή αστάθειααστάθεια τηςτης τιμήςτιμής ισορροπίαςισορροπίας τηςτης (1)(1)

ΠΡΩΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

1)x(
dx
df

<

1)x(
dx
df

>

1)x(
dx
df

=
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ΟΡΙΣΜΟΙΟΡΙΣΜΟΙ::

ΔιαφορικήΔιαφορική εξίσωσηεξίσωση ((δδ..εε..) ) είναιείναι μίαμία εξίσωσηεξίσωση πουπου συνδέεισυνδέει τηντην ανεξάρτητηανεξάρτητη μεταβλητήμεταβλητή, , 
μίαμία άγνωστηάγνωστη συνάρτησησυνάρτηση καικαι τιςτις παραγώγουςπαραγώγους τηςτης διαφόρωνδιαφόρων τάξεωντάξεων..

ΑνΑν ηη άγνωστηάγνωστη συνάρτησησυνάρτηση εξαρτάταιεξαρτάται απόαπό μίαμία μόνομόνο μεταβλητήμεταβλητή, , τότετότε ηη δδ..εε.. λέγεταιλέγεται
συνήθηςσυνήθης δδ..εε..

αλλιώςαλλιώς ηη δδ..εε.. λέγεταιλέγεται δδ..εε.. μεμε μερικέςμερικές παραγώγουςπαραγώγους

ΤάξηΤάξη μιαςμιας δδ..εε.. είναιείναι ηη μεγαλύτερημεγαλύτερη τάξητάξη παραγώγουπαραγώγου πουπου εμφανίζεταιεμφανίζεται στηστη δδ..εε..

ΒαθμόςΒαθμός μιαςμιας δδ..εε.. ((πουπου κάθεκάθε μέλοςμέλος τηςτης μπορείμπορεί νανα γραφείγραφεί σανσαν έναένα πολυώνυμοπολυώνυμο τηςτης
άγνωστηςάγνωστης συνάρτησηςσυνάρτησης καικαι τωντων παραγώγωνπαραγώγων τηςτης) ) είναιείναι οο βαθμόςβαθμός τηςτης
μεγαλύτερηςμεγαλύτερης τάξηςτάξης παραγώγουπαραγώγου πουπου περιέχεταιπεριέχεται σεσε αυτήαυτή. . 

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
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ΟΡΙΣΜΟΙΟΡΙΣΜΟΙ::

ΜιαΜια δδ..εε.. λέγεταιλέγεται γραμμικήγραμμική ότανόταν είναιείναι γραμμικήγραμμική ωςως προςπρος τιςτις παραγώγουςπαραγώγους καικαι τητη
συνάρτησησυνάρτηση, , μεμε συντελεστέςσυντελεστές συναρτήσειςσυναρτήσεις τηςτης ανεξάρτητηςανεξάρτητης μεταβλητήςμεταβλητής

ΛύσηΛύση μιαςμιας δδ..εε.. είναιείναι κάθεκάθε συνάρτησησυνάρτηση y=y=y(xy(x)) πουπου τηντην επαληθεύειεπαληθεύει

ΜιαΜια δδ..εε.. δενδεν έχειέχει ποτέποτέ μίαμία μόνομόνο λύσηλύση. . ΤοΤο σύνολοσύνολο τωντων λύσεωνλύσεων μιαςμιας δδ..εε.. λέγεταιλέγεται
γενικήγενική λύσηλύση

ΘέτονταςΘέτοντας ορισμένεςορισμένες συνθήκεςσυνθήκες είναιείναι δυνατόνδυνατόν νανα προσδιορίσουμεπροσδιορίσουμε απόαπό τητη γενικήγενική
λύσηλύση μιαμια συγκεκριμένησυγκεκριμένη λύσηλύση πουπου λέγεταιλέγεται μερικήμερική λύσηλύση. . ΔηλαδήΔηλαδή, , μερικήμερική λύσηλύση
μιαςμιας δδ..εε.. είναιείναι μιαμια οποιαδήποτεοποιαδήποτε λύσηλύση τηςτης..

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
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ΑνήκουνΑνήκουν οιοι δδ..εε.. πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης::

ήή

ΟιΟι οποίεςοποίες μετάμετά απόαπό πράξειςπράξεις μπορούνμπορούν νανα πάρουνπάρουν τητη μορφήμορφή

ΚαιΚαι μετάμετά απόαπό ολοκλήρωσηολοκλήρωση οιοι λύσειςλύσεις είναιείναι

όπουόπου τοτο cc είναιείναι αυθαίρετηαυθαίρετη σταθερήσταθερή

0),(),(

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΧΩΡΙΖΟΜΕΝΩΝΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

=+ dyyxQdxyxP ),( yxf
dx
dy

=

0)()( 21 =+ dyyFdxxF

cdyyFdxxF =+ ∫∫ )()( 21
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ΛέγονταιΛέγονται οιοι δδ..εε.. πουπου μπορούνμπορούν νανα πάρουνπάρουν τητη μορφήμορφή::

ΟιΟι οποίεςοποίες μετάμετά απόαπό τοτο μετασχηματισμόμετασχηματισμό

ΚαταλήγουνΚαταλήγουν στηστη δδ..εε.. χωριζομένωνχωριζομένων μεταβλητώνμεταβλητών

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ Δ.Ε. ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
x
yF

dx
dy

dx
xdzxxz

dx
xdyxzxxyxz

x
xy )()()()()()()(

+=⇒⋅=⇒=

0,0)(,
)(

≠≠−=
−

xzzF
x
dx

zzF
dz
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ΕίναιΕίναι οιοι δδ..εε.. τητη μορφήςμορφής::

1) 1) ΑνΑν

ΛύνουμεΛύνουμε ωςως προςπρος x,x, y y τοτο σύστημασύστημα

ΚαιΚαι θέτονταςθέτοντας x=x=X+hX+h,   y=,   y=Y+kY+k

προκύπτειπροκύπτει ηη ομογενήςομογενής δδ..εε..

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Δ.Ε. ΠΟΥΜΠΟΡΟΥΝ ΝΑ ΑΝΑΧΘΟΥΝ ΣΕ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ
Δ.Ε. ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=
222

111

γβ
γβ

yxa
yxaF

dx
dy

00, 21
2

1

2

1 ≠≠≠ γγ
β
β ή

a
a

ky
hx

yxa
yxa

=
=

⇒
⎭
⎬
⎫

=++
=++
0
0

222

111

γβ
γβ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
YXa
YXaF

dX
dY

22

11

β
β



31

ΕίναιΕίναι οιοι δδ..εε.. τηςτης μορφήςμορφής::

2) 2) ΑνΑν

κάνουμεκάνουμε τηντην αντικατάστασηαντικατάσταση

οπότεοπότε καικαι όπουόπου

καικαι καταλήγουμεκαταλήγουμε στηστη δδ..εε.. χωριζομένωνχωριζομένων μεταβλητώνμεταβλητών

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Δ.Ε. ΠΟΥΜΠΟΡΟΥΝ ΝΑ ΑΝΑΧΘΟΥΝ ΣΕ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ
Δ.Ε. ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=
222

111

γβ
γβ

yxa
yxaF

dx
dy

)1(
2

1

2

1

λβ
β

==
a
a

zyxa =+ 11 β

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2

1
1

1

1
γλ
γ

β z
zFa

dx
dz

zyxa λβ =+ 22
1

2

1

2

β
βλ ==

a
a
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ΕίναιΕίναι οιοι δδ..εε.. πουπου μπορούνμπορούν νανα πάρουνπάρουν τητη μορφήμορφή::

όπουόπου P(xP(x), ), Q(xQ(x)) συνεχείςσυνεχείς συναρτήσειςσυναρτήσεις

ΗΗ γενικήγενική λύσηλύση δίνεταιδίνεται απόαπό τητη σχέσησχέση

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ Δ.Ε. ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

)()( xQyxP
dx
dy

=+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∫∫= ∫

−
cdxexQexy

dxxPdxxP )()(
)()(
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ΕίναιΕίναι οιοι δδ..εε.. πουπου μπορούνμπορούν νανα πάρουνπάρουν τητη μορφήμορφή::

όπουόπου P(xP(x), ), Q(xQ(x)) συνεχείςσυνεχείς συναρτήσειςσυναρτήσεις..

ΚάνουμεΚάνουμε τοτο μετασχηματισμόμετασχηματισμό

ΚαιΚαι αναγόμαστεαναγόμαστε στηστη γραμμικήγραμμική δδ..εε.. πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Δ.Ε. ΤΟΥ BERNOULLI

)1,0()()( ≠≠=+ nnyxQyxP
dx
dy n

)()1()()1( xQnvxPn
dx
dv

−=−+

)()( 1 xyxv n−=
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ΕίναιΕίναι οιοι δδ..εε.. πουπου μπορούνμπορούν νανα πάρουνπάρουν τητη μορφήμορφή::

1) 1) ΚάνουμεΚάνουμε τοτο μετασχηματισμόμετασχηματισμό

ΌπουΌπου u(xu(x)) είναιείναι γνωστήγνωστή λύσηλύση τηςτης δδ..εε.. καικαι αναγόμαστεαναγόμαστε στηστη γραμμικήγραμμική δδ..εε.. πρώτηςπρώτης
τάξηςτάξης

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Δ.Ε. ΤΟΥ RICCATI

)()()( 2 xRyxQyxP
dx
dy

++=

)())()()(2( xPzxQxuxP
dx
dz

−=++

)(
1)()(
xz

xuxy +=
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2) 2) ΑνΑν κάνουμεκάνουμε τοτο μετασχηματισμόμετασχηματισμό

αναγόμαστεαναγόμαστε στηστη γραμμικήγραμμική δδ..εε.. δεύτερηςδεύτερης τάξηςτάξης

ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

Δ.Ε. ΤΟΥ RICCATI

0)()()(
)(
)(

=+′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
+′′ vxPxRvxQ

xP
xPv

)()(
)()(
xvxP

xvxy
−

′
=
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ΟιΟι δδ..εε πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης

λέγονταιλέγονται πλήρειςπλήρεις δδ..εε ότανόταν υπάρχειυπάρχει συνάρτησησυνάρτηση u(x,yu(x,y)) τέτοιατέτοια ώστεώστε

ΟιΟι λύσειςλύσεις τηςτης δδ..εε δίνονταιδίνονται απόαπό τητη σχέσησχέση

καθώςκαθώς

ΠΛΗΡΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

)y,x(Q
y
u),y,x(P

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

0dy)y,x(Qdx)y,x(P =+

c)y,x(u =

0dy)y,x(Qdx)y,x(Pdy
y
udx

x
u)y,x(du =+=

∂
∂

+
∂
∂

=



37

ΚριτήριοΚριτήριο::

ΗΗ ικανήικανή καικαι αναγκαίααναγκαία συνθήκησυνθήκη γιαγια νανα είναιείναι ηη δδ..εε πλήρηςπλήρης, , είναιείναι νανα ισχύειισχύει ηη σχέσησχέση

ΠΛΗΡΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ύίD)y,x(,
x
Q

y
P

ορισμοοπεδ=∈∀
∂
∂

=
∂
∂



38

1)1) ΑπόΑπό τιςτις σχέσειςσχέσεις

υπολογίζουμευπολογίζουμε τηντην u(x,yu(x,y))

ΚαιΚαι ηη λύσηλύση είναιείναι

2)2)

όπουόπου cc == αυθαίρετηαυθαίρετη σταθεράσταθερά καικαι αα = = κατάλληληκατάλληλη σταθεράσταθερά ((τοτο xx πρέπειπρέπει νανα μπορείμπορεί νανα
πάρειπάρει τηντην τιμήτιμή αα)  )  

ΠΛΗΡΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

)y,x(Q
y
u),y,x(P

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

c)y,x(u =

cdy)y,(Qdt)y,t(P)y,x(u
x

=α+= ∫∫
α
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ΌτανΌταν

αναζητούμεαναζητούμε μιαμια συνάρτησησυνάρτηση μμ((x,yx,y)) τέτοιατέτοια ώστεώστε ηη παρακάτωπαρακάτω δδ..εε νανα είναιείναι πλήρηςπλήρης

δηλαδήδηλαδή

ΠΛΗΡΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΙ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ

x
Q

y
P

∂
∂

≠
∂
∂

0dy)y,x(Q)y,x(dx)y,x(P)y,x( =μ+μ

x
Q

y
P

∂
μ∂

=
∂
μ∂
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ΜιαΜια τέτοιατέτοια συνάρτησησυνάρτηση μμ((z)z) όπουόπου z=z=z(x,yz(x,y) ) λέγεταιλέγεται ολοκληρωτικόςολοκληρωτικός πσράγονταςπσράγοντας

ΠΛΗΡΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΙ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ

∫=μ=μ
dz)z(f

e)z(

x
zQ

y
zP

y
P

x
Q

)z(f

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

((μημη--ομογενήςομογενής))

((ομογενήςομογενής))

όπουόπου αα((x), x), ββ((x), fx), f((x) x) συνεχείςσυνεχείς συναρτήσειςσυναρτήσεις

H H γενικήγενική τηςτης λύσηλύση είναιείναι τοτο άθροισμαάθροισμα

ΑΑ) ) τηςτης γενικήςγενικής λύσηςλύσης τηςτης ομογενούςομογενούς γραμγραμ. . δδ..εε καικαι

ΒΒ) ) μίαςμίας μερικήςμερικής λύσηςλύσης τηςτης μημη--ομογενούςομογενούς γραμγραμ. . δδ..εε..

)()()()()()( 2211 xxcxcxxyxy o ωϕϕω ++=+=

)()()(2

2

xfyx
dx
dyxa

dx
yd

=++ β

0)()(2

2

=++ yx
dx
dyxa

dx
yd β



42

ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ ΤΗΣ
ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ Δ.Ε. 2ης ΤΑΞΗΣ

ΗΗ ομογενήςομογενής γραμγραμ. . δδ..εε.. 22ηςης τάξηςτάξης

((όπουόπου οιοι συντελεστέςσυντελεστές αα, , ββ είναιείναι σταθεροίσταθεροί πραγματικοίπραγματικοί αριθμοίαριθμοί)                      )                      
ότανόταν τοτο ρρ είναιείναι ρίζαρίζα τηςτης χαρακτηριστικήςχαρακτηριστικής τηςτης εξίσωσηςεξίσωσης ρρ22++αραρ++ββ=0                 =0                 
έχειέχει τιςτις εξήςεξής δύοδύο γραμμικάγραμμικά ανεξάρτητεςανεξάρτητες λύσειςλύσεις: : 

1) αν ρ1, ρ2∈ℜ και ρ1≠ρ2

2) αν ρ1, ρ2∈ℜ και ρ1=ρ2=ρ

3) αν ρ1, ρ2 συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί

δηλαδή ρ1,ρ2=λ±iμ

02

2

=++ y
dx
dya

dx
yd β

xx exex 21 )(,)( 21
ρρ ϕϕ ==

xx xexex ρρ ϕϕ == )(,)( 21

xex
xex

x

x

μϕ
μϕ

λ

λ

sin)(
cos)(

2

1

=
=
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΛΥΣΕΩΝ

ΗΗ γραμμικήγραμμική ανεξαρτησίαανεξαρτησία τωντων λύσεωνλύσεων διαπιστώνεταιδιαπιστώνεται απόαπό τηντην
ορίζουσαορίζουσα WronskyWronsky

)(),( 21 xx ϕϕ

)()(
)()(

))(),((
21

21
21 xx

xx
xxW

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
′′

=

ΑνΑν είναιείναι WW≠≠0  0  ∀∀ xx∈∈II, , οιοι λύσειςλύσεις είναιείναι γραμμικάγραμμικά ανεξάρτητεςανεξάρτητες στοστο II
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΕΥΡΕΣΗ ΜΕΡΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ
ΓιαΓια νανα εφαρμοσθείεφαρμοσθεί αυτήαυτή ηη μέθοδοςμέθοδος στηστη γραμγραμ. . δδ..εε.. 22ηςης τάξηςτάξης

πρέπειπρέπει: : 

ΑΑ) ) αα, , ββ νανα είναιείναι σταθεροίσταθεροί πραγματικοίπραγματικοί αριθμοίαριθμοί, , 

ΒΒ) ) ηη f(xf(x)) νανα έχειέχει ειδικήειδική μορφήμορφή

)x(fy
dx
dy

dx
yd
2

2

=β+α+
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

i) αν f(x)=(β0xm+ β1xm-1+…+ βm-1x+ βm)eλx

τότε:

η μερική λύση είναι η

όπου: Q(x) προσδιοριστέο πολυώνυμο βαθμού m

ν είναι η πολλαπλότητα της ρίζας λ της χαρ. εξ.   ρ22++αραρ++ββ==00

δηλαδήδηλαδή v=0 v=0 αναν λλ δενδεν είναιείναι ρίζαρίζα τηςτης χαρχαρ. . εξεξ..

v=1 v=1 αναν λλ είναιείναι απλήαπλή ρίζαρίζα τηςτης χαρχαρ. . εξεξ..

ν=2 αναν λλ είναιείναι διπλήδιπλή ρίζαρίζα τηςτης χαρχαρ. . εξεξ..

xe)x(Qx)x( λν=ω
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

ii) αν f(x)=[P1(x)συνkx+ P2(x)ημkx]eλx

όπου P1(x), P2(x) πολυώνυμα βαθμών m1, m2 αντίστοιχα

τότε:

η μερική λύση είναι η

όπου: Q1(x), Q2(x) προσδιοριστέα πολυώνυμα βαθμού m=max{m1,m2}

ν είναι η πολλαπλότητα της ρίζας λ+ik της χαρ. εξ. ρ22++αραρ++ββ==00

x
21 e]kx)x(Qkx)x(Q[x)x( λν ημ+συν=ω
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

iii) αν

όπου: είναι της μορφής (i) ή (ii)

τότε: χωρίζουμε την αρχική μη-ομογενή δ.ε. yy’’’’++ααyy’’++ββy=y=f(xf(x)) στιςστις

..................

και το άθροισμα των μερικών λύσεων

είναι μερική λύση της αρχικής μη-ομογενής δ.ε.

)x(f...)x(f)x(f)x(f k21 +++=
)x(fi

)x()x(fyyy 11 ω>−−−=β+′α+′′

)x(...)x()x()x( k21 ω++ω+ω=ω

)x()x(fyyy 22 ω>−−−=β+′α+′′

)x()x(fyyy kk ω>−−−=β+′α+′′
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΕΥΡΕΣΗ ΜΕΡΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ ΤΩΝ ΣΤΑΘΕΡΩΝ
ΓιαΓια νανα εφαρμοσθείεφαρμοσθεί αυτήαυτή ηη μέθοδοςμέθοδος πρέπειπρέπει νανα γνωρίζουμεγνωρίζουμε δύοδύο γραμγραμ. . ανεξανεξ. . 

λύσειςλύσεις φφ11((x), x), φφ22((x) x) τηςτης ομογενούςομογενούς γραμγραμ. . δδ..εε..

ΒήματαΒήματα::

1) 1) ΛύνουμεΛύνουμε τοτο γραμμικόγραμμικό σύστημασύστημα

0y
dx
dy

dx
yd
2

2

=β+α+

)x(c
)x(c

)x(f)x()x(c)x()x(c
0)x()x(c)x()x(c

2

1

2211

2211

′
′

⇒
⎭
⎬
⎫

=ϕ′′+ϕ′′
=ϕ′+ϕ′
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ης ΤΑΞΗΣ

ΕΥΡΕΣΗ ΜΕΡΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ ΤΩΝ ΣΤΑΘΕΡΩΝ
ΒήματαΒήματα::

22) ) ΟλοκληρώνουμεΟλοκληρώνουμε τιςτις λύσειςλύσεις ((θεωρώνταςθεωρώντας σταθεράσταθερά ολοκλήρωσηςολοκλήρωσης μηδένμηδέν))

3) 3) ΜιαΜια μερικήμερική λύσηλύση τηςτης μημη ομογενούςομογενούς γραμγραμ. . δδ..εε.. είναιείναι

∫
∫

=

=
⇒

=′
=′

dx)x(g)x(c

dx)x(g)x(c
)x(g)x(c
)x(g)x(c

22

11

22

11

)x()x(c)x()x(c)x( 2211 ϕ+ϕ=ω
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΑΞΗΣ n≥3

ΕΥΡΕΣΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΛΥΣΗΣ ΤΗΣ ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ Δ.Ε.
ΓιαΓια νανα βρούμεβρούμε nn γραμγραμ. . ανεξανεξ. . λύσειςλύσεις τηςτης ομογενούςομογενούς γραμγραμ. . δδ..εε.. nn τάξηςτάξης

((όπουόπου οιοι συντελεστέςσυντελεστές ααii είναιείναι σταθεροίσταθεροί πραγματικοίπραγματικοί αριθμοίαριθμοί)                      )                      

λύνουμελύνουμε τηντην χαρακτηριστικήχαρακτηριστική τηςτης εξίσωσηεξίσωση

1) αν ρ∈ℜ απλή ρίζα της χ.ε., αντιστοιχεί η λύση

2) αν ρ∈ℜ ρίζα της χ.ε. με πολλαπλότητα v≥2, αντιστοιχούν οι ν γραμ. ανεξ. 
λύσεις

3)αν ρ=λ+iμ ρίζα της χ.ε. με πολλαπλότητα k≥1, σε αυτή και τη συζυγή της
αντιστοιχούν οι 2k γραμ. ανεξ. λύσεις

0... 1
)1(

1
)( =+′+++ −

− yayayay nn
nn

0... 1
1

1 =++++ −
−

nn
nn aaa ρρρ

xeρ

xxx exxee ρνρρ 1...,,, −

xkxx λλλ 1− xexxxexe συνμσυνμσυνμ ...,,,
xexxxexe xkxx ημμημμημμ λλλ 1...,,, −
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ EULER

ΟιΟι δδ..εε.. τηςτης μορφήςμορφής

((όπουόπου οιοι συντελεστέςσυντελεστές ααii είναιείναι σταθεροίσταθεροί πραγματικοίπραγματικοί αριθμοίαριθμοί)                        )                        
λέγονταιλέγονται δδ..εε.. τουτου EulerEuler

ΘαΘα εργασθούμεεργασθούμε γιαγια n=3n=3

ΚάνουμεΚάνουμε τοτο μετασχηματισμόμετασχηματισμό x=ex=ett αναν x>0 x>0 ήή x=x=--eett αναν x<0x<0

ΚαιΚαι βρίσκουμεβρίσκουμε τιςτις σχέσειςσχέσεις

ΑντικαθιστώνταςΑντικαθιστώντας τιςτις στηνστην αρχικήαρχική δδ..εε.. τουτου Euler Euler προκύπτουνπροκύπτουν γραμγραμ. . δδ..εε

)0(0),(... 1
)1(1

1
)( <>=+′+++ −

−− xήxxfyayxayxayx nn
nnnn

dt
dy

dx
dyx =

dt
dy

dt
yd

dx
ydx −= 2

2

2

2
2

dt
dy

dt
yd

dt
yd

dx
ydx 23 2

2

3

3

3

3
3 +−=

)0(0),(32
2

1
3 <>=+′+′′+′′′ xήxxfyayxayxayx
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ΥΠΟΒΙΒΑΣΜΟΣ ΤΗΣ ΤΑΞΗΣ Δ.Ε.

ΌτανΌταν είναιείναι γνωστήγνωστή μιαμια λύσηλύση yy11(x)(x) τηςτης δδ..εε..

πώςπώς θαθα βρούμεβρούμε μιαμια δεύτερηδεύτερη λύσηλύση yy22(x)(x) γραμγραμ. . ανεξανεξ. . τηςτης yy11(x)(x) ??

ΒήματαΒήματα::

1)1) ΘέτουμεΘέτουμε

2)2) ΑπόΑπό τηντην αντικατάστασηαντικατάσταση προκύπτειπροκύπτει ηη δδ..εε..

3)3) ΘέτουμεΘέτουμε

καικαι αναγόμαστεαναγόμαστε στηστη δδ..εε.. πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης

πουπου έχειέχει τητη γενικήγενική λύσηλύση όπουόπου kk11 αυθαίρετηαυθαίρετη σταθεράσταθερά

0)()( =+′+′′ yxyxay β

0)()()()( 12 ≠′= xvxyxvxy με

0))(2( 111 =+′′+′′ yxayvyv
)()( xzxv =′

0)]()()(2[)( 111 =+′+ zxyxaxy
dx
dzxy

),()( 1kxgxz =
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ΥΠΟΒΙΒΑΣΜΟΣ ΤΗΣ ΤΑΞΗΣ Δ.Ε.

4)4) ΜεΜε ολοκλήρωσηολοκλήρωση παίρνουμεπαίρνουμε

όπουόπου kk11, , kk22 αυθαίρετεςαυθαίρετες σταθερέςσταθερές

5)  5)  ΗΗ δεύτερηδεύτερη λύσηλύση είναιείναι

∫ += 21),()( kdxkxgxv

)()()( 12 xyxvxy =



54

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ Δ.Ε.

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ
ΣύστημαΣύστημα nn δδ..εε.. μεμε nn άγνωστεςάγνωστες συναρτήσειςσυναρτήσεις

ΈναΈνα σύστημασύστημα δδ..εε.. τοτο οποίοοποίο έχειέχει μόνομόνο παραγώγουςπαραγώγους πρώτηςπρώτης τάξηςτάξης, , ότανόταν λυθείλυθεί ((αναν
είναιείναι δυνατόνδυνατόν) ) ωςως προςπρος τιςτις παραγώγουςπαραγώγους τουτου, , παίρνειπαίρνει τηντην παρακάτωπαρακάτω μορφήμορφή
πουπου λέγεταιλέγεται κανονικήκανονική μορφήμορφή

),...,,,(
...

),...,,,(

),...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

xxxtf
dt
dx

xxxtf
dt
dx

xxxtf
dt
dx

=

=

=
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ Δ.Ε.

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ
ΕπίλυσηΕπίλυση γιαγια n=3n=3

ΣτόχοςΣτόχος: : νανα προκύψειπροκύψει γραμγραμ. . δδ..εε.. nn τάξηςτάξης ωςως προςπρος τητη μίαμία άγνωστηάγνωστη συνάρτησησυνάρτηση

ΠαραγωγίζωΠαραγωγίζω τηντην

έτσιέτσι ώστεώστε νανα προκύψουνπροκύψουν οιοι καικαι

ΑπόΑπό τιςτις καικαι βρίσκωβρίσκω τατα xx22 καικαι xx33 ωςως προςπρος

τατα οποίαοποία καικαι αντικαθιστώαντικαθιστώ στηνστην εξίσωσηεξίσωση τουτου

ΈτσιΈτσι προκύπτειπροκύπτει γραμγραμ..δδ..εε.. n n τάξηςτάξης απόαπό τηντην οποίαοποία βρίσκωβρίσκω τοτο xx11

ΑντικαθιστώνταςΑντικαθιστώντας τιςτις λύσειςλύσεις βρίσκωβρίσκω καικαι τατα xx22 καικαι xx33

1x′

1x ′′′1x ′′

1x′ 1x ′′ 1x′ 1x ′′1x
1x ′′′


