
Να λυθεί η δ.ε. όταν

Παράδειγμα 1 (σελ. 282 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2 + 1

3𝑦2 + 1

𝑦 2 = 3

𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2 + 1

3𝑦2 + 1
֜ (3𝑦2+1)𝑑𝑦 =

𝑥2 + 1

𝑥2
𝑑𝑥 𝑥 ≠ 0

֜(3𝑦2+1)𝑑𝑦 = (1 +
1

𝑥2
)𝑑𝑥

𝝌𝝎𝝆𝜾𝜻𝝄𝝁𝜺𝝂𝝎𝝂 𝝁𝜺𝝉𝜶𝜷𝝀𝜼𝝉𝝎𝝂
න(3𝑦2+1)𝑑𝑦 = න(1 +

1

𝑥2
)𝑑𝑥 + 𝑐

֜𝑦3 + 𝑦 = 𝑥 −
1

𝑥
+ 𝑐

𝑦 2 = 3

ൢ֜ 33 + 3 = 2 −
1

2
+ 𝑐 ֜𝑐 = 28.5

𝑦3 + 𝑦 = 𝑥 −
1

𝑥
+28.5Συνεπώς, η λύση της δ.ε. είναι:



Να λυθεί η δ.ε.

Άσκηση 1 (σελ. 296 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

𝑦2𝑑𝑥 = 𝑥𝑦 − 𝑥2 𝑑𝑦

𝑦2𝑑𝑥 = 𝑥𝑦 − 𝑥2 𝑑𝑦֜

Χωριζομένων
Μεταβλητών

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2

𝑥𝑦 − 𝑥2
֜

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2

𝑥2

𝑥𝑦−𝑥2

𝑥2

֜
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
(𝑦
𝑥
)2

𝑦
𝑥−1

𝑥 ≠ 0

Θέτω: 𝑦(𝑥)
𝑥 = 𝑧(𝑥)֜

(1)

(2)

𝑦 𝑥 = 𝑥 ∙ 𝑧(𝑥)֜
𝑑𝑦(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑧 𝑥 + 𝑥

𝑑𝑧(𝑥)

𝑑𝑥
(3)

1
2,3

𝑧 + 𝑥
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧2

𝑧−1
֜ 𝑥

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧2

𝑧−1
− 𝑧 =

𝑧2 − 𝑧 𝑧 − 1

𝑧−1
=
𝑧2 − 𝑧2 + 𝑧

𝑧−1
֜

𝑥
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧

𝑧−1
֜

𝑧 − 1

𝑧
𝑑𝑧 =

1

𝑥
𝑑𝑥֜

1

𝑥
𝑑𝑥 = (1 −

1

𝑧
)𝑑𝑧

න
1

𝑥
𝑑𝑥 = න(1 −

1

𝑧
)𝑑𝑧 + c֜ ln 𝑥 = 𝑧 − ln 𝑧 + 𝑐֜ ln 𝑥 + ln |𝑧| = 𝑧 + 𝑐֜

ln 𝑥 ∙ 𝑧 = 𝑧 + 𝑐
(2)

ln 𝑥 ∙
𝑦

𝑥
=
𝑦

𝑥
+ 𝑐 ֜ ln 𝑦 =

𝑦

𝑥
+ 𝑐 ֜ 𝑦 = 𝑒

𝑦
𝑥+𝑐

֜𝑦 = ±𝑒
𝑦
𝑥
+𝑐 = ±𝑒

𝑦
𝑥𝑒𝑐

𝑐1=±𝑒
𝑐

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑦
𝑥

Ομογενής 
δ.ε. 1ης τάξης

H λύση της δ.ε. είναι:



Να λυθεί η δ.ε. όταν

Παράδειγμα 4 (σελ. 284 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

𝑑𝑦 = 3𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥 𝑦 0 = 1

𝑦 0 = 1

ൢ֜ ֜𝑐 = 1

𝑦(𝑥) = 𝑒3𝑥
𝑥2

2
+ 1H λύση της δ.ε. είναι:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑦 + 𝑥𝑒3𝑥֜

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 𝑥𝑒3𝑥 Γραμμική δ.ε. 

1ης τάξης με Q(𝑥) = 𝑥𝑒3𝑥

𝑃 𝑥 = −3

Συνεπώς, η γενική λύση της δ.ε. είναι:
𝑦 𝑥 = 𝑒−  𝑃 𝑥 𝑑𝑥 𝑄(𝑥)𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝑐

𝑦 𝑥 = 𝑒 3𝑑𝑥 𝑥𝑒3𝑥𝑒 −3𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑒3𝑥 𝑥𝑒3𝑥𝑒−3𝑥𝑑𝑥 + 𝑐

= 𝑒3𝑥 𝑥𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑒3𝑥
𝑥2

2
+ 𝑐

𝑦(𝑥) = 𝑒3𝑥
𝑥2

2
+ 𝑐

𝑒3∙0
0

2
+ 𝑐 = 1



Να λυθεί η δ.ε. με

Άσκηση 3 (σελ. 296 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

4𝑦′ 𝑥 − 𝑦(𝑥)𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑦5 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 𝑐𝑜𝑠𝑥 > 0

δ.ε. του 
Bernoulli με Q(𝑥) = −1

4𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑃 𝑥 = −1
4𝑡𝑎𝑛𝑥

Θέτω:

4𝑦′ − 𝑦𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑦5𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0֜ 4
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦𝑡𝑎𝑛𝑥 = −𝑦5𝑠𝑖𝑛𝑥֜

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (−

1

4
𝑡𝑎𝑛𝑥)𝑦 = (−

1

4
𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑦5 𝑛 = 5

𝑣 𝑥 = 𝑦1−𝑛 = 𝑦1−5 = 𝑦−4 (1)

Οπότε: (1)֜
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −4𝑦−5

𝑑𝑦

𝑑𝑥
֜
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −1

4𝑦
5
𝑑𝑣

𝑑𝑥
(2)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ −

1

4
𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑦 = −

1

4
𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑦5

(2)
−
1

4
𝑦5

𝑑𝑣

𝑑𝑥
−
1

4
𝑡𝑎𝑛𝑥 ∙ 𝑦 = −

1

4
𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑦5֜

𝑦5
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑡𝑎𝑛𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑦5֜

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑡𝑎𝑛𝑥 ∙ 𝑦−4 = 𝑠𝑖𝑛𝑥

(1)

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑡𝑎𝑛𝑥 ∙ 𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥

Γραμμική δ.ε. 
1ης τάξης με Q′(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑃′ 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥



Να λυθεί η δ.ε. με

Άσκηση 3 (σελ. 296 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

4𝑦′ 𝑥 − 𝑦(𝑥)𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑦5 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 𝑐𝑜𝑠𝑥 > 0

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑡𝑎𝑛𝑥 ∙ 𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥

Γραμμική δ.ε. 
1ης τάξης με Q′(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑃′ 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥

Συνεπώς, η γενική λύση της δ.ε. είναι:
v 𝑥 = 𝑒−  𝑃′ 𝑥 𝑑𝑥 𝑄′(𝑥)𝑒 𝑃

′ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝑐

v 𝑥 = 𝑒−  𝑃′ 𝑥 𝑑𝑥 𝑄′(𝑥)𝑒 𝑃
′ 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑒−  𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥  𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑒 𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐

න 𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥 = න 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑑𝑥 = න
−𝑑(𝑐𝑜𝑠𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑥
= − ln 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐

v 𝑥 = 𝑒ln |𝑐𝑜𝑠𝑥|  𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑒−ln |𝑐𝑜𝑠𝑥| 𝑑𝑥 + 𝑐 = |𝑐𝑜𝑠𝑥| 
𝑠𝑖𝑛𝑥

|𝑐𝑜𝑠𝑥|
𝑑𝑥 + 𝑐

𝑐𝑜𝑠𝑥>0
v 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 න

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 න 𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 −ln(𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝑐

֜v 𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ ln 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑦−4 𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ ln 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥Λόγω της (1), η γενική λύση της δ.ε. είναι:



𝑢=𝛾𝜈𝜔𝜎𝜏𝜂 𝜆𝜐𝜎𝜂
𝑦(𝑥) = 𝑥 +

1

𝑧(𝑥)

Να λυθεί η δ.ε. με γνωστή λύση

Άσκηση 4 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

𝑦′ 𝑥 + 2𝑥𝑦 𝑥 = 1 + 𝑥2 + 𝑦2 𝑦 𝑥 = 𝑥

δ.ε. του 
Riccati με

Θέτω:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑦 = 1 + 𝑥2 + 𝑦2֜

(1)

Οπότε:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 1 Q 𝑥 = −2𝑥

𝑃 𝑥 = 1

R 𝑥 = 𝑥2 + 1

𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑥 +
1

𝑧(𝑥)
֜
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 −

1

𝑧2
𝑑𝑧

𝑑𝑥
(2)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 1

(1,2)
1 −

1

𝑧2
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑥 +

1

𝑧

2

− 2𝑥 𝑥 +
1

𝑧
+ 𝑥2 + 1

֜1 −
1

𝑧2
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑥2 +

1

𝑧2
+ 2

𝑥

𝑧
− 2𝑥2 − 2

𝑥

𝑧
+ 𝑥2 + 1 ֜−

1

𝑧2
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1

𝑧2

֜
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= −1 ֜𝑑𝑧 = −𝑑𝑥

δ.ε. χωριζομένων
μεταβλητών ֜න𝑑𝑧 = −න𝑑𝑥 + 𝑐 ֜𝑧 = −𝑥 + 𝑐

(3)

H γενική λύση της δ.ε. είναι: (1)
(3)
𝑦(𝑥) = 𝑥 +

1

𝑐 − 𝑥
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2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 3𝑥 + 4𝑦 + 1 𝑑𝑦 = 0

𝑋 ≠ 0

Θέτω:

𝑌(𝑋)

𝑋
= 𝑍(𝑋)֜

(1)

(2)

𝑌 𝑋 = 𝑋 ∙ 𝑍(𝑋)֜
𝑑𝑌(𝑋)

𝑑𝑋
= 𝑍 𝑋 + 𝑋

𝑑𝑍(𝑋)

𝑑𝑋

(3)
Ομογενής 
δ.ε. 1ης τάξης

2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 3𝑥 + 4𝑦 + 1 𝑑𝑦 = 0֜ 2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 = − 3𝑥 + 4𝑦 + 1 𝑑𝑦֜

֜
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

2𝑥 + 3𝑦 + 1

3𝑥 + 4𝑦 + 1

𝑎1
𝑎2

=
−2

3
≠
−3

4
=
𝛽1
𝛽2

, 𝛾1 ≠ 0, 𝛾2 ≠ 0Ισχύει ότι
και συνεπώς λύνουμε 
το σύστημα

−2𝑥 − 3𝑦 − 1 = 0
3𝑥 + 4𝑦 + 1 = 0

֜
−2𝑥 − 3𝑦 = 1
3𝑥 + 4𝑦 = −1

֜
𝑥 = 1
𝑦 = −1

֜
𝑥 = 1 = ℎ
𝑦 = −1 = 𝑘

𝑥 = 𝑋 + ℎ֜𝑥 = 𝑋 + 1 𝑦 = 𝑌 + 𝑘֜𝑦 = 𝑌 − 1

1
2 𝑑(Y − 1)

𝑑(𝑋 + 1)
= −

2(𝑋 + 1) + 3(Y − 1) + 1

3(𝑋 + 1) + 4(Y − 1) + 1
֜

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= −

2𝑋 + 3𝑌

3𝑋 + 4𝑌
֜

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= −

2
𝑋
𝑋
+ 3

𝑌
𝑋

3
𝑋
𝑋 + 4

𝑌
𝑋

֜

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= −

2 + 3
𝑌
𝑋

3 + 4
𝑌
𝑋

(4) (5)

Θέτω:
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2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 3𝑥 + 4𝑦 + 1 𝑑𝑦 = 0

(3) 𝑑𝑌

𝑑𝑋
= −

2 + 3
𝑌
𝑋

3 + 4
𝑌
𝑋

(4,5)
𝑍 + 𝑋

𝑑𝑍

𝑑𝑋
=
−2 − 3𝑍

3 + 4𝑍
֜ 𝑋

𝑑𝑍

𝑑𝑋
=
−2 − 3𝑍

3 + 4𝑍
− 𝑍֜

𝑋
𝑑𝑍

𝑑𝑋
=
−2 − 3𝑍 − 𝑍(3 + 4𝑍)

3 + 4𝑍
֜ 𝑋

𝑑𝑍

𝑑𝑋
=
−4𝑍2 − 6𝑍 − 2

3 + 4𝑍
֜

3 + 4𝑍

−4𝑍2 − 6𝑍 − 2
𝑑𝑍 =

𝑑𝑋

𝑋
֜

න
𝑑𝑋

𝑋
= න

3 + 4𝑍

−4𝑍2 − 6𝑍 − 2
𝑑𝑍 + 𝑐1֜

δ.ε. χωριζομένων
μεταβλητών

න
𝑑𝑋

𝑋
=
−1

2
න

3 + 4𝑍

2𝑍2 + 3𝑍 + 1
𝑑𝑍 + 𝑐1֜න

𝑑𝑋

𝑋
=
−1

2
න
𝑑(2𝑍2 + 3𝑍 + 1)

2𝑍2 + 3𝑍 + 1
+ 𝑐1

𝑐1=−ln |𝑐2|

ln 𝑋 =
−1

2
ln 2𝑍2 + 3𝑍 + 1 − ln |𝑐2|֜ 2ln 𝑋 ∙ 𝑐2 = − ln 2𝑍2 + 3𝑍 + 1 ֜

𝑋2 ∙ 𝑐3=
1

2𝑍2 + 3𝑍 + 1

(4)
𝑋 ∙ 𝑐2

2 =
1

|2𝑍2 + 3𝑍 + 1|

𝑐3=±𝑐2
2

𝑋2 ∙ 𝑐3=
1

2
𝑌
𝑋

2

+ 3
𝑌
𝑋 + 1

=
1

2𝑌2 + 3𝑋𝑌 + 𝑋2

𝑋2

=
𝑋2

2𝑌2 + 3𝑋𝑌 + 𝑋2

𝑐=
1
𝑐3
2𝑌2 + 3𝑋𝑌 + 𝑋2 = 𝑐

2
2(𝑦 + 1)2 + 3 𝑥 − 1 𝑦 + 1 + 𝑥 − 1 2 = 𝑐֜…֜ 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 = 𝑐



ൡ

Να λυθεί η δ.ε.

Άσκηση 5 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

4𝑥 − 2𝑦 + 5 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑦 = 0

Συνεπώς η δ.ε. είναι πλήρης

4𝑥 − 2𝑦 + 5 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑦 = 0

𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕 4𝑥 − 2𝑦 + 5

𝜕𝑦
= −2

𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕 2𝑦 − 2𝑥

𝜕𝑥
= −2

֜
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση u=u(x,y) 
για την οποία ισχύουν οι:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 = 4𝑥 − 2𝑦 + 5

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 2𝑥



Να λυθεί η δ.ε.

Άσκηση 5 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

4𝑥 − 2𝑦 + 5 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑦 = 0

Μέθοδος 1Α

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 = 4𝑥 − 2𝑦 + 5

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 2𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 4𝑥 − 2𝑦 + 5֜ 𝑢 = න 4𝑥 − 2𝑦 + 5 𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦)֜ 𝑢 = 2𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 5𝑥 + 𝜑(𝑦) (1)

1 ֜
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑥 + 𝜑′(𝑦)

Όμως, 
γνωρίζουμε ότι

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 2𝑥

−2𝑥 + 𝜑′ 𝑦 = 2𝑦 − 2𝑥֜

֜𝜑′ 𝑦 = 2𝑦 ֜𝜑 𝑦 = න2𝑦𝑑𝑦 + 𝑐1
𝑐1=0

𝜑 𝑦 = 𝑦2 (2)

1
2

𝑢 𝑥, 𝑦 = 2𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 5𝑥 + 𝑦2 = 𝑐



Να λυθεί η δ.ε.

Άσκηση 5 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

4𝑥 − 2𝑦 + 5 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑦 = 0

Μέθοδος 1B

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 = 4𝑥 − 2𝑦 + 5

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 2𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑦 − 2𝑥֜ 𝑢 = න 2𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑦 + 𝜑(𝑥)֜ 𝑢 = 𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 𝜑(𝑥) (1)

1 ֜
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −2𝑦 + 𝜑′(𝑥)

Όμως, 
γνωρίζουμε ότι

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 = 4𝑥 − 2𝑦 + 5

−2𝑦 + 𝜑′ 𝑥 = 4𝑥 − 2𝑦 + 5֜

֜𝜑′ 𝑥 = 4𝑥 + 5 ֜𝜑 𝑥 = න(4𝑥 + 5)𝑑𝑥 + 𝑐1
𝑐1=0

𝜑 𝑥 = 2𝑥2 + 5𝑥 (2)

1
2

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 2𝑥2 + 5𝑥 = 𝑐



Να λυθεί η δ.ε.

Άσκηση 5 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

4𝑥 − 2𝑦 + 5 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑦 = 0

Μέθοδος 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 = 4𝑥 − 2𝑦 + 5

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 2𝑥

𝑢 𝑥, 𝑦 = න
𝑎

𝑥

𝑃 𝑡, 𝑦 𝑑𝑡 + න𝑄 𝑎, 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑐֜

֜𝑢 𝑥, 𝑦 = න
𝑎

𝑥

(4𝑡 − 2𝑦 + 5)𝑑𝑡 + න(2𝑦 − 2𝑎)𝑑𝑦 = 𝑐

𝑎=0
𝑢 𝑥, 𝑦 = න

0

𝑥

(4𝑡 − 2𝑦 + 5)𝑑𝑡 + න2𝑦𝑑𝑦 = 𝑐

֜𝑢 𝑥, 𝑦 = 2𝑡2 − 2𝑦𝑡 + 5𝑡 0
𝑥 + 𝑦2 = 𝑐

֜𝑢 𝑥, 𝑦 = 2𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 5𝑥 + 𝑦2 = 𝑐



Να λυθεί η δ.ε.

Άσκηση 2 (σελ. 296 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) Επίλυση ως πλήρης δ.ε. 1ης τάξης

Συνεπώς η δ.ε. είναι πλήρης

2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 3x + 4𝑦 + 1 𝑑𝑦 = 0

𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕 2𝑥 + 3𝑦 + 1

𝜕𝑦
= 3

𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕 3𝑥 + 4𝑦 + 1

𝜕𝑥
= 3

֜
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση u=u(x,y) 
για την οποία ισχύουν οι:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 + 3𝑦 + 1

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 3𝑥 + 4𝑦 + 1

2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 3𝑥 + 4𝑦 + 1 𝑑𝑦 = 0



Να λυθεί η δ.ε.

Άσκηση 2 (σελ. 296 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) Επίλυση ως πλήρης δ.ε. 1ης τάξης … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Μέθοδος 1Α

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 + 3𝑦 + 1

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 3𝑥 + 4𝑦 + 1

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 3𝑦 + 1֜ 𝑢 = න 2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦)֜ 𝑢 = 𝑥2 + 3𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝜑(𝑦) (1)

1 ֜
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 3𝑥 + 𝜑′(𝑦)

Όμως, 
γνωρίζουμε ότι

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 = 3𝑥 + 4𝑦 + 1

3𝑥 + 𝜑′ 𝑦 = 3𝑥 + 4𝑦 + 1֜

֜𝜑′ 𝑦 = 4𝑦 + 1 ֜𝜑 𝑦 = න(4𝑦 + 1)𝑑𝑦 + 𝑐1
𝑐1=0

𝜑 𝑦 = 2𝑦2 + 𝑦 (2)

1
2

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥𝑦 + 𝑥 + 2𝑦2 + 𝑦 = 𝑐

2𝑥 + 3𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 3𝑥 + 4𝑦 + 1 𝑑𝑦 = 0



ሽൡ

Να λυθεί η δ.ε.                                                     με τη βοήθεια ολοκληρωτικού 
παράγοντα της μορφής  μ=μ(y)                                   

Άσκηση 6 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Συνεπώς η δ.ε. δεν είναι πλήρης

2𝑥𝑦2 + 𝑦 𝑑𝑥 + −𝑥 𝑑𝑦 = 0

𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑄(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕 2𝑥𝑦2 + 𝑦

𝜕𝑦
= 4𝑥𝑦 + 1

𝜕𝑄

𝜕𝑥
=
𝜕 −𝑥

𝜕𝑥
= −1

֜
𝜕𝑃

𝜕𝑦
≠
𝜕𝑄

𝜕𝑥

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τον ολοκληρωτικό παράγοντα 
της μορφής μ=μ(y), προκειμένου η δ.ε. να γίνει πλήρης.

𝑦 2𝑥𝑦 + 1 𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0

𝑦 2𝑥𝑦 + 1 𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0֜

𝑓 𝑦 =

𝜕𝑄
𝜕𝑥

−
𝜕𝑃
𝜕𝑦

𝑃

 z=y

=
−1 − 4𝑥𝑦 − 1

2𝑥𝑦2 + 𝑦
=
−2 − 4𝑥𝑦

2𝑥𝑦2 + 𝑦
=
−2(1 + 2𝑥𝑦)

𝑦(2𝑥𝑦 + 1)
=
−2

𝑦

𝜇 = 𝜇 𝑦 = 𝑒 𝑓 𝑦 𝑑𝑦

න𝑓 𝑦 𝑑𝑦= න
−2

𝑦
𝑑𝑦 = −2ln |𝑦|= ln |𝑦| −2= ln

1

𝑦2

֜ 𝜇 = 𝑒
ln

1
𝑦2=

1

𝑦2



ቅൡ

Να λυθεί η δ.ε.                                                     με τη βοήθεια ολοκληρωτικού 
παράγοντα της μορφής  μ=μ(y)                                   

Άσκηση 6 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Συνεπώς η δ.ε. είναι πλήρης

֜
2𝑥𝑦 + 1

𝑦
𝑑𝑥 + −

𝑥

𝑦2
𝑑𝑦 = 0

𝑃′(𝑥, 𝑦) 𝑄′(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑃′

𝜕𝑦
=
𝜕

2𝑥𝑦 + 1
𝑦

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄′

𝜕𝑥
=
𝜕 −

𝑥
𝑦2

𝜕𝑥
=

֜
𝜕𝑃′

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄′

𝜕𝑥

𝑦 2𝑥𝑦 + 1 𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0

1

𝑦2
𝑦 2𝑥𝑦 + 1 𝑑𝑥 −

1

𝑦2
𝑥𝑑𝑦 = 0֜𝜇 𝑦 𝑃 𝑥, 𝑦 + 𝜇 𝑦 𝑄(𝑥, 𝑦) = 0֜

−
1

𝑦2

2𝑥𝑦 − (2𝑥𝑦 + 1)

𝑦2
= −

1

𝑦2

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση u=u(x,y) 
για την οποία ισχύουν οι:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃′(𝑥, 𝑦) =

2𝑥𝑦 + 1

𝑦
= 2𝑥 +

1

𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄′ 𝑥, 𝑦 = −

𝑥

𝑦2



Άσκηση 6 (σελ. 297 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Μέθοδος 1Α

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃′ 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 +

1

𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄′ 𝑥, 𝑦 = −

𝑥

𝑦2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥 +

1

𝑦
֜ 𝑢 = න 2𝑥 +

1

𝑦
𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦)֜ 𝑢 = 𝑥2 +

𝑥

𝑦
+ 𝜑(𝑦) (1)

1 ֜
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝑥

𝑦2
+ 𝜑′(𝑦)

Όμως, 
γνωρίζουμε ότι

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑄′ 𝑥, 𝑦 = −

𝑥

𝑦2

−
𝑥

𝑦2
+ 𝜑′ 𝑦 = −

𝑥

𝑦2
֜

֜𝜑′ 𝑦 = 0 ֜𝜑 𝑦 = 𝑐1
𝑐1=0

𝜑 𝑦 = 0 (2)

1
2

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 +
𝑥

𝑦
= 𝑐

Να λυθεί η δ.ε.                                                     με τη βοήθεια ολοκληρωτικού 
παράγοντα της μορφής  μ=μ(y)                                   

𝑦 2𝑥𝑦 + 1 𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0

֜𝑦𝑥2 + 𝑥 = 𝑐 ∙ 𝑦



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Παράδειγμα 1 (σελ. 300 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 − 4𝑦′ 𝑥 + 29𝑦(𝑥) = 0

𝜌2 − 4𝜌 + 29 = 0֜𝜌1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝜌1,2 =
−(−4) ± 100𝑖2

2 ∙ 1
=
4 ± 10𝑖

2
= ቊ

𝜌1 = 2 + 5𝑖
𝜌2 = 2 − 5𝑖

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:

𝜑1(𝑥) = 𝑒2𝑥𝑐𝑜𝑠5𝑥

𝜑2(𝑥) = 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛5𝑥

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜(𝑥) = 𝑐1𝜑1(𝑥)+𝑐2𝜑2 𝑥 =

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−4)2−4 ∙ 1 ∙ 29 =
= 16 − 116 = −100 = 100𝑖2

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. δύο συζυγείς μιγαδικούς αριθμούς
𝜌1,2 = 𝜆 ± 𝜇𝑖 𝜆 = 2 𝜇 = 5

= 𝑐1𝑒
2𝑥𝑐𝑜𝑠5𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥𝑠𝑖𝑛5𝑥



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Παράδειγμα 2 (σελ. 300 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί το πρόβλημα της αρχικής τιμής
𝑦′′ 𝑥 + 5𝑦′ 𝑥 + 4𝑦(𝑥) = 0

𝜌2 + 5𝜌 + 4 = 0 ֜𝜌1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝜌1,2 =
−5 ± 9

2 ∙ 1
=
−5 ± 3

2
= ቊ

𝜌1 = −1
𝜌2 = −4

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:

𝜑1 𝑥 = 𝑒−1∙𝑥 = 𝑒−𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒−4∙𝑥 = 𝑒−4𝑥

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜(𝑥) = 𝑐1𝜑1(𝑥)+𝑐2𝜑2 𝑥 =

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 52 − 4 ∙ 1 ∙ 4 =
= 25 − 16 = 9

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. τους δύο πραγματικούς αριθμούς -1, -4

= 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑒

−4𝑥

𝑦 0 = 3, 𝑦′ 0 = 0



Βρήκαμε τη γενική λύση της δ.ε.:

𝑦 𝑥 = 4𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥
Άρα, η λύση της δ.ε. είναι:

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑒

−4𝑥

Τώρα θα χρησιμοποιηθούν οι αρχικές συνθήκες στη γενική λύση της δ.ε. για να 
υπολογίσουμε τα c1, c2

𝑦(0) = 3֜ 𝑐1𝑒
0 + 𝑐2𝑒

0 = 3֜

֜ቊ
𝑐1 = 4
𝑐2 = −1

Παράδειγμα 2 (σελ. 300 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί το πρόβλημα της αρχικής τιμής
𝑦′′ 𝑥 + 5𝑦′ 𝑥 + 4𝑦(𝑥) = 0 𝑦 0 = 3, 𝑦′ 0 = 0

𝑐1 + 𝑐2 = 3

𝑦′(0) = 0

𝑦′ 𝑥 = −𝑐1𝑒
−𝑥 − 4𝑐2𝑒

−4𝑥
ൡ ֜ −𝑐1 𝑒

0 − 4𝑐2𝑒
0 = 0

֜ −𝑐1 −4𝑐2 = 0



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Παράδειγμα (σελ. 301 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 − 𝑦′ 𝑥 = 𝑥

𝜌2 − 𝜌 = 0 ֜𝜌1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝜌1,2 =
−(−1) ± 1

2 ∙ 1
=
1 ± 1

2
= ቊ

𝜌1 = 1
𝜌2 = 0

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:

𝜑1 𝑥 = 𝑒1∙𝑥 = 𝑒𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒0∙𝑥 = 1

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜(𝑥) = 𝑐1𝜑1(𝑥)+𝑐2𝜑2 𝑥 =

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−1)2−4 ∙ 1 ∙ 0 = 1

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. τους δύο πραγματικούς αριθμούς 1, 0

= 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2



Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥) ∙ 𝑒𝜆𝑥

Η γενική λύση της μη-
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑜 𝑥 + 𝜔 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2 −

1
2𝑥

2 − 𝑥

𝑓(𝑥) = 𝑥
ൢ

𝑃 𝑥 = 𝑥 ՜𝑚 = 1
𝜆 = 0

𝜈 = 1

𝜔(𝑥) = 𝑥𝜈𝑄(𝑥)𝑒𝜆𝑥
Μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι:

= 𝑥1 Α𝑥 + B 𝑒0𝑥֜
Α, Β: προσδιοριστέες σταθερές

Η μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. επαληθεύει την δ.ε. και συνεπώς:

Άρα, μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι η:

1ης μορφής
γιατί η λ=0 είναι απλή (μία φορά) ρίζα της χ.ε.

֜ቊ
−2𝐴 = 1
2𝐴 − 𝐵 = 0

֜ቐ𝐴 =
−1

2
𝐵 = −1

Παράδειγμα (σελ. 301 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 − 𝑦′ 𝑥 = 𝑥

𝑦′′ 𝑥 − 𝑦′ 𝑥 = 𝑥

𝜔 𝑥 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥

𝜔′ 𝑥 = 2𝐴𝑥 + 𝐵 𝜔′′ 𝑥 = 2𝐴

𝜔′′ 𝑥 − 𝜔′ 𝑥 = 𝑥 ֜2𝐴 − (2𝐴𝑥 + 𝐵) = 𝑥 ֜2𝐴 − 2𝐴𝑥 − 𝐵 = 𝑥

𝜔 𝑥 = −1
2 𝑥

2 − 𝑥



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Άσκηση 1 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2 − 16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝜌2 + 4 = 0 ֜𝜌1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝜌1,2 =
0 ± 16𝑖2

2 ∙ 1
=
0 ± 4𝑖

2
= ቊ

𝜌1 = +2𝑖
𝜌2 = −2𝑖

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 02 − 4 ∙ 1 ∙ 4 = −16 = 16𝑖2

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. δύο συζυγείς μιγαδικούς αριθμούς
𝜌1,2 = 𝜆 ± 𝜇𝑖 𝜆 = 0 𝜇 = 2

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:

𝜑1 𝑥 = 𝑒0𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒0𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜(𝑥) = 𝑐1𝜑1(𝑥)+𝑐2𝜑2 𝑥 =

= 𝑐1𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛2𝑥



Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. (Μέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών) 

𝜔 𝑥 = 𝜔1 𝑥 + 𝜔2 𝑥

𝑓 𝑥 = 𝑓1 𝑥 + 𝑓2 𝑥
ൢ

Μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι:

3ης μορφής (1ης μορφής + 2ης μορφής)

𝑓1 𝑥 = 12𝑥2

𝑓2 𝑥 = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

Εύρεση μίας μερικής λύσης         της μη-ομογενούς δ.ε. 𝜔1 𝑥

Άσκηση 1 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2 − 16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑓 𝑥 = 12𝑥2 − 16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

Εύρεση μίας μερικής λύσης         της μη-ομογενούς δ.ε. 𝜔2 𝑥

𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2

𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥



Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. 

𝑓1(𝑥) = 𝑃(𝑥) ∙ 𝑒𝜆𝑥
𝑓1(𝑥) = 12𝑥2

ൢ
𝑃 𝑥 = 12𝑥2 ՜𝑚 = 2
𝜆 = 0

𝜈 = 0

𝜔1(𝑥) = 𝑥𝜈𝑄(𝑥)𝑒𝜆𝑥
Μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι:

= 𝑥0 Α𝑥2 + Bx + Γ 𝑒0𝑥֜
Α, Β, Γ: προσδιοριστέες σταθερές

Η μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. επαληθεύει την δ.ε. και συνεπώς:

Άρα, μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι η:

1ης μορφής
γιατί η λ=0 δεν είναι ρίζα της χ.ε.

֜൞
4𝐴 = 12֜𝐴 = 3

4𝐵 = 0
2𝐴 + 4Γ = 0

𝜔1 𝑥 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + Γ

𝜔1′ 𝑥 = 2𝐴𝑥 + 𝐵 𝜔1′′ 𝑥 = 2𝐴

𝜔1
′′ 𝑥 + 4𝜔1 𝑥 = 12𝑥2 ֜2𝐴 + 4(𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + Γ) = 12𝑥2

𝜔1 𝑥 = 3𝑥2 −
3

2

֜2𝐴 + 4𝐴𝑥2 + 4𝐵𝑥 + 4Γ = 12𝑥2 ֜൞

𝐴 = 3
𝐵 = 0
Γ = −3

2

Άσκηση 1 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2 − 16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2



Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. 

𝑓2(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥[𝑃1 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑃2 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥]

𝑓2(𝑥) = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥
ൢ
𝑃1 𝑥 = −16𝑥
𝜆 = 0

𝜈 = 1

𝜔2(𝑥) = 𝑥𝜈[𝑄1 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑄2 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥]𝑒𝜆𝑥
Μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι:

= 𝑥1 𝐴𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + Γ𝑥 + Δ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑒0𝑥

Α, Β, Γ, Δ: προσδιοριστέες σταθερές

Η μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. επαληθεύει την δ.ε. και συνεπώς:

Άρα, μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι η:

2ης μορφής

γιατί ο λ+ik=2i είναι απλή ρίζα της χ.ε.

֜

2Α + 8Γ𝑥 + 4Δ = −16𝑥

−8Α𝑥 − 4𝐵 + 2Γ = 0

𝜔2′′ 𝑥 = ⋯

𝜔2
′′ 𝑥 + 4𝜔2 𝑥 = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 ֜…֜

𝜔2 𝑥 = −𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑥

֜𝑐𝑜𝑠2𝑥 2Α + 8Γ𝑥 + 4Δ + 𝑠𝑖𝑛2𝑥 −8Α𝑥 − 4𝐵 + 2Γ = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

Άσκηση 1 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2 − 16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑃2 𝑥 = 0 ՜ 𝑚2 = 0
՜ 𝑚1 = 1 ቅ

𝑘 = 2 ՜ 𝜆 + 𝑖𝑘 = 0 + 2𝑖

𝑚 = max 𝑚1, 𝑚2 =
= 1

֜𝜔2 𝑥 = 𝐴𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝐵𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + Γ𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑥 + Δ𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝜔2′ 𝑥 = ⋯

֜ቊ
8Γ = −16
2Α + 4Δ = 0

֜ቊ
−8𝐴 = 0

−4𝐵 + 2Γ = 0

֜

Γ = −2
Δ = 0
Α = 0
Β = −1



Βρέθηκε μία μερική λύση της δ.ε. (Μέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών) 

𝜔 𝑥 = 𝜔1 𝑥 + 𝜔2 𝑥

𝑓 𝑥 = 𝑓1 𝑥 + 𝑓2 𝑥
ൢ

Μία μερική λύση της αρχικής μη-ομογενούς δ.ε. είναι:

3ης μορφής (1ης μορφής + 2ης μορφής)

𝑓1 𝑥 = 12𝑥2

𝑓2 𝑥 = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

Εύρεση μίας μερικής λύσης         της μη-ομογενούς δ.ε. 𝜔1 𝑥

Άσκηση 1 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2 − 16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑓 𝑥 = 12𝑥2 − 16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

Εύρεση μίας μερικής λύσης         της μη-ομογενούς δ.ε. 𝜔2 𝑥

𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 12𝑥2

𝑦′′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = −16𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥

՜ 𝜔1 𝑥 = 3𝑥2 −
3

2

՜ 𝜔2 𝑥 = −𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑥

֜𝜔 𝑥 = 3𝑥2 −
3

2
− 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑥

Η γενική λύση της μη-
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑜 𝑥 + 𝜔 𝑥

= 𝑐1𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 3𝑥2 −
3

2
− 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑥



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Άσκηση 2 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής
𝑦′′ 𝑥 − 4𝑦′ 𝑥 + 3𝑦 𝑥 = 9𝑥2 + 4

𝜌2 − 4𝜌 + 3 = 0 ֜𝜌1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝜌1,2 =
−(−4) ± 4

2 ∙ 1
=
4 ± 2

2
= ቊ

𝜌1 = 3
𝜌2 = 1

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:

𝜑1 𝑥 = 𝑒1∙𝑥 = 𝑒𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒3∙𝑥 = 𝑒3𝑥

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜(𝑥) = 𝑐1𝜑1(𝑥)+𝑐2𝜑2 𝑥 =

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−4)2−4 ∙ 1 ∙ 3 = 4

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. τους δύο πραγματικούς αριθμούς 1, 3

= 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

3𝑥

𝑦 0 = 6, 𝑦′ 0 = 8



Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥) ∙ 𝑒𝜆𝑥

Η γενική λύση της μη-
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑜 𝑥 + 𝜔 𝑥
= 𝑐1𝑒

𝑥 + 𝑐2𝑒
3𝑥 + 3𝑥2 + 8𝑥 + 10

𝑓(𝑥) = 9𝑥2 + 4
ൢ

𝑃 𝑥 = 9𝑥2 + 4 ՜𝑚 = 2
𝜆 = 0

𝜈 = 0

𝜔(𝑥) = 𝑥𝜈𝑄(𝑥)𝑒𝜆𝑥
Μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι:

= 𝑥0 Α𝑥2 + Bx + Γ 𝑒0𝑥֜
Α, Β, Γ: προσδιοριστέες σταθερές

Η μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. επαληθεύει την δ.ε. και συνεπώς:

Άρα, μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι η:

1ης μορφής
γιατί η λ=0 δεν είναι ρίζα της χ.ε.

֜൞
3𝐴 = 9֜𝐴 = 3
−8𝐴 + 3𝐵 = 0

2𝐴 − 4𝐵 + 3Γ = 4

𝑦′′ 𝑥 − 4𝑦′ 𝑥 + 3𝑦 𝑥 = 9𝑥2 + 4

𝜔 𝑥 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + Γ

𝜔′ 𝑥 = 2𝐴𝑥 + 𝐵 𝜔′′ 𝑥 = 2𝐴

𝜔′′ 𝑥 − 4𝜔′(𝑥) + 3𝜔 𝑥 = 9𝑥2 + 4 ֜2𝐴 − 4 2𝐴𝑥 + 𝐵 + 3(𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + Γ) = 9𝑥2 + 4

𝜔 𝑥 = 3𝑥2 + 8𝑥 + 10

Άσκηση 2 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής
𝑦′′ 𝑥 − 4𝑦′ 𝑥 + 3𝑦 𝑥 = 9𝑥2 + 4 𝑦 0 = 6, 𝑦′ 0 = 8

֜2𝐴 − 8𝐴𝑥 − 4𝐵 + 3𝐴𝑥2 + 3𝐵𝑥 + 3Γ = 9𝑥2 + 4 ֜ቐ
𝐴 = 3
𝐵 = 8
Γ = 10



Βρήκαμε τη γενική λύση της δ.ε.:

𝑦 𝑥 = −6𝑒𝑥 + 2𝑒3𝑥 + 3𝑥2 + 8𝑥 + 10

Άρα, η λύση της δ.ε. είναι:

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

3𝑥 + 3𝑥2 + 8𝑥 + 10

Τώρα θα χρησιμοποιηθούν οι αρχικές συνθήκες στη γενική λύση της δ.ε. για να 
υπολογίσουμε τα c1, c2

𝑦(0) = 6֜𝑐1𝑒
0 + 𝑐2𝑒

0 + 3 ∙ 0 + 8 ∙ 0 + 10 = 6֜

֜ቊ
𝑐1 = −6
𝑐2 = 2

𝑐1 + 𝑐2 = −4

𝑦′(0) = 8

𝑦′ 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 3𝑐2𝑒

3𝑥 + 6𝑥 + 8
ൡ֜𝑐1𝑒

0 + 3𝑐2𝑒
0 + 6 ∙ 0 + 8 = 8

֜ 𝑐1 +3𝑐2 = 0

Άσκηση 2 (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής
𝑦′′ 𝑥 − 4𝑦′ 𝑥 + 3𝑦 𝑥 = 9𝑥2 + 4 𝑦 0 = 6, 𝑦′ 0 = 8



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Παράδειγμα 3 (σελ. 305 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί η δ.ε.
𝑦′′ 𝑥 − 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 = −

𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1

𝜌2 − 3𝜌 + 2 = 0 ֜𝜌1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝜌1,2 =
−(−3) ± 1

2 ∙ 1
=
3 ± 1

2
= ቊ

𝜌1 = 2
𝜌2 = 1

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:

𝜑1 𝑥 = 𝑒1∙𝑥 = 𝑒𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒2∙𝑥 = 𝑒2𝑥

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜(𝑥) = 𝑐1𝜑1(𝑥)+𝑐2𝜑2 𝑥 =

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−3)2−4 ∙ 1 ∙ 2 = 1

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. τους δύο πραγματικούς αριθμούς 1, 2

= 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥



Παράδειγμα 3 (σελ. 305 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε.
𝑦′′ 𝑥 − 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 = −

𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1

Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 − 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 = −
𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1

Επειδή η                       δεν είναι κάποια από τις ειδικές μορφές που 
απαιτούνται για τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών, θα 
εφαρμόσουμε τη γενική μέθοδο της μεταβολής των σταθερών, προκειμένου 
να βρούμε μία μερική λύση της δ.ε. 

𝑓 𝑥 = −
𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1

ൠ
𝑐1
′ 𝑥 𝜑1 𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝜑2 𝑥 = 0

𝑐1
′ 𝑥 𝜑′1 𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝜑′2 𝑥 = 𝑓(𝑥)
֜

𝜑1 𝑥 = 𝑒𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒2𝑥
֜

𝜑′1 𝑥 = 𝑒𝑥

𝜑′2 𝑥 = 2𝑒2𝑥

ቑ

𝑐1
′ 𝑥 𝑒𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝑒2𝑥 = 0

𝑐1
′ 𝑥 𝑒𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 2𝑒2𝑥 = −
𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1

֜

ቑ

𝑐1
′ 𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝑒𝑥 = 0

𝑐1
′ 𝑥 + 2𝑐2

′ 𝑥 𝑒𝑥 = −
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1



Παράδειγμα 3 (σελ. 305 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε.
𝑦′′ 𝑥 − 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 = −

𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1

ቑ

𝑐1
′ 𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝑒𝑥 = 0

𝑐1
′ 𝑥 + 2𝑐2

′ 𝑥 𝑒𝑥 = −
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1

𝐷 =
1 𝑒𝑥

1 2𝑒𝑥
= 2𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 ≠ 0

Από αυτό το σύστημα πρέπει να 
υπολογίσουμε τα 𝑐1

′ 𝑥 , 𝑐2
′ 𝑥

και στη συνέχεια τα 𝑐1 𝑥 , 𝑐2 𝑥

𝐷𝑐1
′ 𝑥 =

0 𝑒𝑥

−
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
2𝑒𝑥

=
𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝐷𝑐2

′ 𝑥 =
1 0

1 −
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1

=
−𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1

𝑐1
′ 𝑥 =

𝐷𝑐1
′ 𝑥

𝐷
=

𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑒𝑥

=
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑐2
′ 𝑥 =

𝐷𝑐2
′ 𝑥

𝐷
=

−𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑒𝑥

=
−1

𝑒𝑥 + 1

𝑐1 𝑥 = න
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 = න

(𝑒𝑥 + 1)′

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 = න

𝑑(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1
= ln(𝑒𝑥 + 1)

𝑐2 𝑥 = න
−1

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 = න

−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
𝑑𝑥 = න

(1 + 𝑒−𝑥)′

1 + 𝑒−𝑥
𝑑𝑥 = න

𝑑(1 + 𝑒−𝑥)

1 + 𝑒−𝑥
= ln(1 + 𝑒−𝑥)

𝜔 𝑥 = 𝑐1 𝑥 𝜑1 𝑥 + 𝑐2 𝑥 𝜑2 𝑥 = 𝑒𝑥ln(𝑒𝑥 + 1) + 𝑒2𝑥ln(1 + 𝑒−𝑥)Μία μερική λύση:

Η γενική λύση της μη-
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑜 𝑥 + 𝜔 𝑥
= 𝑐1𝑒

𝑥 + 𝑐2𝑒
2𝑥 + 𝑒𝑥ln(𝑒𝑥 + 1) + 𝑒2𝑥ln(1 + 𝑒−𝑥)



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Άσκηση 3 (Παραλλαγή της άσκησης του βιβλίου) (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′′ 𝑥 + 𝑦′ 𝑥 = 2𝑥2

𝜌3 + 𝜌 = 0 ֜ቊ
𝜌1 = 0

𝜌2 + 1 = 0

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:
𝜑1 𝑥 = 𝑒0∙𝑥 = 1

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜 𝑥 = 𝑐1𝜑1 𝑥 + 𝑐2𝜑2 𝑥 + 𝑐3𝜑3 𝑥 =

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. τον πραγματικό αριθμό 0 και
τους συζυγείς μιγαδικούς αριθμούς λiμ=0i

= 𝑐1 + 𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐3𝑠𝑖𝑛𝑥

֜𝜌(𝜌2 + 1) = 0 = ቊ
𝜌1 = 0

𝜌2 = −1

= ቐ
𝜌1 = 0
𝜌2 = 𝑖
𝜌3 = −𝑖

= ቊ
𝜌1 = 0

𝜌2 = 𝑖2

՜ 𝜆 = 0 𝜇 = 1

𝜑2 𝑥 = 𝑒0𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝜑3 𝑥 = 𝑒0𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥



Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥) ∙ 𝑒𝜆𝑥

Η γενική λύση της μη-
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑜 𝑥 + 𝜔 𝑥

= 𝑐1 + 𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐3𝑠𝑖𝑛𝑥 +
2
3𝑥

3 − 4𝑥

𝑓(𝑥) = 2𝑥2
ൢ

𝑃 𝑥 = 2𝑥2 ՜𝑚 = 2
𝜆 = 0

𝜈 = 1

𝜔(𝑥) = 𝑥𝜈𝑄(𝑥)𝑒𝜆𝑥
Μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι:

= 𝑥1 Α𝑥2 + Bx + Γ 𝑒0𝑥֜
Α, Β, Γ: προσδιοριστέες σταθερές

Η μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. επαληθεύει την δ.ε. και συνεπώς:

Άρα, μία μερική λύση της μη-ομογενούς δ.ε. είναι η:

1ης μορφής
γιατί η λ=0 είναι απλή (μία φορά) ρίζα της χ.ε.

֜൞
3𝐴 = 2֜𝐴 = 2

3

2𝐵 = 0
6𝐴 + Γ = 0

𝑦′′′ 𝑥 + 𝑦′ 𝑥 = 2𝑥2

𝜔 𝑥 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + Γ𝑥

𝜔′ 𝑥 = 3𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 + Γ 𝜔′′ 𝑥 = 6𝐴𝑥 + 2𝐵

𝜔′′′ 𝑥 + 𝜔′(𝑥) = 2𝑥2 ֜6𝐴 + 3𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 + Γ = 2𝑥2

𝜔 𝑥 = 2
3𝑥

3 − 4𝑥

֜൞
𝐴 = 2

3

𝐵 = 0
Γ = −4

Άσκηση 3 (Παραλλαγή της άσκησης του βιβλίου) (σελ. 319 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) ... ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′′ 𝑥 + 𝑦′ 𝑥 = 2𝑥2

𝜔′′′ 𝑥 = 6𝐴



Η χαρακτηριστική εξίσωση (χ.ε.) της δ.ε. είναι

Άσκηση 6 (σελ. 320 βιβλίου κ. Κυβεντίδη)

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥

𝜌2 + 3𝜌 + 2 = 0 ֜𝜌1,2 =
−𝑏 ± Δ

2𝑎

𝜌1,2 =
−3 ± 1

2 ∙ 1
=
−3 ± 1

2
= ቊ

𝜌1 = −1
𝜌2 = −2

Συνεπώς οι γραμμικά ανεξάρτητες ρίζες της δ.ε. είναι:

𝜑1 𝑥 = 𝑒−1∙𝑥 = 𝑒−𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒−2∙𝑥 = 𝑒−2𝑥

Η γενική λύση της 
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦𝑜(𝑥) = 𝑐1𝜑1(𝑥)+𝑐2𝜑2 𝑥 =

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 32 − 4 ∙ 1 ∙ 2 = 1

Άρα έχουμε ως ρίζες της χ.ε. τους δύο πραγματικούς αριθμούς -1, -2

= 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑒

−2𝑥



Εύρεση μίας μερικής λύσης της δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥

Επειδή η                       δεν είναι κάποια από τις ειδικές μορφές που 
απαιτούνται για τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών, θα 
εφαρμόσουμε τη γενική μέθοδο της μεταβολής των σταθερών, προκειμένου 
να βρούμε μία μερική λύση της δ.ε. 

𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥

ൠ
𝑐1
′ 𝑥 𝜑1 𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝜑2 𝑥 = 0

𝑐1
′ 𝑥 𝜑′1 𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝜑′2 𝑥 = 𝑓(𝑥)
֜

𝜑1 𝑥 = 𝑒−𝑥

𝜑2 𝑥 = 𝑒−2𝑥
֜

𝜑′1 𝑥 = −𝑒−𝑥

𝜑′2 𝑥 = −2𝑒−2𝑥

ቑ
𝑐1
′ 𝑥 𝑒−𝑥 + 𝑐2

′ 𝑥 𝑒−2𝑥 = 0

−𝑐1
′ 𝑥 𝑒−𝑥 − 𝑐2

′ 𝑥 2𝑒−2𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥
֜

Άσκηση 6 (σελ. 320 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥

ቑ
𝑒−𝑥𝑐1

′ 𝑥 + 𝑒−2𝑥𝑐2
′ 𝑥 = 0

−𝑒−𝑥𝑐1
′ 𝑥 − 2𝑒−2𝑥𝑐2

′ 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥



ቑ
𝑒−𝑥𝑐1

′ 𝑥 + 𝑒−2𝑥𝑐2
′ 𝑥 = 0

−𝑒−𝑥𝑐1
′ 𝑥 − 2𝑒−2𝑥𝑐2

′ 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥

𝐷 = 𝑒−𝑥 𝑒−2𝑥

−𝑒−𝑥 −2𝑒−2𝑥
= −2𝑒−3𝑥 + 𝑒−3𝑥 = −𝑒−3𝑥≠ 0

Από αυτό το σύστημα πρέπει να 
υπολογίσουμε τα 𝑐1

′ 𝑥 , 𝑐2
′ 𝑥

και στη συνέχεια τα 𝑐1 𝑥 , 𝑐2 𝑥

𝐷𝑐1
′ 𝑥 =

0 𝑒−2𝑥

1

1 + 𝑒2𝑥
−2𝑒−2𝑥

= −
𝑒−2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝐷𝑐2

′ 𝑥 =
𝑒−𝑥 0

−𝑒−𝑥
1

1 + 𝑒2𝑥
=

𝑒−𝑥

1 + 𝑒2𝑥

𝑐1
′ 𝑥 =

𝐷𝑐1
′ 𝑥

𝐷
=
−

𝑒−2𝑥

1 + 𝑒2𝑥

−𝑒−3𝑥
=

1

𝑒−𝑥(1 + 𝑒2𝑥)
=

𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥

𝑐2
′ 𝑥 =

𝐷𝑐2
′ 𝑥

𝐷
=

𝑒−𝑥

1 + 𝑒2𝑥

−𝑒−3𝑥
=

−1

𝑒−2𝑥(1 + 𝑒2𝑥)
=

−𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥

Άσκηση 6 (σελ. 320 βιβλίου κ. Κυβεντίδη) … ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥



ቑ
𝑒−𝑥𝑐1

′ 𝑥 + 𝑒−2𝑥𝑐2
′ 𝑥 = 0

−𝑒−𝑥𝑐1
′ 𝑥 − 2𝑒−2𝑥𝑐2

′ 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥

Από αυτό το σύστημα πρέπει να 
υπολογίσουμε τα 𝑐1

′ 𝑥 , 𝑐2
′ 𝑥

και στη συνέχεια τα 𝑐1 𝑥 , 𝑐2 𝑥

𝑐1 𝑥 = න
𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥 = න

(𝑒𝑥)′

1 + (𝑒𝑥)2
𝑑𝑥 = tan−1(𝑒𝑥)

𝑐2 𝑥 = න
−𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥 = −

1

2
න

1 + 𝑒2𝑥 ′

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥 = −

1

2
න
𝑑(1 + 𝑒2𝑥)

1 + 𝑒2𝑥
= −

1

2
ln(1 + 𝑒2𝑥)

𝜔 𝑥 = 𝑐1 𝑥 𝜑1 𝑥 + 𝑐2 𝑥 𝜑2 𝑥

= tan−1(𝑒𝑥) 𝑒−𝑥 −
1

2
ln(1 + 𝑒2𝑥)𝑒−2𝑥

Μία μερική λύση:

Η γενική λύση της μη-
ομογενούς δ.ε. είναι:

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑜 𝑥 + 𝜔 𝑥

= 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑒

−2𝑥 + 𝑒−𝑥 tan−1(𝑒𝑥) −
1

2
𝑒−2𝑥ln(1 + 𝑒2𝑥)
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Να λυθεί η δ.ε. 𝑦′′ 𝑥 + 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 =
1

1 + 𝑒2𝑥

𝑐1
′ 𝑥 =

𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑐2
′ 𝑥 =

−𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
Βρήκαμε ότι

tan−1 𝑓 𝑥 ′ =
𝑓′(𝑥)

1 + [𝑓 𝑥 ]2

Καθώς γνωρίζουμε ότι:


