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Κεφάλαιο 6 

 
Εισαγωγή στην Ανάλυση Fourier. 

 
6.1 Σειρές Fourier.  
 
Mια συνάρτηση :f   καλείται περιοδική με περίοδο 

  0T T  , αν ισχύει ( ) ( )f x f x T   για κάθε x  και ο T  είναι ο 

μικρότερος αριθμός για τον οποίο ισχύει αυτή η σχέση. Μια 
περιοδική συνάρτηση αρκεί να μελετηθεί σε οποιοδήποτε διάστημα 
μήκους ίσο με την περίοδό της. 
 

Παράδειγμα. Οι συναρτήσεις sin ,cosx x  είναι περιοδικές με 

περίοδο 2 , ενώ οι συναρτήσεις tan ,cotx x  είναι περιοδικές με 

περίοδο  . Οι συναρτήσεις  sin , cos ,  nx nx n  είναι περιοδικές 

με περίοδο 2 /n . 
 
Ορισμός 6.1. Εστω :f   είναι μια T -περιοδική και απόλυτα 

ολοκληρώσιμη συνάρτηση στο διάστημα  / 2, / 2T T . Ο χώρος 

αυτών των συναρτήσεων συμβολίζεται με 
1L .  

 
Ορισμός 6.2. Έστω 

1f L . Τότε η σχέση  
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ορίζει μια απεικόνιση τέτοια ώστε σε κάθε συνάρτηση 

1f L  να 

αντιστοιχεί μοναδική ακολουθία μιγαδικών αριθμών   ˆ
n

f n



, η 

οποία καλείται ακολουθία (μιγαδικών) συντελεστών Fourier της 
f . Η τριγωνομετρική σειρά (αν έχει νόημα) 

  

                                      
2

=

ˆ
in x

T
f

n

S x f n e
 



   ,                           (6.2) 

 
καλείται σειρά Fourier (σε μιγαδική μορφή) της συνάρτησης f .  

 
Από την (6.1) έχουμε  
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Θέτοντας όπου n  το n  βρίσκουμε  
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οπότε από τη σχέση (6.2) σε συνδυασμό με την (6.3) παίρνουμε  
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και μετά από στοιχειώδεις πράξεις προκύπτει μια ισοδύναμη 
μορφή του αναπτύγματος Fourier της f  (σε πραγματική μορφή): 
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όπου οι συντελεστές  , , 0,1,n na b n   είναι όπως στην (6.3) και 

καλούνται επίσης συντελεστές Fourier της f . Το άθροισμα  
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καλείται N -οστό μερικό άθροισμα της σειράς   Fourier  fS x  της 

συνάρτησης f  στο σημείο x  σε πραγματική ή μιγαδική μορφή. 

Σημειώνουμε ότι η σειρά Fourier (6.2) (ή (6.4)) δεν συγκλίνει 
απαραίτητα και όταν συγκλίνει δεν συγκλίνει υποχρεωτικά στη 
συνάρτηση f . Παρ’ όλα αυτά έχουμε: 

 
Πρόταση 6.1. Αν ,f g  είναι συνεχείς T περιοδικές συναρτήσεις, 

τότε  

   ˆ ˆ  f n g n n f g     .  

 
Οσον αφορά τη συμπεριφορά της ακολουθίας των συντελεστών 
Fourier ισχύει το ακόλουθο: 
 
Λήμμα 6.1. (Riemann-Lebesgue) Αν 

1f L , τότε η ακολουθία των 

συντελεστών Fourier της f  είναι μηδενική, δηλαδή 

 

 ˆ 0lim
n

f n


 , 

ή ισοδύναμα 
0lim limn n

n n

a b
 

  . 

 

Οσον αφορά τη σημειακή σύγκλιση της σειράς Fourier έχουμε το 
ακόλουθο: 
 
Θεώρημα 6.1. (Dirichlet) Εστω 

1f L  είναι τμηματικά συνεχής και 

έχει πεπερασμένο πλήθος μέγιστα και ελάχιστα στο  / 2, / 2T T  , 
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τότε   

 
   

,lim
2

N f
N

f x f x
S x

 




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Υπενθυμίζουμε ότι οι αριθμοί    ,f x f x   είναι το εκ δεξιών και εξ 

αριστερών όριο της f  στο σημείο x  αντιστοίχως. 

 
Παράδειγμα. Η 1-περιοδική συνάρτηση  
 

1 0 1/ 2
( )

1 1/2 1

x
f x

x

 
 

  
 

 

ικανοποιεί τις συνθήκες Dirichlet στο διάστημα  0,1 . 

 
Δυστυχώς δεν είναι αληθές ότι κάθε μηδενική ακολουθία μπορεί να 
γραφεί ως ακολουθία συντελεστών Fourier μιας απόλυτα 
ολοκληρώσιμης συνάρτησης. Τότε όμως πως μπορούμε να 
ξεχωρίσουμε πότε μια τριγωνομετρική σειρά είναι σειρά Fourier 
μιας συνάρτησης; Μια ικανή συνθήκη μας δίνει το ακόλουθο  
 

Θεώρημα 6.2. (Riesz-Fischer) Εστω  n n
c




 είναι μια 

τετραγωνικά αθροίσιμη ακολουθία (μιγαδικών) αριθμών, δηλαδή 
ισχύει    

2

n

n

c




  . 

 
Τότε υπάρχει τετραγωνικά ολοκληρώσιμη T περιοδική 

συνάρτηση f  (δηλαδή  
/ 2 2

/ 2

T

T
f t dt


 ) τέτοια ώστε  

 

 ˆ
nc f n . 

 
Ο διανυσματικός χώρος των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων 
T περιοδικών συναρτήσεων συμβολίζεται με 

2L  και είναι πολύ 

σημαντικός. Κατ’ αρχήν περιέχεται στον 
1L . Στο χώρο 

2L  

μπορούμε να ορίσουμε ένα εσωτερικό γινόμενο ως εξής: 
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Tότε, σε αναλογία με την ευκλείδια γεωμετρία ορίζεται μια νόρμα 

f  στον 
2L  έτσι ώστε   
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Με χρήση αυτής της νόρμας, λέμε ότι τα στοιχεία 

2,f gL  είναι 

κάθετα αν και μόνον αν  , 0f g  . Αποδεικνύεται δε ότι το σύνολο 
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 είναι μια βάση του χώρου αυτού, άρα για κάθε 

2f L  υπάρχει μοναδική ακολουθία συντελεστών   n n
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Eπιπλέον ισχύει το ακόλουθο: 
 
Θεώρημα 6.3.  (Ταυτότητα του   Parseval) Αν 

2f L ,τότε  
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όπου    ,n na b  είναι όπως στην (6.3). Ισοδύναμα 
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Απόδειξη. Η απόδειξη που θα δούμε δεν είναι αυστηρή. 
Δεχόμενοι ότι τα σύμβολα της ολοκλήρωσης και της άθροισης 
μπορούν να εναλλαχθούν ως προς τη σειρά εφαρμογής τους και  
κάνοντας χρήση των τύπων υπολογισμού τριγωνομετρικών 
ολοκληρωμάτων, για ,n na b   έχουμε 
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Σημείωση. (i) Aν η f  είναι πραγματική συνάρτηση, τότε = .n nc c  

 
(ii) Υπενθυμίζουμε ότι μια T περιοδική συνάρτηση f  καλείται 

άρτια αν ισχύει ( ) ( )f x f x   για κάθε ,
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Αν λοιπόν η f  είναι μια T περιοδική και άρτια συνάρτηση, τότε η 

σειρά Fourier της f  παίρνει τη μορφή 
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και μιλούμε για τη σειρά συνημιτόνων της f . Αν η f  είναι μια 

T περιοδική και περιττή συάρτηση, τότε η σειρά Fourier της f  

παίρνει τη μορφή 
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και μιλούμε για σειρά ημιτόνων της f .   

 
(iii) Aς υποθέσουμε ότι ισχύει το Θεώρημα 6.1. Τότε η σειρά 
Fourier είναι ένας μετασχηματισμός που αναλύει μια περιοδική 
συνάρτηση στο φάσμα συχνοτήτων της (διακριτών).  Δηλαδή από 
μια (συνεχή) συνάρτηση f  προκύπτει μια διακριτή ακολουθία 
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αναπαράσταση της συνάρτησης μέσω της σειράς Fourier. Με 
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6.1 μας δείχνει τον τρόπο ανακατασκευής της f .    

 
Παράδειγμα. Αν η συνάρτηση f  είναι άρτια δείξτε ότι  
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Λύση. Από τον ορισμό έχουμε 
  

/ 2

/ 2

2 2
( )cos

T

n
T

nx
a f x dx

T T




 
  

 
  

                                      



 146 

    
0 / 2

/ 2 0

2 2 2 2
( )cos ( )cos .

T

T

nx n x
f x dx f x dx

T T T T

 


   
    

   
   

 
Mε αλλαγή μεταβλητής =x u  στο πρώτο ολοκλήρωμα και λόγω 
αρτιότητας έχουμε:  
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Για το υπολογισμό του 

nb  έχουμε:  
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Οπως και στον υπολογισμό των 

na  έτσι και εδώ κάνουμε την 

αλλαγή μεταβλητής =x u  στο πρώτο ολοκλήρωμα και επειδή η 
συνάρτηση είναι άρτια έχουμε: 
  

     
0 / 2

/ 2 0

2 2 2 2
( )sin ( )sin

T

n
T

nu nx
b f u du f x dx

T T T T

    
      

   
   

  
/ 2 / 2

0 0

2 2 2
( )sin ( )sin 0

T Tnu n x
f u du f x dx

T T T T

    
      

   
  .           

 
Παράδειγμα. Δίνεται η συνάρτηση  
 

0 2 0
( ) ,

2 0 2

x
f x

x

  
 

 
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την οποία την επεκτείνουμε περιοδικά με περίοδο 4.  
 
(i) Να βρεθούν οι συντελεστές Fourier της f . 

(ii) Να γραφεί η σειρά  Fourier της f .  

(iii) Να ορίσετε τη συνάρτηση κατάλληλα στα σημεία = 2,0,2x   

έτσι ώστε η σειρά να συγκλίνει στη συνάρτηση για | | 2x  . 

 

 
Η γραφική παράσταση της f . 

 
Λύση. (i) Από τον ορισμό έχουμε 
  

2 2

0
2 0

1 1
( ) 1 1

4 4
a f x dx dx


    . 

 
Για =1,2,n  έχουμε:  

 

2

2

1 2
( )cos

2 4
n

nx
a f x dx




 
  

 


2

0
cos

2

nx
dx

 
  

 


2

0

2
sin 0

2

nx

n





 
  

 
. 

 
Επίσης:  

2

2

1 2
( )sin

2 4
n

nx
b f x dx




 
  

 


2

0
sin

2

nx
dx

 
  

 
  

 

                 
2

0

2 2
cos 1 cos

2

nx
n

n n




 

 
    

 
. 

 
(ii) Από την (i) προκύπτει ότι η σειρά Fourier της f  είναι η  

 

  
=1

2 1 cos
( ) 1 sin

2
f

n

n nx
S x

n

 



   
   

 
  
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 

=1

2 1 ( 1)
1 sin

2

n

n

nx

n





    
   

 
  

 

   
4 1 3 1 5

1 sin sin sin .
2 3 2 5 2

x x x  



      
          

      
 

 
(iii) Η συνάρτηση ικανοποιεί τις συνθήκες Dirichlet, άρα η σειρά 
συγκλίνει στην τιμή ( )f x  στα σημεία συνέχειας αυτής και στο 

ημιάθροισμα 
( ) ( )

2

f x f x 
 για 2,0,2x   . Κατά συνέπεια, η τιμή 

που πρέπει να έχει στο 2x    είναι 
0 2

( 2) 1
2

f


   , στο 0x   

είναι 
2 0

(0) 1
2

f


   και στο = 2x  είναι 
0 2

(2) 1
2

f


  .                   

    
Παράδειγμα. Δίνεται η συνάρτηση  
 

2( ) ,  0 2f x x x     

 
την οποία επεκτείνουμε περιοδικά με περίοδο 2 .  
 
(i) Να βρεθούν οι συντελεστές   Fourier αυτής. 
(ii) Να γραφεί η σειρά   Fourier της .f   

(iii) Δείξτε ότι  
2

2
=1

1

6n n



 . 

 
 (iv) Κάνοντας χρήση της ταυτότητας του   Parseval δείξτε ότι  
   

4

4
=1

1

90n n



 . 

 

 
Η γραφική παράσταση της f . 
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Σημειώνουμε εδώ ότι λόγω περιοδικότητας ισχύει πάντοτε 
 

         
/ 2 0 / 2 0 / 2

/ 2 / 2 0 / 2 0

T T T

T T T
f x dx f x dx f x dx f x T dx f x dx

  
        

 

     
/ 2

/ 2 0 0

T T T

T
f x dx f x dx f x dx    . 

 
Λύση. (i) Λόγω της παραπάνω έχουμε  
 

   
2

2

0

2 2 1
cos cos

2 2
n

nx
a f x dx x nx dx

 





  

 
  

 
  . 

 
Κάνοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες για 0n   παίρνουμε 
  

2 2

2 3

sin 2 2
cos cos sin

nx
x nxdx x x nx nx

n n n
   , 

άρα:  
2

2

2 3 2

0

1 sin 2 2 4
cos sinn

nx
a x x nx nx

n n n n





 
    

 
. 

 
Για = 0n  έχουμε  

2
3 2

2
2

0
0

0

1 1 4

2 2 3 3

x
a x dx


 

 
   . 

 
Oμοίως υπολογίζουμε  
 

               
2

2

0

1
sinnb x nxdx




   

 

 

2

2

2 3

0

1 cos 2 2
sin cos

nx
x x nx nx

n n n





 
    

 

4

n


  . 

 
(ii) Η σειρά Fourier είναι  
 

2

2
=1

4 4 4
( ) cos sin

3
f

n

S x nx nx
n n

 
 

   
 

 . 

 
Μπορούμε επιπλέον να παρατηρήσουμε ότι από το θεώρημα του   
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Dirichlet ισχύει  

 ( ) ( ),  0,2fS x f x x    . 

 
 (iii) Για = 0x  η σειρά Fourier είναι ίση με  
 

2

2
=1

4 4
(0)

3
f

n

S
n

 

  . 

 
Τότε σύμφωνα με το Θεώρημα του Dirichlet η σειρά (0)fS  

συγκλίνει στο 2(0 ) (0 )
2

2

f f


 
 , άρα  

 
2

2

2
=1

4 4
2

3 n n






  . 

 
Από την παραπάνω προκύπτει ότι  
 

2 2
2

2
=1

1 1 4
2

4 3 6n n

 




   . 

 
(iv) Εφαρμόζουμε την ταυτότητα Parseval (6.5) 
 

  
/ 2 2 2 22 2

0
/ 2 0

=1

1 1 1
( ) ( )

2

T T

n n
T

n

f x dx f x dx a a b
T T




     . 

 
Εχουμε:  

 
4

22 4

0 0

1 1 16

2 5

T

f x dx x dx
T

 


   . 

 
Aπ’ την άλλη μεριά έχουμε 
 

 
4 2 4 2

2 2 2

0 4 2 4 2
=1 =1 =1 =1

1 16 1 16 16 16 8 8

2 9 2 9
n n

n n n n

a a b
n n n n

       
        

 
    . 

 
Αρα: 
 

 2 2 22

0
0

=1

1 1
( )

2

T

n n

n

f x dx a a b
T



    
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4 4 2 4 4 2

4 2 4 2
=1 =1 =1 =1

16 16 8 8 1 2 2

5 9 5 9n n n nn n n n

        

            

 
4 4 4 4

4
=1

1 2 2

5 9 6 90n n

   

     .                                                    

 
Ασκήσεις. 

 

1. Δίνεται η συνάρτηση ( )f x x  την οποία επεκτείνουμε 

περιοδικά με περίοδο 2 .  
 
(i) Να βρεθούν οι συντελεστές Fourier αυτής. 
(ii) Να γραφεί η σειρά Fourier της .f   

(iii) Δείξτε ότι  

 

2

2
=1

1

82 1n n






 . 

 

Απ. (i) 

0

2

4
,  

0

n

n

a

a n
n

b










  




  (ii) 
 

 
2

1

4cos 2 1

2 2 1n

n x
x

n










 


  

 

2. Aν  1, 0,2f f L  δείξτε ότι     ˆf n in f n   .  

 

3. Aν  1 0,2f L  δείξτε ότι    
0

0

2 2

0
 

x

x
f t dt f t dt

 

  . 

  

4. Aν  2, 0,2f g L  έστω  

 

     
2

0
 f g x f t g x t dt



    

 

είναι η συνέλιξη των ,f g . Δείξτε ότι         f g n f n g n  . 

 

5. Υπολογίστε τη σειρά συνημιτόνων της συνάρτησης ( ) sinf x x  

την οποία επεκτείνουμε περιοδικά με περίοδο 2 .  

                                                          Απ. 
 
2

1

cos 22 4
sin

4 1n

nx
x

n



 





 


  
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6. Υπολογίστε τη σειρά ημιτόνων της συνάρτησης ( )f x x  την 

οποία επεκτείνουμε περιοδικά με περίοδο 2 .  

                                                                 Απ. 
   

1

1

2 1
n

n

nx
x

n









  

 
7. Υπολογίστε τη σειρά Fourier της 4-περιοδικής συνάρτησης  
 

 
0 2

4 2 4

x x
f x

x x

 
 

  
. 

 
Στη συνέχεια με χρήση της ταυτότητας Parseval δείξτε ότι 
 

 

4

4
=1

1

962 1n n






 . 

                                           Απ.      

 

 
22

1

2 1
cos

28
1

2 1
f

n

n x

S x
n









 
 
  


  

 

8. Aν    ,  f n g n είναι οι μιγαδικοί συντελεστές Fourier των 

2T περιοδικών συναρτήσεων  2, ,f g T T L  δείξτε ότι   

 

       
k

fg n f k g n k




  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


