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Περίληψη 
 
Οι παρούσες σηµειώσεις αποτελούν µια εισαγωγή στην Αρµονική 
Ανάλυση στην πραγµατική ευθεία. Αφορµή για τη συγγραφή αυτών 
ήταν η ανάθεση διδασκαλίας του µαθήµατος «Αρµονική Ανάλυση»  
του προγράµµατος µεταπτυχιακών σπουδών του Τµήµατος 
Μαθηµατικών Α.Π.Θ. γαι το Ακαδηµαϊκό έτος 2015/16.  

 
Στόχος των σηµειώσεων είναι να καταλάβει ο φοιτητής πώς δοµείται 
η βασική θεωρία της Αρµονικής Ανάλυσης όσον αφορά τόσο το 
θεωρητικό όσο και το εφαρµοσµένο κοµµάτι αυτής και να 
διαπιστώσει τον τρόπο µε τον οποίο η Αρµονική Ανάλυση φτάνει να 
αλληλεπιδρά µε άλλους κλάδους της Ανάλυσης και όχι µόνον. 
Προφανώς υπάρχουν τµήµατα θεωρίας που δεν καλύπτουν οι 
σηµειώσεις, όπως π.χ. η θεωρία των πολλαπλασιαστών και η 
θεωρία Littlewood-Paley. Επίσης η θεωρία ιδιαζόντων τελεστών 
στον n\  και γενικότερα η θεωρία για τον n\ . Η ενασχόληση µε την 
πραγµατική ευθεία έγινε για δυο λόγους: για να διευκολυνθεί ο 
φοιτητής και για να µπορέσει πιο ώριµα να γενικεύσει στον n\  
κατανοώντας και αναγνωρίζοντας καλύτερα τις διαφορές µε τον \ . 
Για παράδειγµα, στον \  κατ’ ουσίαν υπάρχει ένας µόνον ιδιάζον 
τελεστής, ο τελεστής Hilbert, αλλά η θεωρία των ιδιαζόντων 
τελεστών στον n\  είναι πολύ πιο εκτεταµένη, π.χ. βλέπε δυναµικά 
Riesz κλπ.   
 
Η δοµή του συγγράµµατος είναι η εξής: 
 
Στο Κεφάλαιο 0 παραθέτουµε µια σύντοµη σύνοψη των χώρων pL .  
 
Στο Κεφάλαιο 1 παραθέτουµε τη θεωρία των σειρών Fourier σε 
χώρους pL . Μέσω αυτής βλέπουµε τη χρήση της παρεµβολής 
Riesz-Thorin και το φυσικό τρόπο µε τον οποίο προκύπτει ο 
τελεστής Hilbert ως συνδετικός κρίκος µε τους χώρους ( )pH T  της 
µιγαδικής ανάλυσης.        
     
Στο Κεφάλαιο 2 ορίζουµε και µελετούµε µεγιστικές συναρτήσεις και 
τελεστές. Παραθέτουµε το Θεώρηµα παρεµβολής Marcinkiewicz ως 
βασικό εργαλείο µελέτης (και) τέτοιων τελεστών. Αναφέρουµε 
κλάσεις µεγιστικών τελεστών και αναδεικνύουµε το ρόλο τους όσον 
αφορά τη σύγκλιση σχεδόν παντού σε χώρους pL . 
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Στο Κεφάλαιο 3 µελετούµε το µετασχηµατισµό Fourier σε χώρους 
( )pL \  ως γενίκευση των σειρών Fourier. Βλέπουµε πώς προκύπτει 

µε φυσικό τρόπο η θεωρία των γενικευµένων συναρτήσεων, ο 
ιδιάζον τελεστής Hilbert, οι χώροι pH  και οι χώροι Paley-Wiener µε 
το Θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon. Eπίσης παίρνουµε µια 
πρώτη γεύση της θεωρίας ιδιαζόντων τελεστών ως φυσική 
γενίκευση του τελεστή Hilbert.  
 
Στο Κεφάλαιο 4 βλέπουµε πώς οι αδυναµίες του µετασχηµατισµού 
Fourier µας ωθούν να ορίσουµε νέους µετασχηµατισµούς 
οδηγώντας µας στην ανάλυση χρόνου/συχνότητας. Μελετούµε 
κυρίως τον ολοκληρωτικό µετασχηµατικό Fourier βραχέος χρόνου 
και το µετασχηµατισµό κυµατιδίων και κάνουµε µια πολύ σύντοµη 
εισαγωγή σε διακριτούς µετασχηµατισµούς µέσω της πολυδιακριτής 
ανάλυσης κυµατιδίων που χρησιµοποιείται ευρύτατα σε πλήθος 
εφαρµογών της σύγχρονης τεχνολογίας επικοινωνιών.   
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Kεφάλαιο 0 
 

Xώρoι Lp  
 
0.1. Σύνοψη χώρων Lp. Ορισµοί και ιδιότητες αυτών. 
  
Εστω ( ), ,X µ  είναι χώρος µέτρου. Συµβολίζουµε µε ( ),pL X µ , 
1 p≤ < ∞  το χώρο Banach όλων των µετρήσιµων p −ολοκληρώσι-
µων συναρτήσεων :f X →^  µε νόρµα   
 

                                     ( )1/

p

pp

L X
f f dµ= ∫ .                                      

 
Με ( ),L X µ∞  συµβολίζουµε το χώρο όλων των µετρήσιµων και 
ουσιωδώς φραγµένων συναρτήσεων :f X →^ , δηλαδή  
 

( ){ }: :   0 :   µ-σχεδον παντου στο L f X C f x C X∞ = → ∃ > ≤ � �^ , 
 
µε νόρµα 

( ){ }inf 0 :   µ-σχεδον παντου στο 
L

f C f x C X
∞

= > ≤ � � . 
 
Σηµείωση. (α) Στο εξής όταν ο χώρος µέτρου είναι σαφής 
γράφουµε απλά pL  ή ( )pL X  αντί ( ),pL X µ . Επίσης πολλές φορές 
θα χρησιµοποιούµε για απλότητα και το συµβολισµό :

pp L
⋅ = ⋅  όταν 

αυτός δε δηµιουργεί παρανοήσεις.  
 
(β) Αν X  είναι το πολύ αριθµήσιµο σύνολο µε το σύνηθες µέτρο 
αθροισιµότητας (βλ. Παράρτηµα 1, ενότητα Α.1) χρησιµοποιούµε 
συνήθως το συµβολισµό ( )p XA  (αντί ( )pL X ) µε 
   

( )( )
( ){ }

1/

1

sup :  
p

pp

n X
f n p

f
f n n X p

∈

 ≤ < ∞= 
 ∈ = ∞

∑
A . 

 
Για λόγους οµοιογένειας, πολλές φορές θα συνεχίσουµε να γράφου-
µε ( ),pL X µ  έστω κι αν το σύνολο X  είναι το πολύ αριθµήσιµο, 



 - 8 -

έχοντας όµως κάθε φορά στο µυαλό µας τη σωστή ερµηνεία της 
νόρµας. 
 
(γ) Αν X  είναι µη αριθµήσιµο σύνολο, κάθε στοιχείο pf L∈  είναι 
στην πραγµατικότητα ένας αντιπρόσωπος µιας κλάσης ισοδυναµίας 
που περιλαµβάνει όλες τις συναρτήσεις που είναι µ −σχεδόν 
παντού ίσες µε την f  στο X . Για απλότητα θεωρούµε τον 

( ),pL X µ  ως χώρο συναρτήσεων αντί χώρου κλάσεων ισοδυναµίας. 
Ετσι λοιπόν γράφουµε pf L∈  έχοντας όµως στο µυαλό µας ότι η 
γραφή αυτή υπονοεί όλες τις συναρτήσεις που είναι µ −σχεδόν 
παντού ίσες µε την f .    
 
(δ) Με βάση τα όσα είπαµε παραπάνω εύκολα διαπιστώνει κανείς 
ότι ο ( )X∞A  είναι ο χώρος όλων των φραγµένων ακολουθιών στο 
X . Επίσης κάθε φραγµένη συνάρτηση f  είναι αντιπρόσωπος µιας 
κλάσης ισοδυναµίας στο χώρο L∞ . Με άλλα λόγια, αν η f  είναι 
φραγµένη στο X  τότε 
  

( ){ }sup :  
L

f f x x X
∞

= ∈ . 
 
(ε) Για κάθε 0 1p< < , οι χώροι pL  δεν είναι χώροι Banach ως προς 
την ⋅ , αλλά είναι οιονεί χώροι Banach (quasi Banach spaces). 

Θεωρώντας ως µετρική την ( ), p

p
d f g f g= −  είναι πλήρεις µετρικοί 

χώροι. ∆εν θ’ ασχοληθούµε µε τέτοιους χώρους. Στα παρακάτω 
θεωρούµε πάντα 1 p≤ ≤ ∞ .    
 
Oρισµός 0.1 Εστω 1 ,p q≤ ≤ ∞ . Οι ,p q  καλούνται συζυγείς ή δυϊκοί 
εκθέτες αν  

1 1 1
p q

+ = . 

 
Ας θυµηθούµε ορισµένες χρήσιµες ανισότητες στους χώρους pL . 
 
Πρόταση 0.1 (Aνισότητα Ηolder)  
 
Εστω 1 ,p q≤ ≤ ∞  είναι συζυγείς εκθέτες. Αν ( ),pf L X µ∈  και 

( ),qg L µ∈ Χ  τότε ( )1 ,fg L X µ∈  και 
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1 p q
fg f g≤ . 

 
Απόδειξη. Θα δείξουµε την Πρόταση για 1 ,p q< < ∞ . Η περίπτωση 

1,  p q= = ∞  (ή ,  1p q= ∞ = ) αφήνεται ως άσκηση. Η απόδειξη 
βασίζεται σε µια γενίκευση της ανισότητας αριθµητικού/γεωµετρικού 
µέσου: Αν , 0a b ≥  και 0 1θ≤ ≤  τότε  
 
                                      ( )1 1a b a bθ θ θ θ− ≤ + −                                   (1) 
 
(για 1/ 2θ =  παίρνουµε τη συνήθη ανισότητα αριθµητικού/γεω-
µετρικού µέσου). Χωρίς περιορισµό της γενικότητας θεωρούµε  

0
p

f ≠  και 0
q

g ≠ , οπότε αρκεί να δείξουµε ότι οι συναρτήσεις 

p

fF
f

=  και 
p

gG
g

=  ικανοποιούν την ανισότητα 
1

1FG ≤ . Θέτουµε 

,  p qa F b G= =  και 1/ 1 1/p qθ θ= ⇒ − =  στην (1), οπότε  
   

1 1p qF G F G
p q

≤ + . 

 
Με ολοκλήρωση προκύπτει το ζητούµενο.                                       ■ 
 
Σηµείωση. Στο χώρο µέτρου ( ), ,dx\  έχουµε: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1/ 1/

 
p qp q

f x g x dx f x dx f x dx≤∫ ∫ ∫\ \ \
. 

 
Στο χώρο µέτρου ( ), ,µ]  έχουµε: 
 

                 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1/ 1/p qp q

n n n
f n g n f n f n

∈ ∈ ∈
≤∑ ∑ ∑] ] ]

.           

 
Πρόταση 0.2 (Aνισότητα Μinkowski)  
 
Αν 1 p≤ ≤ ∞  και ( ), ,pf g L X µ∈ , τότε: 
 

p p p
f g f g+ ≤ + . 
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Απόδειξη. Θα δείξουµε την Πρόταση για 1 p≤ < ∞ . Η περίπτωση  
p = ∞  αφήνεται ως άσκηση. Προφανώς ( ),pf g L X µ+ ∈ . Εστω q  
είναι ο συζυγής εκθέτης του p  όπως στον ορισµό 0.1. Τότε 

1 pp
q

− =  και ( ) ( )1 ,p
qf g L X µ−+ ∈ . Απ’ την άλλη µεριά: 

 
               1 1 1p p p pf g f g f g f f g g f g− − −+ = + + ≤ + + + .          (2) 
 
Εφόσον ( ) 1p

qf g L−+ ∈ , ολοκληρώνοντας και τα δυο µέλη της  (2) 
και εφαρµόζοντας την ανισότητα Holder και στους δυο όρους του 
δεξιού µέλους της (2) για τους συζυγείς εκθέτες ,p q , παίρνουµε 
 

( ) ( )1 1p p p

p p pq q
f g f f g g f g− −+ ≤ + + + . 

 
Αλλά ( ) /1 p qp

pq
f g f g−+ = + . ∆ιαιρώντας και τα δυο µέλη µε την 

ποσότητα /p q

p
f g+  παίρνουµε το ζητούµενο.                                  ■ 

 
Σηµείωση. (α) Η ανισότητα Minkowski δεν ισχύει για 0 1p< < .  
 
(β) Στο χώρο µέτρου ( ), ,dx\  έχουµε: 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1/ 1/ 1/p p pp p p
f x g x dx f x dx f x dx+ ≤ +∫ ∫ ∫\ \ \

, 

 
ενώ στο χώρο µέτρου ( ), ,µ]  έχουµε: 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1/ 1/ 1/p p pp p p

n n n
f n g n f n f n

∈ ∈ ∈
+ ≤ +∑ ∑ ∑] ] ]

. 

 
Η ανισότητα Minkowski έχει και την ακόλουθη «εκδοχή» που 
καλούµε ολοκληρωτική ανισότητα Minkowski: Aν ( ),pf L X µ∈ , 

( ),pg L Y ν∈ , τότε: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1/ 1/

, ,
p pp p

X Y Y X
f x y d y d x f x y d x d yν µ µ ν  ≤ 

 ∫ ∫ ∫ ∫ . 
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Aς εστιάσουµε τώρα στους χώρους ( ) ( ): ,p pL X L X m=  όπου X ⊆ \ . 
Μιλώντας µη αυστηρά, ο χώρος ( )1L \  των ολοκληρώσιµων 
συναρτήσεων περιλαµβάνει (µεταξύ άλλων) και συναρτήσεις µε 
«τοπικά απότοµες µεταβολές» (φραγµένες ή µη) που µπορεί να 
φθίνουν ή και να µη φθίνουν στο µηδέν όταν x → ∞ . Απ’ την άλλη 
µεριά ο χώρος ( )L∞ \  περιλαµβάνει πιο «οµαλές» συναρτήσεις µε 
την έννοια ότι παραµένουν πάντα (ουσιωδώς) φραγµένες. Ετσι για 
1 p q≤ < ≤ ∞ , υπό µια έννοια µετακινούµαστε σταδιακά από τις 
τοπικά απότοµες προς τις πιο οµαλές περιπτώσεις. Αν ( )Xµ < ∞ , 
τότε ( ) ( )1L X L X∞ ⊆ , οπότε διαισθητικά αναµένουµε ότι ο ( )1L X  θα 
πρέπει να περιέχει όλους τους «ενδιάµεσους» ( )pL X  χώρους. 
Πράγµατι ισχύει η ακόλουθη: 
 
Πρόταση 0.3  
 
Eστω X ⊆ \  µε ( )Xµ < ∞ . Για κάθε 1 p q≤ < ≤ ∞  έχουµε  

 
( ) ( ) ( ) ( )1q pL X L X L X L X∞ ⊆ ⊆ ⊆   

και 
( )1/ 1/  p q

p q
f X fµ −≤ . 

 
Aπόδειξη. Εστω ( ),qf L X µ∈ . Θεωρούµε pF f= , XG χ=  και  
εφαρµόζουµε την ανισότητα Holder για συζυγείς εκθέτες 0 0,p q  µε 

0 1qp
p

= > . Τότε:  

 
                   ( )

0 0

1 /

1
 p p p q

Xp p q q
F G f F f Xχ µ −= ≤ = .                     ■ 

 
Αν X = `  ή X = ]  µε το µέτρο αθροισιµότητας µ , τότε για κάθε 

1 p≤ < ∞  η ποσότητα ( )1/ pp
np n

x x= < ∞∑  υπονοεί ότι 0nx → , άρα 

η ( )nx x=  είναι φραγµένη κι έτσι διαισθητικά νιώθουµε ότι όλοι οι 
χώροι pA  θα πρέπει να είναι µέσα στον ∞A . Πράγµατι έχουµε:  
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Πρόταση 0.4  
 
Aν X = `  ή X = ]  και  1 p q≤ < ≤ ∞ , τότε: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 p qX X X X∞⊆ ⊆ ⊆A A A A . 
 
Aπόδειξη. Εστω ( )px X∈A . Τότε sup p

n p
n
x x≤ . Απ’ την άλλη µεριά   

 

     sup
q p

q p q p p q p p q
n n n n p p p p q p

n
x x x x x x x x x x

−
− − = ≤ ≤ = ⇔ ≤ 

 
. ■ 

 
Aν ( )Xµ = ∞  τότε η Πρόταση 0.3 δεν ισχύει. Με παραδείγµατα 
µπορούµε να δούµε ότι κανένας χώρος ( )pL \  δεν περιέχεται 
αυστηρώς εντός κάποιου χώρου ( )qL \  και το αντίστροφο. Ισχύει 
όµως η ακόλουθη:    
 
Πρόταση 0.5  
 
Εστω 1 p r q≤ < < ≤ ∞ . Τότε:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p q r p qL L L L L⊆ ⊆ +\ \ \ \ \∩  
και 

( )1 ,  0,1
r p q

f f fθ θ θ−≤ ∈ . 
 

Απόδειξη. Εστω ( ) ( )p qf L L∈ \ \∩ . Εφόσον 1 1 1
p r q

> > , υπάρχει 

µοναδικό ( )0,1θ ∈  έτσι ώστε 1 1
r p q

θ θ−
= + . Μάλιστα   

 
1 1

1 1
r q

p q

θ
−

=
−

   και   

1 1

1 1 1
p r

p q

θ
−

− =
−

. 

 

Παρατηρούµε ότι ( )1
1

rr
p q

θθ −
= + , άρα οι 

( )
,

1
p q
r rθ θ−

 είναι συζυγείς 

εκθέτες. Τότε από την ανισότητα Holder έχουµε   
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( ) 1/ / (1 ) /11 (1 )

/( ) /( (1 ))1

r p qrr r r
r r p r q r

f f f f f f f
θ θθθ θ θ θ θ

θ θ

−−− −

−
= = ≤ 1

p q
f fθ θ−= . 

 
Aπ‘ την άλλη µεριά έστω ( )rf L∈ \  και ( ){ }:  1A x f x= ∈ ≥\ . Τότε  
 

( ) ( )A Af f x f x g hχ χ −= + = +\  
Και 
  

     
( ) ( )

( ) ( )

p p r r p r
A A pp r

q q r r q r
A A qq r

g f x f x f g f g L

h f x f x f h f h L

χ χ

χ χ− −

 = ≤ ≤ ⇒ ≤ < ∞ ⇒ ∈


= ≤ ≤ ⇒ ≤ < ∞ ⇒ ∈ \ \

.   ■ 

 
Τέλος, υπενθυµίζουµε ορισµένα χρήσιµα θεωρήµατα προσέγγισης 
στους χώρους pL  που θα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια.  
 
Πρόταση 0.6  
 
Εστω ( ),pf L X µ∈ , όπου 1 p≤ < ∞ . Τότε υπάρχει ακολουθία απλών  
συναρτήσεων πάνω σε φραγµένο φορέα έτσι ώστε 
 

0,  n p
f nφ − → → ∞ . 

 
Με άλλα λόγια ο χώρος των φραγµένων απλών συναρτήσεων πάνω 
σε φραγµένο φορέα είναι πυκνός στον ( ),pL X µ . 
 
Απόδειξη. Η f  είναι εξ ορισµού µετρήσιµη. Οπως ήδη έχουµε 
δείξει στο Πόρισµα Α.1 του Παραρτήµατος 1, υπάρχει ακολουθία 
{ }nφ  απλών συναρτήσεων πάνω σε φραγµένο φορέα τέτοια ώστε 
 

1n n f nφ φ +≤ ≤ ∀     και    lim nn
fφ

→∞
=  σηµειακά. 

 
Απ’ την άλλη µεριά:  
 

( )12 ,p pp
n f f L Xφ µ− ≤ ∈ . 

 
Aπ’ το Θεώρηµα Κυριαρχούµενης σύγκλισης προκύπτει ότι 
 
                                     0,  n p

f nφ − → → ∞ .                                    ■ 
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Σηµείωση. Αν X = \  µε το µέτρο Lebesgue, η παραπάνω πρόταση 
ισχύει αν αντί απλών συναρτήσεων χρησιµοποιήσουµε φραγµένες 
κλιµακωτές συναρτήσεις πάνω σε φραγµένο φορέα. Eπειδή η 
χαρακτηριστική συνάρτηση σε φραγµένο σύνολο προσεγγίζεται από 
µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων ισχύει η ακόλουθη  
 
Πρόταση 0.7  
 
Εστω ( )pf L∈ \ , όπου 1 p≤ < ∞ . Τότε υπάρχει ακολουθία συνεχών 
συναρτήσεων { }ng  πάνω σε φραγµένο φορέα τέτοια ώστε 
 

0,  n p
g f n− → → ∞ . 

 
Τέλος υπενθυµίζουµε την ακόλουθη σηµαντική πρόταση που 
σχετίζεται µε τη δυϊκότητα των χώρων pL : 
 
Θεώρηµα 0.1  
 
Εστω 1 p≤ < ∞  και ,p q  είναι συζυγείς εκθέτες όπως στον ορισµό 
0.1. Τότε ο δυϊκός του χώρου ( ),pL X µ  είναι ο χώρος ( ),qL X µ . Με 
άλλα λόγια  

*
p qL L=  

 
µε την ακόλουθη έννοια: για κάθε φραγµένο συναρτησιακό *

pLΛ ∈  
υπάρχει µοναδικό στοιχείο qg L∈  τέτοιο ώστε 
 

    pX
f fg d f LµΛ = ∀ ∈∫ . 

Επιπλέον: 

{ }
1

sup
p

q Xf
g fgdµ

=
= = Λ∫ . 

 
Παρατήρηση 2. Ο δυϊκός χώρος του L∞  δεν είναι ο 1L .  
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0.2. Ασκήσεις 
 
1. ∆είξτε τη γενικευµένη ανισότητα Holder: Aν [ ], , 0,p q r∈ +∞  µε 

1 1 1
p q r

+ = , τότε: ( ) ( ) ( ), , ,r p qL X L X L X
fg f g

µ µ µ
≤ . 

 
Υπόδειξη: Σχηµατίστε συζυγούς εκθέτες και εφαρµόστε την 
ανισότητα Holder. 
 
2. Για 1 ,p q≤ < ∞  δείξτε την ολοκληρωτική ανισότητα Minkowski: 
 
Aν ( ),pf L X µ∈ , ( ),pg L Y ν∈ , τότε: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1/ 1/

, ,
p pp p

X Y Y X
f x y d y d x f x y d x d yν µ µ ν  ≤ 

 ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
Yπόδειξη: Xρησιµοποιήστε την έννοια της δυϊκότητας (βλέπε 
Θεώρηµα 0.1 παραπάνω). 
 
3. ∆ώστε παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης ( )1f L∈ \  µε 

( )lim 0
x

f x
→+∞

≠ . 

 
4. Εστω :f →\ ^  είναι οµοιόµορφα συνεχής. ∆είξτε ότι  
 

( )1f L∈ ⇒\  ( )lim 0
x

f x
→+∞

= . 

 
5. Εστω ,a b∈\  µε a b<  και 1 p q≤ < ≤ ∞ . ∆είξτε µε παράδειγµα ότι   

[ ] [ ], ,q pL a b L a b⊂ . Mε άλλα λόγια ο [ ],qL a b  είναι γνήσιο υποσύνολο 
του [ ],pL a b .  
 
6. Βρείτε συνάρτηση ( )pf L∈ \  έτσι ώστε ( )qf L∉ \  για κάθε 
1 p q≤ < ≤ ∞ .  
 
7. Εστω ( )1 ,  , ,n pp f f L X µ≤ < ∞ ∈  και nf f→  σηµειακά. ∆είξτε ότι 
lim 0 limn n pp pn n

f f f f− = ⇔ = .  
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8. Αν nf f→  στον ( ),pL X µ  και ng g→  στον ( ),qL X µ , όπου ,p q  
συζυγείς εκθέτες, δείξτε ότι n nf g fg→  στον ( )1 ,L X µ .  
 

9. Εστω 
1

1 1... 1,  
k

k
p p

+ + = ∈` . ∆είξτε ότι  

 
( ) ( ) ( )1 1

1 1 ,, ,
... ...

p pk
k kL XL X L X

f f f f
µµ µ

≤ , 

 
όπου if  είναι µετρήσιµες συναρτήσεις στον ( ),

ip
L X µ  αντιστοίχως. 

 
 
10. Αν ⋅  είναι µια νόρµα σε γραµµικό χώρο V , δείξτε ότι για κάθε 

,f g V∈  ισχύει  
  f g f g− ≤ − . 
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Κεφάλαιο 1 
 

Σειρές Fourier 
 
1.1 Εισαγωγή  
 
Εστω :f →\ \  είναι αναλυτική συνάρτηση, δηλαδή απειροδιαφο-
ρίσιµη στο \  και για κάθε 0x ∈\   
 

                              ( ) ( ) ( )
( )

0
0

0 !

n
n

n

f x
f x x x

n

∞

=

= −∑                               (1) 

 
σηµειακά για όλα τα x  σε κάποιο διάστηµα κέντρου 0x . Τότε η (1) 
µπορεί να ερµηνευθεί ως εξής: 

 
Aν είναι γνωστή η τιµή ( )0f x  καθώς επίσης και όλες τις τιµές των 
παραγώγων της f  σε κάποιο σηµείο 0x , τότε η f  ανακατασκευά-
ζεται (µε µοναδικό τρόπο) «τοπικά» στο 0x  µέσω της (1).    
 
∆ηλαδή από το διακριτό σύνολο ( ) { }{ }( )

0 :  0nf x n∈ ∪`  µπορούµε 
να κατασκευάσουµε ένα «συνεχές», τη συνάρτηση f  (τοπικά στο 

0x ), µε σχετικά απλό τρόπο. ∆υστυχώς το πλήθος των αναλυτικών 
συναρτήσεων είναι «µικρό» µε την έννοια ότι η αναλυτικότητα είναι 
µια ισχυρή ιδιότητα. Το ερώτηµα είναι αν µπορούµε να έχουµε κάτι 
παρόµοιο της (1) για κλάσεις συναρτήσεων µε ιδιότητες ασθενέ-
στερες της αναλυτικότητας. 
 
Ο J. Fourier ισχυρίσθηκε ότι κάθε περιοδική συνάρτηση f  µπορεί 
να αναπτυχθεί σε σειρά ηµιτόνων και συνηµιτόνων, τη λεγόµενη 
σειρά Fourier της f . Αν και ο ισχυρισµός δεν ισχύει για κάθε 
περιοδική συνάρτηση, εν τούτοις ισχύει για µια αρκετά µεγάλη 
κλάση περιοδικών συναρτήσεων όπως θα δούµε παρακάτω. Το 
σηµαντικό δε είναι ότι οι ιδέες του Fourier γενικεύονται και σε  
κλάσεις µη κατ’ ανάγκην περιοδικών συναρτήσεων.  
 
Οι σειρές Fourier µπορούν να ερµηνευθούν απ’ την οπτική γωνία 
της µετατροπής περιοδικού (και όχι µόνον) αναλογικού σήµατος σε 
ψηφιακό. Μιλώντας µη αυστηρά µπορούµε να πούµε το εξής: 
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Υπό κατάλληλες προϋποθέσεις, η γνώση µιας κατάλληλα επιλεγµέ-
νης ακολουθίας αριθµών (που οι τιµές τους εξαρτώνται από µια 
συνάρτηση) αρκεί για να µας εξασφαλίσει τη γνώση ολόκληρης της 
συνάρτησης µε κάποια έννοια.  
 
Η ανάλυση Fourier θεωρείται εκ των θεµελίων της Αρµονικής 
Ανάλυσης, η δε ιδέα του Fourier αποτέλεσε τη βάση της σύγχρο-νης 
θεωρίας επικοινωνιών. 
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1.2  Συντελεστές Fourier ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. 
 
Μια συνάρτηση :f →^R  καλείται περιοδική µε περίοδο 0T >  αν 

( ) ( )f x f x T= +  για κάθε x  και ο T  είναι ο µικρότερος αριθµός για 
τον οποίο ισχύει αυτή η σχέση. Κάθε περιοδική συνάρτηση αρκεί να 
µελετηθεί σε οποιοδήποτε διάστηµα µήκους ίσου µε την περίοδό 
της. Εφόσον κάθε T −περιοδική συνάρτηση f  µπορεί να αναχθεί 
σε 1−περιοδική µέσω διαστολής (µε την έννοια ότι η ( )f Tx  είναι 
1−περιοδική) και αντιστρόφως, στο Kεφάλαιο αυτό για απλότητα 
ασχολούµαστε µόνον µε 1−περιοδικές συναρτήσεις. 
 
Ορισµός 1.1 Για κάθε ακολουθία { }n n

c c
∈

=
]
 µιγαδικών αριθµών και 

για κάθε x∈\  καλούµε τριγωνοµετρική σειρά το ανάπτυγµα  
 

( ) 2

=

inx
n

n

P x c e π
∞

−∞
∑∼ , 

 
όπου το σύµβολο ∼  δηλώνει απλά την ονοµατοδοσία του δεξιού 
µέλους µε P  (το οποίο µπορεί να συγκλίνει ή όχι) και όχι ισότητα. Το 
N − ιοστό µερικό άθροισµα της τριγωνοµετρικής σειράς P  
ορίζεται ως  

( ) 2

=

N
inx

N n
n N

P x c e π

−

= ∑ , 

 
είναι καλά ορισµένο και για κάθε πεπερασµένη ακολουθία 
{ }:  ,...,nc n N N= − , τα στοιχεία NP  ορίζουν το λεγόµενο χώρο NP  των 
τριγωνοµετρικών πολυωνύµων βαθµού N .                                 
 
Προφανώς κάθε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο NP  είναι 1−περιοδική 
συνάρτηση, διότι όλες οι συναρτήσεις 2 inxe π  είναι  1−περιοδικές για 
κάθε n N≤ . Επίσης:   

( )0N C⊂ TP ,  
όπου  

[ )0,1=T  
 
και στο εξής ( )0 0:C C= T  θεωρούµε το χώρο Banach όλων των 
συνεχών 1-περιοδικών συναρτήσεων µε τη συνήθη νόρµα  
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( )
0

sup
C

x
f f x

∈
=

T
. 

Για N∈` , το σύνολο 
 

{ }2 :  0, 1,...inx
N e n Nπ= = ± ±Ε  

 
είναι µια βάση του χώρου NP  (π.χ. δείξτε ότι η ορίζουσα Wronsky 
των στοιχείων του συνόλου NΕ  είναι µη µηδενική στο 0x = ) και η 
µοναδική ακολουθία συντελεστών { }Nn n N

c
=−

 του πολυωνύµου NP  

υπολογίζεται εύκολα ως εξής   
 

( ) ( ) ( )22 2

= =

,  
N N

i n m xinx imx
N n N n

n N n N

P x c e P x e c e m Nππ π −−

− −

= ⇔ = ≤∑ ∑  

 

         ( ) ( ) ( )
1 1 122 2

0 0 0
=

N
i n m ximx imx

N n m N
n N

P x e dx c e dx c P x e dxππ π−− −

−

⇒ = ⇒ =∑∫ ∫ ∫ , 

 
διότι  

( )1 2
,0

i n m x
m ne dxπ δ− =∫ ,  

 
όπου δ  είναι το σύµβολο του kronecker 

 

,

1
0m n

m n
m n

δ
=

=  ≠
. 

 
Eτσι κάθε στοιχείο του χώρου NP  γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως 
 

                          ( ) ( )( )1 2 2

0
=

N
inx inx

N N
n N

P x P x e dx eπ π−

−

= ∑ ∫ .                      (2) 

Eστω  
 

{ }2: :  0 µονο για πεπερασµενο πληθος δεικτων inx
n nn
c e c nπ

∈
= ≠∑P

]
� � � �  

 
είναι ο χώρος όλων των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων. Τότε 

 N N⊂ ∀ ∈P P `  και ο P  είναι πυκνός στο χώρο 0C .   
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Θεώρηµα 1.1  (Stone-Weierstrass)∗ 
 
Eστω ( )0f C∈ T . Τότε, για κάθε 0ε >  υπάρχει στοιχείο g∈P  έτσι 
ώστε 

0C
f g ε− < .                                                                           ■  

 

Παρατήρηση. Υπάρχουν τριγωνοµετρικές σειρές 2

=

inx
n

n

c e π
∞

−∞
∑  που 

συγκλίνουν σηµειακά στο µηδέν αλλά η ακολουθία συντελεστών 
{ }n n
c ∞

=−∞
 δεν είναι µηδενική (Μenshov 1916). Αρα, εν γένει δεν 

έχουµε µοναδικότητα αναπαράστασης. Απ’ την άλλη µεριά, τo 
θεώρηµα 1.1 µας εξασφαλίζει ότι κάθε συνεχής 1-περιοδική 
συνάρτηση προσεγγίζεται οµοιόµορφα από µια ακολουθία τριγω-
νοµετρικών πολυωνύµων στο χώρο P . ∆εν είναι όµως σαφές και 
ούτε αληθές ότι κάθε τέτοιο πολυώνυµο είναι πάντα µερικό 
άθροισµα της ίδιας τριγωνοµετρικής σειράς. Το ερώτηµα που 
προκύπτει είναι κάτω από ποιες προϋποθέσεις πάνω σε µια 1-
περιοδική συνάρτηση f  (και αν) µπορούµε να πετύχουµε µοναδική 
αναπαράσταση της f  από µια σχέση 
   

                                ( )( )1 2 2

0
=

inx in

n

f f x e dx eπ π
∞

−

−∞

= ∑ ∫ i                          (3) 

 
(που θυµίζει τη (2)) και αν ναι µε ποια έννοια. Η (3) υπονοεί ότι η f  
θα πρέπει να είναι τουλάχιστον ολοκληρώσιµη στο T . 
  
Ορισµός 1.2 Εστω :f →T ^  είναι µια µετρήσιµη, 1−περιοδική και 
Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση, δηλαδή ( )1 1:f L L∈ = T  και  
 

{ }{ }: :  nx x x= → =]^ ] ^  

 
είναι ο χώρος όλων των µιγαδικών ακολουθιών. Τότε ο γραµµικός 
τελεστής    
                               � � ( ){ }1

ˆ: :   
n

S L S f f n
∈

→ =]

]
^ ,                          (4) 

όπου 
                                   ( ) ( ) 2ˆ ,inxf n f x e dxπ−= ∫T                                 (4α) 

                                        
∗ Αµεση εφαρµογή για ( ) ( )2 intf t F e π= . 



 - 22 -

είναι καλά ορισµένος. Η εικόνα � ( ){ }ˆ
n

S f f n
∈

=
]

 καλείται  µετασχη-

µατισµός Fourier της f . Κάθε όρος ( )f̂ n  καλείται συντελεστής 
Fourier της f . Στο εξής θα χρησιµοποιούµε για απλότητα και το 
συµβολισµό 
                                        � ( ){ }ˆ ˆ:

n
f S f f n

∈
= =

]
.                                   ■ 

 
Σηµείωση. Στο κεφάλαιο αυτό θα θεωρούµε πάντα µετρήσιµες και 
1-περιοδικές συναρτήσεις πάνω στο σύνολο T . Για απλότητα 
συµβολίζουµε µε  
 
• ( ):p pL L= T  τους χώρους των p −ολοκληρώσιµων 1-περιοδικών 

συναρτήσεων στο T ,  
 

• ( ): ,  0,1,2,...k kC C k= =T  τους χώρους των 1-περιοδικών, 
k −παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε συνεχή k -παράγωγο στο 
T  (για 0k =  ( )0 0:C C= T  είναι ο χώρος των συνεχών, 1-
περιοδικών συναρτήσεων στο T  όπως παραπάνω)  

 
• ( ):p p=A A ]  τους χώρους των p −αθροίσιµων (φραγµένων για 
p = ∞ ) µιγαδικών ακολουθιών στο ] ,  

 
µε τις συνήθεις νόρµες, βλέπε Κεφάλαιο 0. Υπενθυµίζουµε ότι 
  

1 0 1... ,   1k q pC C C L L L L p q∞⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ < < < ∞  
και 

1 ,  1  p q p q∞⊂ ⊂ ⊂ ≤ < ≤ ∞A A A A . 
 
Από τον ορισµό 1.2 έπεται ότι η ακολουθία f̂  είναι φραγµένη, διότι  
 

( ) ( )
1

1

0
ˆ

L
f n f x dx f≤ =∫ . 

Αρα: 
                                             l

1L
f f

∞

≤
A

                                         (5) 

 

κι έτσι η εικόνα �( )R S  του τελεστή �S  είναι εντός του χώρου ∞A  των 

φραγµένων ακολουθιών. Λόγω της (5), η (4) γίνεται 
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�
1:S L ∞→ A . 

 
Πρόταση 1.1 Εστω ( )1,f g L∈ T  και n∈] . Τότε:  
 
Φ1. ( )n ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ,    ,af bg n af n bg n a b+ = + ∀ ∈^  (γραµµικότητα). 
 
Φ2. Αν ( ),  f fτ τ τ= ⋅ − ∈\ , τότε  

l ( ) ( ) 2ˆ inf n f n e π τ
τ

−=  (µετάθεση στο χρόνο). 
 
Φ3. Για m∈] : n ( ) ( )2 ˆime f n f n mπ = −i  (µετάθεση στις συχνότητες). 
 
Φ4. ( ) l ( )f̂ n f n− = . 
 
Φ5. Αν ( ) ( )

0

x
F x f t dt= ∫  και ( )ˆ 0 0f = , τότε η F  είναι απόλυτα 

συνεχής 1-περιοδική συνάρτηση και  
 

( ) ( ) { }
ˆ

ˆ ,   0
2
f n

F n n
inπ

= ∈ −]  (αντιπαράγωγος στο χρόνο). 

 
Φ6. Αν kf C∈ , τότε: 
 

n ( ) ( ) ( )( ) ˆ2 kkf n in f nπ=  (παράγωγοι στο χρόνο). 
 
Φ7. Εστω 

( ) ( ) ( )f g x f x t g t dt∗ = −∫T  

 
είναι η συνέλιξη των f  και g . Τότε η f g∗  είναι καλά ορισµένη και 
Lebesgue ολοκληρώσιµη στο T  και  
 

n ( ) l l( ) ( )f g n f n g n∗ = . 
  
Λήµµα 1.1 (Μοναδικότητας) 
 
Αν ( )1,f g L∈ T  και l ( ) l ( )  f n g n n= ∀ ∈] , τότε f g=  σ.π. στο T . 
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Απόδειξη. Εστω h f g= −  και ( ) ( )
0

x
H x h t dt= ∫ . Τότε 0H C∈ . 

Ορίζουµε l ( )0F H H= −  . Τότε l ( )0 0F = , F h′ =  σ.π. στο T  και  
 

( )
� ( )ˆ 0
2
h n

F n
inπ

= =   για κάθε 0n ≠  , 

 
λόγω της ιδιότητας Φ5 και της υπόθεσης. Εστω P  ο χώρος των 
τριγωνοµετρικών πολυωνύµων και g∈P . Τότε Ng∈P  για κάποιο 
N∈`  και 
                          ( ) ( ) ( )l ( ) 0N

nn N
F x g x dx c g F n

=−
= =∑∫Τ

.                  (6) 
 
Αλλά ο P  είναι πυκνός στο 0C  (βλ. θεώρηµα 1.1), συνεπώς υπάρχει 
ακολουθία { }k k

g
∈

∈P
`

 τέτοια ώστε ( ) ( )lim kk
g x F x

→∞
=  οµοιόµορφα στο 

T . Τότε 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
lim 0kk

F x dx F x F x dx F x g x dx
→∞

= = =∫ ∫ ∫T T T
, 

 
λόγω οµοιόµορφης σύγκλισης και της (6). Αρα 0F =  παντού στο T . 
Τότε  0 0 0F H h′ ′= ⇒ = ⇒ =  σ.π. στο T .                                  ■ 
 
Λήµµα 1.2 (Riemann-Lebesgue)  
 
Αν ( )1f L∈ T , τότε ( )ˆlim 0

n
f n

→∞
= . 

 
Απόδειξη. Για κάθε 0ε >  υπάρχει N∈`  και τριγωνοµετρικό 
πολυώνυµο NP ∈P  έτσι ώστε 

1
N L

f P ε− <  (διότι ο P  είναι πυκνός 

στο 0C , ο 0C  είναι πυκνός∗ στο 1L  και 
1 0L C

⋅ ≤ ⋅  εφόσον 0 1C L⊂ ). 

Αρα για κάθε n N>     
 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2ˆ inx inx
N Nf n f x P x e dx P x e dxπ π− −= − +∫ ∫T T

 

                                        
∗ Χρησιµοποιώντας το γενικό θεώρηµα ότι ο χώρος ( )0 ,C X µ  των συνεχών συναρτήσεων 
πάνω σε φραγµένο φορέα είναι πυκνός στον ( )1 ,L X µ , µπορεί να δειχθεί ως άσκηση ότι ο 

χώρος ( )0C T  των συνεχών 1-περιοδικών συναρτήσεων είναι πυκνός στον ( )1L T , το χώρο 
των 1-περιοδικών και ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. 
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                        ( ) ( )( )
1

2 inx
N N L

f x P x e dx f Pπ ε−= − ≤ − <∫T .              ■ 

Εστω  

( ) ( ){ }0 0: : :  lim 0
n

x x n
→∞

= = → =c c ] ] ^  

 
είναι ο χώρος όλων των µηδενικών µιγαδικών ακολουθιών, δηλαδή 
όλων των ακολουθιών µε όριο το µηδέν. Από το Λήµµα Riemann-
Lebesgue προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Fourier lf  (βλέπε (4)) 
είναι µια ακολουθία µέσα στο χώρο ( ) ( )0 0: ∞= ⊂c c ] A ] , άρα 
 

�
1 0:S L → c . 

Επίσης απ’ το Λήµµα 1.1 προκύπτει ότι η απεικόνιση �S  είναι 1-1. 
∆εν είναι όµως επί του χώρου 0c . Με άλλα λόγια υπάρχουν 
ακολουθίες στο 0c  που δεν είναι συντελεστές Fourier καµιάς 
ολοκληρώσιµης συνάρτησης. Μια αναγκαία συνθήκη ώστε οι 
συντελεστές nc  µιας τριγωνοµετρικής σειράς να είναι συντελεστές 
Fourier είναι η εξής: 
 
Aν 1f L∈  είναι τέτοια ώστε l ( ) l ( ) 0f n f n= − − ≥ , τότε 
 

( )0
ˆ /

n
f n n

≠
< ∞∑ . 

 
Το πρόβληµα του χαρακτηρισµού της εικόνας του τελεστή �S  είναι 
εξαιρετικά δύσκολο. Τέλος, από τις ιδιότητες Φ5 και Φ6 σε 
συνδυασµό µε το Λήµµα Riemann-Lebesgue έχουµε: 
 
• Αν 1f L∈  είναι απόλυτα συνεχής, τότε ( ) ( )ˆ 1/f n n= .  
 
• Αν ( )( )

1
kf L∈ T , τότε l ( ) ( )1/ kf n n= . 

 
(Υπενθυµίζουµε ότι ( )n na b=  αν / 0,  n na b n→ → ∞ ). Ετσι, το πόσο 
«λεία» είναι η f  αντανακλάται στην τάξη µε την οποία οι 
συντελεστές Fourier της f  τείνουν στο µηδέν. Για το αντίστροφο 

ισχύει ότι l ( ) 2 ( 2)p
pn f n C f C p−≤ ⇒ ∈ > .  
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1.3  Σειρές Fourier στον ( )2L T    
 
Στην προηγούµενη παράγραφο µελετήσαµε ιδιότητες του µετασχη-
µατισµού Fourier  

( ) ( ) 2ˆ ,   inxf n f x e dx nπ−= ∈∫T ] .  
 
Για πιο λόγο όµως να το κάνουµε αυτό και τι κερδίζουµε;  
 
Εξ υποθέσεως, η f  είναι 1-περιοδική. Οµως και οι 1/2-περιοδικές, 
1/3-περιοδικές,…,1/N -περιοδικές συναρτήσεις είναι επίσης 1-πε-
ριοδικές συναρτήσεις, όπως και οι γραµµικοί συνδυασµοί αυτών. 
Γνωρίζουµε επίσης ότι  
 

( )
2 2

2
2

iNx iNxe eNx
π π

συν π
−+

=  και ( )
2 2

2 ,  
2

iNx iNxe eNx N
i

π π

ηµ π
−−

= ∈` , 

 
όπου οι ( )2 Nxσυν π , ( )2 Nxηµ π  είναι 1/N -περιοδικές συναρτήσεις, 
δηλαδή το N  είναι η συχνότητα (σε Hz) που µετρά το πλήθος των 
ταλαντώσεων ανά sec (που θεωρούµε ως µια περίοδο). Η τιµή 
λοιπόν του ( ) 2 inxf x e dxπ−∫T  είναι ένα µέτρο της συσχέτισης της 
ταλάντωσης (του πραγµατικού και φανταστικού µέρους) της f  στο 
T  µε την n − ιοστή ταλάντωση (του πραγµατικού και φανταστικού 
µέρους) της 2 inxe π− . Για παράδειγµα, αν η f  είναι πραγµατική 

συνάρτηση, τότε l ( ) l ( )f n f n= −  και ο αριθµός ( )f̂ n  ( 0n ≥ ) µας δίνει 

µια ένδειξη (ένα µέτρο) του κατά πόσο η 1-περιοδική συνάρτηση f  
περιέχει ένα ουσιώδες «συστατικό» n -ιοστής συχνότητας. Με άλλα 
λόγια αναλύουµε την f  στις λεγόµενες αρµονικές της ή αρµονικές 
συνιστώσες της. Φυσικά είναι σηµαντικό να βρούµε συνθήκες ώστε 
να µπορούµε να ανακατασκευάζουµε µε µοναδικό τρόπο και µε 
κάποια έννοια την f  από την ακολουθία των συντελεστών Fourier 
f̂  έτσι ώστε να περνάµε από το διακριτό/ψηφιακό πεδίο στο 
συνεχές/αναλογικό πεδίο. Αυτό είναι το αντικείµενο της 
παραγράφου. Εστω λοιπόν  
  

� � l ( ){ }1 0: :  
n

S L S f f n
∈

→ =c
]

 

 
είναι ο µετασχηµατισµός Fourier όπως παραπάνω. Είδαµε ότι ο  
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χαρακτηρισµός της εικόνας του �S  είναι ουσιαστικά άλυτος. Θέτουµε 
το πρόβληµα ως εξής:  
 
• Mπορούµε να περιορίσουµε κατάλληλα το πεδίο ορισµού του  �S  

ώστε η εικόνα του �S  να µπορεί εύκολα να χαρακτηρισθεί και ο �S  
να είναι αντιστρέψιµος; Aν ναι, υπάρχει και το ερώτηµα: 

 
• Ποια είναι η µορφή του �

1
S

−
;   

 
Στην παράγραφο αυτή θεωρούµε 2 1f L L∈ ⊂  για να εκµεταλ-
λευθούµε τα εργαλεία των χώρων Hilbert (για περισσότερα βλέπε 
την παράγραφο Β.3 στο Παράρτηµα Β). Υπενθυµίζουµε ότι το 
σύνηθες εσωτερικό γινόµενο του 2L  είναι το 
 

( ) ( ),f g f x g x dx= ∫T . 
Προφανώς: 
 

( ) ( )12 22 2
,0

, i n m x i n m xin im
m ne e e dx e dxπ ππ π δ− −⋅ ⋅ = = =∫ ∫T

, 
 

άρα το σύνολο  
{ }2

2
in

n
e Lπ ⋅

∈
Φ = ∈

]
 

 
είναι ορθοκανονικό.  Επίσης  
 

( ) ( ) { }2
2 :  0 για πεπερασµενo πληθος in

n nn
L span c e c nπ= Φ = ≠∑T i � � , 

 
αλλιώς ( ) { }0span ⊥Φ ≠ , άτοπο λόγω του Λήµµατος Μοναδικότητας 
1.1.  Αρα το Φ  είναι µια ορθοκανονική βάση στον 2L  και συνεπώς 
ισχύει η ταυτότητα Parseval (βλέπε Παράρτηµα Β) 
 

                            �
2 2

222 2
2,   in

L n
f f e S f f Lπ ⋅= = ∀ ∈∑

A
               (7) 

 
(βλ. θεώρηµα Β4, Παράρτ. Β), όπου ( )2 2:=A A ]  είναι ο χώρος 
Hilbert των τετραγωνικά αθροίσιµων ακολουθιών µε εσωτερικό 
γινόµενο 

( ) ( ) 2, ,    ,n n n nn
c d c d c c d d

∈
= = = ∈∑ ]

A . 
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Αν λοιπόν περιορίσουµε το πεδίο ορισµού του µετασχηµατισµού 
Fourier �S  στο χώρο 2L , τότε l �

2f S f= ∈A . Με άλλα λόγια  
 

� � l ( ){ }2 2: :   
n

S L Sg g n
∈

→ =
]

A , 

 
και επιπλέον ο �S  είναι ισοµετρία (λόγω (7)), άρα είναι και 1-1. 

Επίσης είναι και επί του 2A , διότι �( ) { }0R S
⊥

=  όπου �( )R S  είναι η 

εικόνα του �S . Πράγµατι, αν �( )h R S
⊥

∈ , τότε για κάθε l �( )f R S∈   

  
l l ( )l ( ) l ( ), 0   0    0 

n
h f f h n f n f h n n

∈
= ∀ ⇒ = ∀ ⇒ = ∀∑ ]

 

 
όπου η τελευταία συνεπαγωγή προκύπτει διαλέγοντας l ( ) ,0nf n δ= . 

Συνεπώς η εικόνα �( )R S  είναι πυκνή στον 2A  και ο �S  είναι 

ισοµετρικός ισοµορφισµός, άρα ορθοκανονικός (βλ. Παράρτηµα Β). 
∆ηλαδή  

� �1 *
S S

−
= , 

όπου 
�*

2 2:S L→A  
 
είναι ο συζυγής τελεστής του �S  (βλέπε πρόταση Β.3, Παράρτ. Β), 
που ορίζεται µέσω της ισότητας  
 

                                     � �
2 2

*
, ,

L
S f c f S c=

A
.                                 (8) 

Aλλά από την (8): 
 

� � l �
2 22 2

* *
, , , ,

L L
S f c f S c f c f S c= ⇔ =

A A
 

 

            l ( ) ( ) � �
2

2 2

* *2, , ,in
nn n LL L

f n c n f S c f c e f S cπ⇔ = ⇔ =∑ ∑ i , 

 
συνεπώς: 

�* 2 in
nn

S c c e π= ∑ i  
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Ορίζουµε τώρα τη σύνθετη απεικόνιση 
 

� � � � l ( )
* * 2 2 2

2 2: :  , in in in
n n

S S L L S S f f e e f n eπ π π
∈ ∈

→ = =∑ ∑i i i
] ]

. 
 
Τότε 

� � l ( )
* 2 ,in

n
f S S f f f n e π

∈
= ⇔ = ∑ i

]
 

 
όπου η σύγκλιση είναι µε τη νόρµα του 2L . Ο τελεστής �S  καλείται  

και ως τελεστής ανάλυσης και ο �
*
S  καλείται και ως τελεστής 

σύνθεσης ή αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier της lf . Ο 
σύνθετος τελεστής  

� �* :S S Tf=  
 
καλείται σειρά Fourier της f . Ετσι δείξαµε το ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα 1.2 (Riesz-Fischer) Ο µετασχηµατισµός Fourier  
 

� ( ) ( ) l ( ) ( ) 2
2 2: :  inxS L f n f x e dxπ−→ = ∫TT A ]  

 
είναι µια ισοµετρία επί του ( )2A ] . Με άλλα λόγια, σε κάθε 
ακολουθία { } ( )2nc ∈A ]  αντιστοιχεί µοναδική συνάρτηση ( )2f L∈ T  
τέτοια ώστε  
 

• l ( )nc f n=  για κάθε n∈]  και  
 

• ( ) 2

=

ˆ in

n

f f n e π
∞

−∞

= ∑ i  κατά νόρµα, δηλαδή 

( )
( )2

2

=

ˆlim 0
N

in

N n N L

f f n e π

→∞
−

− =∑
T

i . 

 
Το σύνολο { }2 :  inxe nπ ∈]  είναι µια ορθοκανική βάση του ( )2L \  και 
για κάθε 2,f g L∈  ισχύει η ταυτότητα Parseval 
 
                                        l l

2 2

, ,
L

f g f g=
A

.                                    ■ 
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∆υστυχώς η σύγκλιση κατά νόρµα δε συνεπάγεται τη σηµειακή 
σύγκλιση. Οσον αφορά τη σηµειακή σύγκλιση σ.π. αναφέρουµε 
χωρίς απόδειξη το πολύ σηµαντικό 
  
Θεώρηµα 1.3 (Carleson) H σειρά Fourier µιας συνάρτησης 2f L∈  
συγκλίνει σηµειακά στην f  σχεδόν παντού στο T .                        ■ 
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1.4 Θεώρηµα Ηausdorff-Young. Παρεµβολή Riesz-Thorin.  
 
Aν θέλουµε να γενικεύσουµε τα αποτελέσµατα της προηγούµενης 
παραγράφου σε χώρους pL  τότε τα πράγµατα δυσκολεύουν. Υπό 
µια έννοια χάνουµε τα εργαλεία των χώρων Hilbert τα οποία πρέπει 
να αντικατασταθούν µε νέα. Τουλάχιστον γνωρίζουµε ότι 1pL L⊂ , 
οπότε η ακολουθία των συντελεστών Fourier είναι καλά ορισµένη 
στον pL . Ισχύει όµως και κάτι περισσότερο: 
 
Θεώρηµα 1.4 (Ηausdorff-Young) Eστω 1 2p< <  και q  είναι ο 
συζυγής εκθέτης του p . Τότε ο µετασχηµατισµός Fourier   
 

� � l ( ){ }: :  p q
n

S L S f f n
∈

→ =
]

A  

 
είναι φραγµένος και ˆ

pq
L

f f≤
A

 (αλλά ο �S  δεν είναι επί του qA ). 

 
H απόδειξη του θεωρήµατος 1.4 βασίζεται σ’ ένα σηµαντικό 
Θεώρηµα παρεµβολής, το Θεώρηµα Riesz-Thorin, η απόδειξη του 
οποίου παρατίθεται στο Παράρτηµα Γ, ενότητα Γ.2. 
 
Θεώρηµα 1.5 (Riesz-Thorin) 
 
Εστω ( ), ,X µ , ( ), ,Y ν  είναι δυο χώροι µέτρου, ( )Y  είναι ο 
χώρος των µετρήσιµων µιγαδικών συναρτήσεων στο Y , 
  

( ) ( ) ( )
0 1

: , ,p pT L X L X Yµ µ+ →  
 
είναι γραµµικός τελεστής, 0 1 0 11 , , ,p p q q≤ ≤ ∞  και 
 

0 1

1 1 t t
p p p

−
= + ,  ( )

0 1

1 1 ,   0,1t t t
q q q

−
= + ∀ ∈ . 

Αν   

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0, ,0 0

1, ,1 1

0

1

 ,

 ,
q p

q p

pL L

pL L

Tf M f f L X

Tf M f f L X
ν µ

ν µ

µ

µ

 ≤ ∀ ∈


≤ ∀ ∈
, 

 
τότε και ο τελεστής ( ) ( ): , ,p qT L X L Yµ ν→  είναι φραγµένος. Μάλιστα 
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1
0 1

q p p

t t
L L L

Tf M M f M f−≤ = . 
 
Απόδειξη θεωρήµατος 1.4: Eφαρµογή του θεωρήµατος Riesz-
Thorin για 0 11,  2p p= = , 0 1,  2q q= ∞ = , 0 1 1M M= = .                        ■ 
 
Πριν προχωρήσουµε αναφέρουµε µια σηµαντική εφαρµογή του 
Θεωρήµατος Riesz-Thorin:  
 
Πρόταση 1.2 (Ανισότητα Υoung)  
 

Eστω [ ], , 1,p q r∈ +∞  έτσι ώστε 1 1 1 1
p q r

+ = + . Αν ( )1 ,pf L L X µ∈ ∩  και 

( ),qg L X µ∈ , τότε  ( ),rf g L µ∗ ∈ Χ  και  
 

r p q
f g f g∗ ≤ . 

 
Απόδειξη. Για ( ),qg L X µ∈  θεωρούµε τον τελεστή  
 

( ) ( )1 ,gT f f g f L X µ= ∗ ∀ ∈ . 
 
Από την ολοκληρωτική ανισότητα Minkowski (βλέπε Κεφάλαιο 0), 
παίρνουµε 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1/ qq

g q X X
T f f y g x y d y d xµ µ = − 

 ∫ ∫  

 

                             ( ) ( ) ( )( ) ( )
1/ qq

X X
f y g x y d x d yµ µ≤ −∫ ∫ 1 q

f g= .                           

 
Αρα ο 1:g qT L L→  είναι φραγµένος τελεστής. Επίσης απ’ την 
ανισότητα Holder παίρνουµε 
 

g q q
T f f g

′∞
≤ , 

 
δηλαδή ο :g qT L L′ ∞→  είναι φραγµένος τελεστής, όπου q′  είναι ο 
συζυγής εκθέτης του q . Εστω  
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1 1
1
t t

p q
−

= +
′
    και    ( )1 1 1 ,   0,1t t t t

r q q
− −

= + = ∈
∞

. 

Τότε  
1 1 1 11 1t
p q q r

−
+ = + = + . 

 
Από το θεώρηµα Riesz-Thorin για 0 11,  p p q′= = , 0 1,  q q q= = ∞  και 

0 1 q
M M g= =  προκύπτει το ζητούµενο.                                         ■ 
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1.5 Προσεγγιστικές µονάδες  
 
Το θεώρηµα Ηausdorff-Young δε µπορεί να επεκταθεί για 2p > , 

γιατί π.χ. υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις f  µε l ( )
2

n
f n

ε−

∈
= ∞∑ ]

 

για κάθε 0ε > . Εµπνεόµενοι από το θεώρηµα 1.2 Riesz-Fischer, 
δίνουµε τον ακόλουθο:  
 
Ορισµός 1.3 Εστω ( ){ }ˆ ˆ

n
f f n

∈
=

]
 είναι η ακολουθία των 

συντελεστών Fourier µιας µετρήσιµης 1-περιοδικής συνάρτησης 
( )pf L∈ T , 1 p≤ ≤ ∞  όπως στην (4). Τότε η τριγωνοµετρική σειρά 

 

                                         ( ) 2

=

ˆ in

n

Tf f n e π
∞

−∞
∑ i∼  ,                               (9) 

 
καλείται ανάπτυγµα Fourier ή σειρά Fourier της f . Το N − ιοστό 
µερικό άθροισµα της σειράς Fourier ορίζεται ως  
  

                                       ( ) ( ) 2

=

ˆ
N

inx
N

n N

T f x f n e π

−

= ∑ .                              

 
Προφανώς δε γνωρίζουµε καν αν η σειρά Fourier στο δεξιό µέλος 
της (9) είναι καλά ορισµένη, πόσο µάλλον αν ανήκει στον pL , πολύ 
δε περισσότερο αν συγκλίνει στην f  µε κάποια έννοια. Για ν’ 
απαντήσουµε σ’ αυτά τα ερωτήµατα εργαζόµαστε κατ’ αρχήν µε τα 
µερικά αθροίσµατα NT f . Παρατηρούµε ότι    
 

     ( ) ( ) ( ) ( )2 2

= =

ˆ
N N

inx iny
N N

n N n N

T f x f n e f x y e dy f D xπ π

− −

= = − = ∗∑ ∑∫T ,    (10) 

 
όπου  
 

( )
( )2 121

2 2 2 2
2 2

= = =0

1 1
1 1

i N xiNxN N
inx inx inx iNx

N ix ix
n N n N n

e eD x e e e e
e e

ππ
π π π π

π π

+−
−

− −

− −
= = + = +

− −∑ ∑ ∑  

 

          
( ) ( ) ( )2 1 2 1/ 2 2 1/ 22

21

i N x i N x i N xiNx ix

ix ix ix ix

e e e e e
e e e e

π π ππ π

π π π π

+ − + +−

−

− −
= = ⋅

− −
( )
( )
2 1x N
x

ηµ π
ηµ π

+  =  
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και η ακολουθία ( )N N
D

∈`
 καλείται πυρήνας Dirichlet. Για κάθε N , η 

συνάρτηση ND  είναι άρτια, 
 

( ) 1ND x dx =∫T , 
αλλά 
                                           

1
sup N L
N
D = ∞ .                                 (11) 

Πράγµατι:  
 

( ) ( )( )
( )

( )( )1/ 2 / 2

1/ 2 / 2

2 1 2 11
N

x N y N
D x dx dx dy

x y
π

π

ηµ π ηµ
ηµ π π ηµ− −

+ +
= =∫ ∫ ∫T

 

 
( )( ) ( )( )/ 2 / 2

0 0

2 1 2 12 2y N y Ny dy dy
y y y

π πηµ ηµ

π ηµ π

+ +
= ≥∫ ∫  

 
( ) ( ) ( )2 1 / 2 1 / 2 / 22 2

0 00 / 2 0

/ 22 2 2
/ 2

N kN N

k kk

t kt t
dt dt dt

t t t k
π π π

π

ηµ πηµ ηµ
π π π π

+ +

= =

+
= = =

+∑ ∑∫ ∫ ∫
 

( )
( )

/ 22 2 1

20 10

/ 22 4 1
1 / 2

N N

k k

t k
dt

k k
π ηµ π

π π π
+

= =

+
≥ =

+∑ ∑∫  

 

( )
2 2

2 21

4 4 ln 2 2
N d Nω

π ω π
+

≥ = +∫ .  

 
Τελικά: 

( )
1 2

4 ln 2 2N L
D N

π
≥ + . 

 
H σχέση (11) παίζει ουσιώδες ρόλο στον ακόλουθο (αληθή) 
ισχυρισµό: 
 
Υπάρχει συνεχής συνάρτηση η σειρά Fourier της οποίας αποκλίνει 
σε κάποιο σηµείο της. 
 
Ας µελετήσουµε (κάνοντας µια παρένθεση) τη σπουδαιότητα της 
ποσότητας 

1
sup N L
N
D . Εστω { }N N

K
∈`

 είναι µια ακολουθία µετρήσι-

µων 1-περιοδικών συναρτήσεων που ικανοποιούν τις ακόλουθες 
ιδιότητες: 
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(α) ( ) 1  NK x dx N= ∀ ∈∫T ` , 
 
(β) 

1
sup N L
N

K C
∈

≤ < ∞
`

,                                                                  (12) 

 
(γ) ( )

1/ 2
lim 0NxN

K x dx
δ < <→∞

=∫  για κάθε (φιξαρισµένο) 0 1δ< < . 

 
Καλούµε µια τέτοια ακολουθία { }N N

K
∈`

 προσεγγιστική µονάδα. 
Λόγω της (11), ο πυρήνας Dirichlet { }N N

D
∈`

 δεν είναι 
προσεγγιστική µονάδα. Ας υποθέσουµε τώρα ότι 0f C∈  και ας 
θεωρήσουµε κατ’ αναλογία µε τη (10) την ακολουθία τελεστών: 
 

( ) ( )0 0: :   N N NU C C U f x f K x→ = ∗  
 
(γιατί 0NU f C∈ ;). Τότε, λόγω της ιδιότητας (α) στη (12) έχουµε  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1/ 2

1/ 2N NU f x f x f x y f x K y dy
−

− = − −∫  
 
                       ( ) ( )( ) ( )Ny

f x y f x K y dy
δ≤

= − −∫  

 
                       ( ) ( )( ) ( )

1/ 2 Ny
f x y f x K y dy

δ < <
+ − −∫  

 
                       ( ) ( )1, 2,f fI x I x= + . 
 
Σηµείωση. Παραπάνω θεωρήσαµε [ ]1/ 2,1/ 2= −T  και όχι [ ]0,1=T . 
Αυτό δεν είναι πρόβληµα διότι λόγω περιοδικότητας  
 

( ) ( )
1

  
a

a
f x dx f x dx a

+
= ∀ ∈∫ ∫T

\ . 
  
Λόγω oµοιόµορφης συνεχείας της f  στο T , για κάθε 0ε >  υπάρ-χει 

0δ >  έτσι ώστε για κάθε x∈T  και y δ≤  να ισχύει 
( ) ( )f x y f x ε− − < . Συνεπώς  

 
( ) ( ) ( )1

1,  supf N N Ly N
I x K y dy K C

δ
ε ε ε

≤ ∈
≤ ≤ <∫ T

`
 

 



 - 37 -

λόγω της ιδιότητας (β) στη (12). Οσον αφορά δε το ολοκλήρωµα 
( )2, fI x , λόγω της ιδιότητας (γ) στη (12), υπάρχει αρκούντως µεγάλο 

N  έτσι ώστε  
 

( )
[ ]

( ) ( )
02, 1/ 20,1

2 sup 2f N Cyy
I x f y K y dy f

δ
ε

< <∈
≤ ≤∫ . 

 
Τελικά, για N  αρκούντως µεγάλο προκύπτει 
 

( ) ( )
0

supN NC
x

U f f U f x f x C ε
∈

′− = − ≤
T

 

 
για κάποια σταθερά C′  ανεξάρτητη του x , άρα 
 

( )( ) ( )lim NN
f K x f x

→∞
∗ =  

 
οµοιόµορφα στο T . Από τα παραπάνω φαίνεται καθαρά ο ρόλος 
της ποσότητας ( )1

sup N L
N

K
∈

< ∞
T

`
 να διασφαλίζει ότι η τιµή ( )1, fI x  είναι 

αµελητέα (αν η f  είναι συνεχής). Ακόµη όµως και αν ( )pf L∈ T  τότε 
πάλι 
 

0  1
p

N L
f K f p∗ − = ∀ ≤ < ∞ . 

 
Πράγµατι, εφόσον ο χώρος 0C  είναι πυκνός στον pL  1 p∀ ≤ < ∞ , 
δοθείσης pf L∈ , υπάρχει 0g C∈  έτσι ώστε   
 

pL
f g ε− < . 

Τότε: 
 

( ) ( ) ( )
p p

N N NL L
f K f f g K g K g g f∗ − = − ∗ + ∗ − + −  

 
                     ( )

ppp
N N LLL

f g K g K g g f≤ − ∗ + ∗ − + −  

 
                     

1 0p p
N NL LL C
K f g g K g g f≤ − + ∗ − + −  

 

                     
1 0

1 sup
p

N NLL C
N

K f g g K g C ε
∈

  ′≤ + − + ∗ − < 
 `
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για αρκούντως µεγάλο N  ώστε 
0

N C
g K g C ε′∗ − <  (το οποίο 

δείξαµε παραπάνω). Αναφέρουµε εδώ ότι χρησιµοποιήσαµε την 
ανισότητα Young, (βλ. Πρόταση 1.2)  
 

( )
1pp

N NL LL
f g K f g K− ∗ ≤ −  

 
και το γεγονός ότι 

0pL C
f f≤ . Βλέπουµε πάλι το σηµαντικό ρόλο 

της ποσότητας ( )1
sup N L
N

K
∈

< ∞
T

`
 που διασφαλιζει ότι ο όρος 

( ) ( )p
N L

f g K− ∗
T

 είναι αµελητέος. Συνοψίζοντας, δείξαµε την  

 
Πρόταση 1.3  
 
Εστω { }N N

K
∈`

 είναι µια προσεγγιστική µονάδα όπως στη (12). 
Τότε: 
 

• Για κάθε ( )0f C∈ T  ισχύει 
0

0N C
f K f∗ − = . 

 
• Για κάθε ( )pf L∈ T , 1 p≤ < ∞  ισχύει 0

p
N L

f K f∗ − = .          

 
Στο ερώτηµα αν µπορεί κάποιος να βρει εύκολα προσεγγιστικές 
µονάδες, η απάντηση είναι καταφατική. Ενδεικτικά αναφέρουµε: 
 

• Τον πυρήνα Feyer { }N N
F

∈`
:  

 

( ) ( ) ( ) 20 ...
1

1 1
N inxN

N n N

nD x D x
F x e

N N
π

=−

 + +
= = − + + 

∑  

 

                        
( )( )
( )

2

2

11
1

x N
N x

ηµ π
ηµ π

+
=

+
. 

 
• Τον πυρήνα Poisson { }0 1r r

P
< <

: 
 

( ) ( ) ( )
2

2
2

1 ,  0 1
1 2 2

n inx
r n

rP x r e r
r x r

π

συν π
∞

=−∞

−
= = < <

− +∑ , 

 
όπου σ’ αυτή την περίπτωση δεν έχουµε µια ακολουθία, αλλά µια 
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οικογένεια συναρτήσεων { }0 1r r
P

< <
 µε οριακή διαδικασία 1r −→ . Αλλοι 

σηµαντικοί πυρήνες είναι ο πυρήνας Gauss, o πυρήνας De la 
Vallee Pussin κλπ. Κλείνουµε την παρένθεση περί  προσεγγιστι-
κών µονάδων επανερχόµενοι στη σειρά Fourier (10):  
 

( ) ( )N NT f x f D x= ∗ . 
 
H Πρόταση 1.3 δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη σηµειακή ή την 
pL −σύγκλιση της σειράς Fourier NT f , διότι ο πυρήνας Dirichlet 

{ }ND  δεν είναι προσεγγιστική µονάδα. Φυσικά αυτό δε σηµαίνει ότι 
η σύγκλιση της σειράς Fourier αποτυγχάνει σε όλες τις παραπάνω 
περιπτώσεις. Για να µπορέσουµε να προχωρήσουµε περαιτέρω 
χρειαζόµαστε µια νέα ιδέα. To νέο εργαλείο είναι ο µετασχη-
µατισµός Hilbert. 
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1.6 Ο µετασχηµατισµός Hilbert. Σύγκλιση κατά νόρµα σειρών 
Fourier στον ( )pL T . 
 
Oρισµός 1.4 Εστω ( ){ }ˆ ˆ

n
f f n

∈
=

]
 είναι η ακολουθία των 

συντελεστών Fourier όπως στην (4). Η τριγωνοµετρική σειρά 
  
                         ( )l ( ) 2 in

n
f Hf i sign n f n e π

∈
= − ∑ i

]
∼  ,                   (13) 

 
καλείται µετασχηµατισµός Hilbert της f .                                      
 
Υπενθυµίζουµε εδώ ότι  

( )
1 0
0, 0,  
1 0

x
sign x x x

x

>
= = ∈
− <

\ . 

 
Η σειρά στο δεξιό µέλος της (13) ενδέχεται να µην είναι καλά 
ορισµένη, γι’ αυτό και  χρησιµοποιούµε το συµβολισµό ∼  και όχι 
ισότητα. Φορµαλιστικά ορίζουµε και τον  τελεστή Hilbert  
 

( )l ( ) 2 in
n

f Hf i sign n f n e π
∈

→ = − ∑ i
]

. 
 

Με προφανή τρόπο τίθεται το ερώτηµα: για ποιο λόγο οδηγούµαστε 
στον ορισµό (13);  
 
Μια απάντηση στο ερώτηµα αυτό είναι διότι µέσω αυτού του 
τελεστή θεµελιώνεται η κατά νόρµα σύγκλιση της σειράς Fourier 
µιας συνάρτησης f ∈ pL  στην f . Οµως η σπουδαιότητα αυτού του 
τελεστή είναι µεγαλύτερη, διότι είναι: 
 

• Πολλαπλασιαστής (βλέπε ορισµό 1.5), 
 

• Iδιάζον ολοκληρωτικός τελεστής, 
 
• Oριακός τελεστής του πυρήνα των συζυγών αρµονικών 

(πραγµατικών) συναρτήσεων στο µοναδιαίο δίσκο. 
 
Oρισµός 1.5 Εστω { }: :  n n

λ
∈

Λ → Λ =
]

] ^  είναι µια ακολουθία 

µιγαδικών αριθµών και ( ){ }ˆ ˆ
n

f f n
∈

=
]
 είναι όπως παραπάνω. Τότε 
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ορίζεται φορµαλιστικά ένας τελεστής Q  τον οποίο καλούµε  πολ-
λαπλασιαστή έτσι ώστε    
 

l ( ) 2 in
nn

f Qf f n e πλ
∈

→ = ∑ i
]

. 
 
Η λέξη πολλαπλασιαστής είναι προφανής: Ο συντελεστής Fourier 
m ( )Qf n  προκύπτει πολλαπλασιάζοντας το συντελεστή Fourier l ( )f n  
µε τον όρο nλ . 
 
Τέτοιοι τελεστές είναι χρήσιµοι διότι είναι τελεστές συνέλιξης. Ας 
δούµε τώρα πως προκύπτει ο τελεστής Hilbert µε φυσικό τρόπο 
από την ακολουθία ( )N N

T f
∈`

 των µερικών αθροισµάτων της σειράς 
Fourier µιας συνάρτησης pf L∈ . Προφανώς: 
 

( ) ( ) 2

=

ˆ
N

inx
N

n N

T f x f n e π

−

= =∑ ( ) ( ) 2
[ , ]

=

ˆ inx
N N

n

n f n e πχ
∞

−
−∞

∑ . 

Αλλά: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ , ] { } { }
1
2N N N Nn sign n N sign n Nχ χ χ− −= + − − + +   , 

 
άρα 

            ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2

=

1 ˆ
2

inx
N

n

T f x sign n N sign n N f n e π
∞

−∞

= + − −∑  

 
                        l ( ) l ( )( )2 2iNx iNxf N e f N eπ π−+ + − . 

 
Παρατηρούµε ότι: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 ( )

= =

ˆ ˆinx i m N x

n m

sign n N f n e sign m f m N eπ π
∞ ∞

−

−∞ −∞

+ = −∑ ∑  

                       

 ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2

=

ˆ( )iNx imx iNx iN

m

ie i sign m f m N e ie H e f xπ π π π
∞

− −

−∞

= − − =∑ i . 

 
Οµοίως: 

( ) ( ) ( )2 2 2

=

ˆ inx iNx iN

n

sign n N f n e ie H e fπ π π
∞

−

−∞

− =∑ i . 
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Τελικά: 
 

  ( )( ) ( )( )2 2 2 21
2

iNx iN iNx iN
NT f ie H e f x ie H e f xπ π π π− − = − 

i i  

 
          l ( ) l ( )( )2 2iNx iNxf N e f N eπ π−+ + − .                                            (14) 

 
Ερµηνεύουµε την ισότητα (14) ως εξής:  
 
Για να µελετήσουµε την ακολουθία τελεστών ( )NT f  των µερικών 
αθροισµάτων της σειράς Fourier της f , αρκεί να µελετήσουµε τη 
συµπεριφορά ενός µόνον τελεστή, του τελεστή Hilbert.   
 
Ισχύει όµως το ακόλουθο θεώρηµα, η απόδειξη του οποίου 
παρατίθεται στο Παράρτηµα 2: 
 
Θεώρηµα 1.6  
 
O τελεστής Hilbert ( ) ( ): p pH L L→T T  είναι φραγµένος για κάθε 
1 p< < ∞ . ∆εν είναι φραγµένος για 1p =  ούτε για p = ∞ .                 
 
Συνδυάζοντας το θεώρηµα 1.6 µε τη (14), για κάθε 1 p< < ∞  έχουµε 
 

( ) ( ) l ( ) l ( ){ }2 21 2max ,
2p p p

iN iN
N L L L
T f H e f H e f f N f Nπ π⋅ − ⋅ ≤ + + − 

 
 

 

             ( ) ( )2 2 2
2 p pp p

iN iN
L LL L

C e f e f f C fπ π⋅ − ⋅≤ + + = + < ∞ . 

 
Τότε απ’ την αρχή οµοιόµορφα φραγµένου (βλ. Θεώρηµα Β.6, 
Παράρτηµα Β) έχουµε 
                                        sup

p p
N L L

N
T

→
< ∞ ,                                  (15) 

 
όπου 

p p
N L L
T

→
 είναι η συνήθης νόρµα (βλ. Παράρτηµα Β) του 

τελεστή  
: :  N p p N NT L L T f f D→ = ∗ . 

 
Η ισχύς της (15) είναι ουσιώδης όσον αφορά την κατά νόρµα 
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σύγκλιση της σειράς Fourier Tf  στην f , όπως φαίνεται στο 
ακόλουθο  
 
Θεώρηµα 1.7  
 
Εστω : :  N p p N NT L L T f f D→ = ∗ , όπου 1 p< < ∞ . Τότε  
 

lim 0
p

N LN
T f f

→∞
− = . 

 
Απόδειξη.  (α) Αρχικά θα δείξουµε ότι το σύνολο  
 

{ }:  lim 0
p

p N LN
A f L T f f

→∞
= ∈ − =  

 
είναι κλειστό. Εστω { }mf A∈  έτσι ώστε 0

p
m L
f f− → . Αρκεί να  

δείξουµε ότι f A∈ . Για τυχαίο 0ε >  έχουµε  
 

( ) ( ) ( )
p p

N N N m N m m mL L
T f f T f T f T f f f f− = − + − + −  

 
                 ( )

p pp
N m N m m mL LL
T f f T f f f f≤ − + − + −  

 
                 

p p p p p
N m N m m mL L L L L
T f f T f f f f

→
≤ − + − + −  

 
                 ( )1

p p p p
N m N m mL L L L
T f f T f f Cε

→
= + − + − <  

 
για m  αρκούντως µεγάλο έτσι ώστε 

p
m L
f f ε− <  και N  αρκούντως 

µεγάλο ώστε 
p

N m m L
T f f ε− <  ( mf A∈ ). Αρα το A  είναι κλειστό. Απ’ 

την άλλη µεριά ο χώρος των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων είναι 
πυκνός στον pL . Εστω τριγωνοµετρικό πολυώνυµο g . Τότε   

NT g g=  υπό την προϋπόθεση ότι ο βαθµός του g  είναι µικρότερος 
ή ίσος του N . Αρα το A  περιέχει όλα τα τριγωνοµετρικά 
πολυώνυµα (οποιουδήποτε βαθµού) και συνεπώς  είναι πυκνό στο 
A . Αφού το A  είναι κλειστό, αναγκαστικά A B= .  ■                                                
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Θεώρηµα 1.8  
 
Εστω ( )N N

T f
∈`

 είναι η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της 
σειράς Fourier όπως παραπάνω. Τότε:  
 
(α) Υπάρχει 1f L∈  έτσι ώστε 

1
sup N L
N
T f = ∞ . 

 
(β) Υπάρχει 0f C∈  έτσι ώστε 

0
sup N C
N
T f = ∞ . 

 
Απόδειξη. Για το (α) έχουµε 
  

11 1
N N LL L
T f D f≤  

 
άρα 

1 1 1
N NL L L
T D

→
≤ . Γνωρίζουµε από τη θεωρία προσεγγιστικών 

µονάδων ότι 
1

lim 0M N N LM
F D D

→∞
∗ − = , όπου MF  είναι ο πυρήνας 

Feyer. Αρα   
 

11 1 1 1 1
lim lim limN M N N M N M LL L L L LM M M

D F D T F T F
→→∞ →∞ →∞

= ∗ = ≤
1 1

N L L
T

→
= . 

 
Ετσι ( ) ( ) ( )1 1 1

N NL L L
T D

→
= → ∞

T T T
 (όπως δείξαµε παραπάνω) και το 

ζητούµενο προκύπτει άµεσα από την άρνηση του οµοιόµορφα 
φραγµένου. 
 
Για το (β) µπορούµε να κατασκευάσουµε συνεχή συνάρτηση µε 

0 0 1
N NC C L
T g D

→
≥ . Η κατασκευή παραλείπεται.                              ■ 

 
Οσον αφορά τη σηµειακή σχεδόν παντού των σειρών Fourier 
αναφέρουµε χωρίς απόδειξη την ακόλουθη πολύ σηµαντική 
γενίκευση του θεωρήµατος Carleson 
 
Θεώρηµα 1.9 (Carleson-Hunt)  
 
Για κάθε 1 p< < ∞ , η  σειρά Fourier κάθε συνάρτησης pf L∈  
συγκλίνει σηµειακά στην f  σχεδόν παντού στο T .                        ■ 
 
Τέλος, όπως ήδη δείξαµε, η συνέχεια µιας συνάρτησης δεν είναι 
συνθήκη ικανή ώστε να διασφαλίσει τη σηµειακή σύγκλιση της 
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σειράς Fourier της f  στην f  παντού στο T . Παρ’όλα αυτά είδαµε 
ότι µε χρήση προσεγγιστικών µονάδων η συνέχεια της f  αρκεί. 
Μάλιστα ο πυρήνας του Feyer είναι ο µέσος όρος του πυρήνα 
Dirichlet. Aρα ισχύει ο κάτωθι ισχυρισµός: 
 
Αν η σειρά Fourier της f  συγκλίνει σηµειακά σε σηµείο 0x  τότε το 
όριο της ισούται µε ( )0f x  (διότι αν µια ακολουθία συγκλίνει τότε και 
η ακολουθία των µέσων όρων της συγκλίνει στο ίδιο όριο). 
 
Mια πολύ χρήσιµη πρόταση για τη σηµειακή σύγκλιση των σειρών 
Fourier είναι η ακόλουθη: 
 
Πρόταση 1.4  
 
Εστω ( )1f L∈ T  είναι συνάρτηση φραγµένης µεταβολής στο T . Τότε 

( ) ( ) ( )0 0
lim

2NN

f x f x
T f x

→∞

+ + −
=  

 
σηµειακά στο T . Η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κλειστά 
διαστήµατα του T  όπου η f  είναι συνεχής.                                    
 
Σηµείωση: Aν ( )1f L∈ T  είναι απόλυτα συνεχής (άρα και 
παραγωγίσιµη σ.π.), τότε είναι φραγµένης µεταβολής, συνεπώς 
ισχύει η πρόταση 1.4. 
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1.7 O τελεστής Hilbert ως ιδιάζον ολοκληρωτικός τελεστής  
 
Πέραν της χρήσης του τελεστή Hilbert ως εργαλείο για την σύγκλιση 
των σειρών Fourier, ο τελεστής Hilbert είναι και ένας ιδιάζον 
ολοκληρωτικός τελεστής. Ας εξηγήσουµε αναλυτικότερα τι 
εννοούµε.  
 
Εστω ( )1f C∈ T . Θεωρούµε τα µερικά αθροίσµατα  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22

= =

ˆ
N N

in x yinx
N

n N n N

H f i sign n f n e i sign n f y e dyππ −

− −

= − = −∑ ∑ ∫T  

 

        ( ) ( ) 2

=

N
iny

n N

i sign n f x y e dyπ

−

= − −∑ ∫T   

 

        ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1/ 2

0

2 1y y N
f x y f x y dy

y
συν π συν π

ηµ π
− +

= − − +∫  

 
(απλές πράξεις στο µερικό άθροισµα) 
 
        ( ) ( )( ) ( )

1/ 2

0
f x y f x y y dyσφ π= − − +∫  

        ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

1/ 2

1, 2,0
2 1 ,f f

f x y f x y
y N dy I x I x N

y
συν π

ηµ π
− − +

− + = +∫ . 

 
Με χρήση του Λήµµατος 1.2 (Riemann-Lebesgue) 
 

( )2, , 0,  fI x N N→ → ∞ , 
 

διότι η συνάρτηση ( ) ( )
( )

f x y f x y
yηµ π

− − +
 είναι φραγµένη (εφόσον 

( )1f C∈ T ). Αρα 
 
                  ( ) ( ) ( ) ,   NH f x f x y y dy Nσφ π→ − → ∞∫Τ

.                  (16) 
 
Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση ( )yσφ π  έχει ανωµαλία στο µηδέν  
τάξης 1y −  άρα δεν είναι ολοκληρώσιµη. Απ’ την άλλη µεριά η ( )yσφ  
είναι περιττή συνάρτηση. Το γεγονός αυτό µας δίνει τη δυνατότητα 
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να ερµηνεύσουµε το δεξιό µέλος της (16) µε την έννοια της 
πρωτεύουσας τιµής (P.V.) κατά Cauchy ως εξής:   
 
          ( ) ( ) ( ) ( )

1/ 20
lim

y
f x y y dy f x y y dy

εε
σφ π σφ π

≤ ≤→
− = −∫ ∫T

.         (17) 

 
Πράγµατι: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1/ 2 1/ 2y y
f x y y dy f x y f x y dy

ε ε
σφ π σφ π

≤ ≤ ≤ ≤
− = − −∫ ∫ , 

 
διότι η ( )yσφ π  είναι περιττή. Απ’ την άλλη µεριά 1f C∈ , άρα 

( ) ( ) ( )f x y f x y− − =  (µε την έννοια ότι υπάρχει θετική σταθερά D  
ώστε ( ) ( )f x y f x D y− − ≤ ), οπότε 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1/ 2 1/ 2y y

f x y f x y dy y y dy
ε ε

σφ π σφ π
≤ ≤ ≤ ≤

− − =∫ ∫  

 

     
( ) ( ) ( )

1/ 2 1/ 2
1

y y

y y dy dy
yε ε

συν π
ηµ π≤ ≤ ≤ ≤

 
= = 

 
∫ ∫ , 

                                                                                                             
άρα η συνάρτηση ( ) ( )

1/ 2y
f x y y dy

ε
σφ π

≤ ≤
−∫  είναι καλά ορισµένη. 

Συνοψίζοντας, ο µετασχηµατισµός Hilbert µπορεί να εκφρασθεί 
µέσω ενός ολοκληρωτικού τελεστή ως εξής: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1/ 20

. . lim
y

Hf x PV f x y y dy f x y y dy
εε

σφ π σφ π
≤ ≤→

= − = −∫ ∫T
, 

 
υπό την προϋπόθεση ότι η f  είναι µια «καλή» συνάρτηση.   
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1.8 Συζυγείς αρµονικές συναρτήσεις και µετασχηµατισµός 
Hilbert  
 
Κατ’ αρχήν ας θυµηθούµε τον ορισµό και ορισµένες βασικές 
ιδιότητες µιας αρµονικής συνάρτησης στον 2\  (ο παρακάτω 
ορισµός 1.5 γενικεύεται και στον N\ ) :  
 
Ορισµός 1.5 Εστω E  είναι ανοικτό σύνολο και 2:u E ⊂ →\ \  είναι 
µια πραγµατική συνάρτηση δύο πραγµατικών µεταβλητών x  και y . 
Θα λέµε ότι η f  είναι αρµονική στο E  αν έχει συνεχείς µερικές 
παραγώγους 2ης τάξης και ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace 
 
                           ( )2 0 0   ,xx yyu u u x y E∇ = ⇔ + = ∀ ∈ .                        
 
Σηµείωση. Aν u  είναι µιγαδική συνάρτηση στο E , τότε η u  καλείται 
αρµονική συνάρτηση αν το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της 
είναι αρµονικές συναρτήσεις. 
 
Πρόταση 1.5  
 
Εστω : :  f E f u i v→ = + ⋅^  είναι αναλυτική σε ανοικτό σύνολο 
E ⊂^ . Τότε οι συναρτήσεις u  και v  είναι αρµονικές στο E .    
 
Απόδειξη. Εφόσον η f  είναι αναλυτική στο E  οι u  και v  ικανο-
ποιούν τις συνθήκες Cauchy-Riemann x yu v=  και y xu v= − . Αρα    
 

xx yxu v=  και yy xyu v= − . 
 
Αθροίζοντας κατά µέλη προκύπτει 0xx yyu u+ =  για κάθε ( ),x y E∈ .■                       
 
Ορισµός 1.6 Εστω 2, :u v E ⊂ →\ \  είναι πραγµατικές συναρτή-σεις 
σε ανοικτό σύνολο E  έτσι ώστε η f u iv= +  είναι ολόµορφη στο E .  
Τότε η v  καλείται αρµονική συζυγής της u .                     
 
Στο ερώτηµα «αν u  είναι αρµονική συνάρτηση σε σύνολο A  
µπορούµε πάντα να βρούµε µια συζυγή αρµονική της v  ώστε η 
f u iv= +  να είναι αναλυτική στο A» η απάντηση είναι πολύπλοκη 
και εξαρτάται από τη µορφή του συνόλου A . Παρόλα αυτά ισχύει:  
 
Aν A  είναι απλά συνεκτικός τόπος, υπάρχει µοναδική αναλυτική 
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συνάρτηση f  στο A  (µε προσέγγιση σταθεράς) µε ( )Reu f= . 
 
Πόρισµα 1.1  
 
Αν u  είναι (πραγµατική) αρµονική συνάρτηση πάνω και στο 
εσωτερικό κύκλου  κέντρου ( )0 0 0,z x y=  και ακτίνας R , τότε 
 

( ) ( )2

0 0 00

1,
2

iu x y u z Re d
π θ θ

π
= +∫ . 

 
Απόδειξη. Yπάρχει µοναδική αναλυτική συνάρτηση f  έτσι ώστε 

( )Reu f= . Για την f  ισχύει το Θεώρηµα µέσης τιµής του Gauss. 
Εξισώνοντας τα πραγµατικά µέρη παίρνουµε το αποτέλεσµα.       ■                        
 
Πόρισµα 1.2 (Αρχή µεγίστου για αρµονικές συναρτήσεις)  
 
Αν u  είναι πραγµατική αρµονική (και µη σταθερή) συνάρτηση σε 
φραγµένο τόπο E  και συνεχής στο σύνορο E∂  όπου E∂  είναι µια 
κλειστή, τµηµατικά λεία καµπύλη, τότε η u  παίρνει µέγιστη τιµή πάνω 
στο σύνορο E∂ .                                                                                      
 
Πόρισµα 1.3 
 
Αν u  είναι µια πραγµατική αρµονική συνάρτηση σε φραγµένο τόπο 
E  και ( , )u x y c=  πάνω στο σύνορο E∂  όπου το E∂  είναι µια κλειστή 
τµηµατικά λεία καµπύλη, τότε ( ),u x y c=  παντού στο E .                
 
Ας δούµε τώρα πως συνδέεται ο µετασχηµατισµός Hilbert µε τις 
συζυγείς αρµονικές συναρτήσεις. Αρχικά θέλουµε να βρούµε την 
αρµονική επέκταση συνάρτησης ,  1pf L p∈ ≤  εντός του µοναδιαίου 
δίσκου { }:  1z z= <D . Με άλλα λόγια επιθυµούµε να λύσουµε το 
πρόβληµα Dirichlet 
 

( )
( ) [ )

0,   
,

 . . στο 0, 2

i

i

u z z re

u e f

θ

σ π π

 ∆ = ∀ = ∈


=
i

D
 

όπου 
( )

( ) 2

,  (καρτεσιανες συντ/νες)

,  (πολικες συντ/νες)

xx yy

r
rr

u x y u v
u uu r u
r r

θθθ

 ∆ = +



∆ = + +

�

�
. 
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Εστω [ ) [ ),  0,1 ,  0,2iz re rθ θ π= ∈ ∈ . Επειδή 0nz∆ =  και 0nz∆ =  για 
κάθε 0n ≥ , ορίζουµε ως (µοναδική) λύση του παραπάνω 
προβλήµατος την 
  

( ) l ( ) l ( )
1

0

nn

n n

u z f n z f n z
∞ −

= =−∞

= +∑ ∑  

ή ισοδύναµα 

( ) l ( ) | |i n in

n

u re f n r eθ θ
∞

=−∞

= ∑ , 

 
διότι η u  ικανοποιεί την 0 στο u∆ = D  (οµοιόµορφα συγκλίνουσα 
σειρά αρµονικών συναρτήσεων στο D  συγκλίνει σε αρµονική  
συνάρτηση  στο D) και επιπλέον  
  

       ( ) l ( ) ( ) ( )| | : ,i n in
r r

n

u re f n r e f P P fθ θ θ θ
∞

=−∞

= = ∗ =∑  

όπου  

( )
2

2

1 ,  0
1 2

n in
r n

rP r e r
r r

θθ
συνθ

∞

=−∞

−
= = >

− +∑  

 
είναι η προσεγγιστική µονάδα του Poisson, συνεπώς απ’ την 
Πρόταση 1.3 για προσεγγιστικές µονάδες παίρνουµε 
 

( ) ( ),   1i i
ru re f P f u e rθ θ −= ∗ → = →  

 
µε την pL -έννοια (ή σηµειακά σ.π.) για 1 p≤ < ∞ . Εστω ( )pH D  είναι ο 
χώρος Hardy όλων των αναλυτικών συναρτήσεων στο 
µοναδιαίο δίσκο µε νόρµα  
 

( ) ( )
1/

0 1

1sup
2p

p
pi

H
r

u u re d
π θ

π
θ

π −< <

 =  
 ∫D

. 

 
Αποδεικνύεται (Κatznelson) ότι ( )pu H∈ D  αν και µόνον αν 

( ) ( )i
ru re f Pθ θ= ∗  για κάποια ( ) ( )i

pf u e L= ∈ Ti  l ( )µε 0 0f n n= ∀ < . 
Τότε: 

( ) ( )
( ) ( )p pp

i
H LL

u u e f= =
TT

i
D

. 
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Ετσι µπορούµε να θεωρήσουµε τους χώρους Hardy ως κλειστούς 
υπόχωρους του ( )pL T  (οπότε µιλάµε για χώρους Hardy ( )p TH  

πάνω στο µοναδιαίο κύκλο). Αν τώρα ( ),  1pf L p∈ ≤T  είναι µια 
πραγµατική συνάρτηση, τότε αντιστοιχούµε σ’ αυτή µια αναλυτική 
συνάρτηση ως εξής: H συνάρτηση ( )rP θ  είναι αρµονική και µάλιστα 
είναι το πραγµατικό µέρος της αναλυτικής συνάρτησης   
 

( ) 1 ,  
1
zg z z
z

+
= ∈

−
D. 

 
Ετσι η συζυγής αρµονική της rP  (για σταθερά ίση µε µηδέν) είναι η   
 

1 1Im Im
1 1

i

i

z re
z re

θ

θ

 + +  = =  − −   
( )2

2 :
1 2 r

r H
r r

ηµθ θ
συνθ

=
− +

 

µε 

( ) ( )
1

lim :
2rr

H Hθθ σφ θ
−→

 = = 
 

. 

 
Σηµειώνουµε εδώ ότι η οικογένεια { }0 1r r

H
< <

 δεν είναι προσεγγιστική 
µονάδα. Oρίζουµε τη συνάρτηση  
 

: :g →^D  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  i
r r r rg re f P i f H P f i H fθ θ θ θ θ= ∗ + ∗ = + . 

 
Τότε η g  είναι αναλυτική στο δίσκο D  και ( )  1pg H p∈ ∀ < < ∞D . 
Επιπλέον αποδεικνύεται ότι   
 

( ) i
1

lim  i

r
g re f i Hf g

−→
= + =i  

 
µε την pL −έννοια (ή σηµειακά σ.π.) για 1 p< < ∞ , όπου Hf  είναι ο 
τελεστής Hilbert και    
 

i  g f i Hf= + = l ( )0
in

n
f n e

≥∑ i . 
 
Συνεπώς  i ( )pg∈ TH . Με τον τρόπο αυτό µπορούµε να µελετήσουµε 
προβλήµατα που σχετίζονται µε πραγµατικές συναρτήσεις 
χρησιµοποιώντας µε µεθόδους µιγαδικής ανάλυσης. ∆εν θα 
επεκταθούµε περαιτέρω προς αυτή την κατεύθυνση. 
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1.9 Ασκήσεις 
 
1. Αποδείξτε τις ιδιότητες Φ1-Φ7 της Πρότασης 2.1. 
 
2. Υπολογίστε τον τύπο των συντελεστών Fourier και της σειράς 
Fourier για L −περιοδικές ( )0L >  και ολοκληρώσιµες συναρτήσεις 
f .  

                 Απ. l ( ) ( )
2

0

1 xL in
Lf n f x e dx

L
π−

= ∫ , l ( )
2

,  
xin
L

f n
T f n e x L

π
∈∑ T∼   

 
3.  Αν l ( ) 2 /inx T

n
f n e π∑  είναι το µιγαδικό ανάπτυγµα σε σειρά Fourier 

µιας L −περιοδικής και ολοκληρώσιµης συνάρτησης f  όπως στην 
άσκηση 1, δείξτε ότι  
 

l ( ) 2 /
0 1

2 2inx T
n nn n

nx nxf n e a a b
L L

π π πσυν ηµ∞

=

    = + +        
∑ ∑ , 

 

όπου l ( ) ( )0
10

L
a f f x dx

L
= = ∫ T

, ( )2 2
n L

nxa f x dx
L L

πσυν  =  
 ∫ T

 και 

( )2 2
n L

nxb f x dx
L L

πηµ  =  
 ∫ T

. Το δεξιό µέλος της παραπάνω ισότητας 

καλείται και ως «πραγµατικό» ανάπτυγµα της σειράς Fourier. 
Eπιπλέον, αν 2f L∈  δείξτε την ταυτότητα Parseval 
 

( )
2

2 2 22
0 1

1
2 n nn

f
a a b

L
∞

=
= + +∑ . 

 
4. Εστω [ ]1 1/ 2,1/ 2f L∈ − . ∆είξτε ότι:  
 
(α) η f  είναι άρτια (σ.π.) αν και µόνον αν l ( ) l ( )f n f n= − ,  

(β) η f  είναι περιττή (σ.π.) αν και µόνον αν l ( ) l ( )f n f n= − − ,  

(γ) η f  είναι πραγµατική (σ.π.) αν και µόνον αν l ( ) l ( )f n f n− = .  
 
5. Εστω ( )1f L∈ T  και ( ) ( )mf t f mt=  για κάποιο φυσικό αριθµό m . 
∆είξτε ότι  
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m ( )
l ( )/ , ,   

0m
f n m n kmf n k

n km

 == ∈
≠

] , 

 
θεωρώντας m ( ) ( ) 2 int

mf n f mt e dtπ−= ∫T .   

 

6. ∆ίνεται η συνάρτηση 
0 2 0

( )
2 0 2

x
f x

x
− < <

=  < <
 την οποία επεκτεί-

νουµε περιοδικά. Yπολογίστε τη σειρά Fourier της f . Ορίστε την f  
κατάλληλα στα σηµεία 2x = − , 0x =  και 2x =  έτσι ώστε η σειρά 
Fourier της να συγκλίνει σηµειακά στην f  για κάθε | | 2x ≤ . 
 
Yπόδειξη. Xρησιµοποιείστε τους τύπους της άσκησης 2. 
 
7. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) ,  0 2f x x x π= ≤ <  την οποία 
επεκτείνουµε περιοδικά µε περίοδο 2π . Με κατάλληλη χρήση της 
σειράς Fourier της f  δείξτε ότι   
 

(i)  
2

2
=1

1
6n n

π∞

=∑  και (ii) 
4

4
=1

1
90n n
π∞

=∑ . 

 
Yπόδειξη. Xρησιµοποιείστε τους τύπους της άσκησης 2. Για τη (ii) 
χρησιµοποιείστε την ταυτότητα του Parseval (Θεώρηµα 1.2 για 
f g= ). 

 
8. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ,  1/ 2f x x x= ≤ , την οποία επεκτείνουµε 
περιοδικά σ’ όλο το \ . Με κατάλληλη χρήση της σειράς Fourier της 

f  δείξτε ότι  
( )

2

2
=1

1
82 1n n

π∞

=
−

∑ . 

 
9. Υπολογίστε τη σειρά Fourier της 4-περιοδικής συνάρτησης  
 

( )
, 0 2

4 , 2 4
x x

f x
x x

< ≤
=  − < <

 

 

και δείξτε ότι 
( )

4

4
=1

1
962 1n n
π∞

=
−

∑ . 
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10. Εστω , ,  p q p q∈ <]  και *x∈ −\ ] . ∆είξτε ότι:  
 

(α) 
( )

2 1ikx
p k q

e
x

π

ηµ π≤ ≤
≤∑ . 

 
(β) Αν ( )n n

c
∈`

 είναι φθίνουσα και µη αρνητική ακολουθία, χρησιµο-
ποιώντας την άθροιση κατά µέρη του Abel  
 

( )1
1 1

q q q q
k k p k j j kk p k p j p k j
a b a b a a b−

+= = = = +
= + −∑ ∑ ∑ ∑ , 

 

δείξτε ότι 
( )

2 pikx
kp k q

c
c e

x
π

ηµ π≤ ≤
≤∑ . 

 
(γ) Αν ( )n n

c
∈`

 είναι φθίνουσα και µηδενική ακολουθία, τότε η 

τριγωνοµετρική σειρά 2
0

inx
nn
c e π∞

=∑  συγκλίνει και µάλιστα οµοιό-
µορφα σε κάθε συµπαγές σύνολο των πραγµατικών που δεν 
περιέχει ακέραιο αριθµό. 
 
11. Αν ( )0f C∈ T  και αν η σειρά Fourier της f  συγκλίνει 

οµοιόµορφα στο T  δείξτε ότι ( ) l ( ) 2  inx
n

f x f n e xπ
∈

= ∀ ∈∑ T
]

. Πως 
διαµορφώνεται η παραπάνω αν ( )1f L∈ T  και η σειρά Fourier της f  
είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση; 
 
12. Eστω ( )0f C∈ T . 
 
(α) Αν l ( )k

n
n f n

∈
< ∞∑ ]

 για κάποιο k∈`  δείξτε ότι ( )kf C∈ T . 

 
(β) Εστω 2a > . Αν l ( )an f n C<  για κάποια σταθερά C  δείξτε ότι 

( )kf C∈ T , όπου k  είναι ο µεγαλύτερος φυσικός που είναι 
µικρότερος του 1a − . 
 
Υπόδειξη. Xρησιµοποιείστε κατάλληλα την άσκηση 11. 
 

13. ∆είξτε ότι ( ) ( ) ( )( )
( )

2
0

2

1...
1

N x ND x D x
N x

ηµ π
ηµ π

++ +
=

+
, όπου 
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( ) 2 ikx
N k N
D x e π

≤
= ∑ . 

 
14. Αν ( ) ( ),  p qf L g L∈ ∈T T  όπου 1 p≤ < ∞  και q  είναι συζυγής 
εκθέτης του p , δείξτε ότι η συνέλιξη f g∗  είναι συνεχής συνάρτηση 
στο T . 
 
Υπόδειξη. ∆είξτε ότι ( ) 0,  0

p
f h f h+ ⋅ − → →  για p < ∞ . 

 
15. Αν ( )1,f g C∈ T , δείξτε ότι ( ) ( )f g x f g f g′ ′ ′∗ = ∗ = ∗ . 
 
16. Αν ( )1f L∈ T  είναι συνάρτηση φραγµένης µεταβολής δείξτε ότι 
  

l ( ) ( )/ ,  0f n C n n≤ ≠ . 

 
17. Αποδείξτε την Πρόταση 1.4.  
 
Yπόδειξη: Kάθε συνάρτηση φραγµένης µεταβολής είναι διαφορά 
δυο µονοτόνων συναρτήσεων και τα πλευρικά όρια υπάρχουν και 
είναι πεπερασµένα. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας, αρκεί να 
δείξετε την πρόταση για f  πραγµατική, αύξουσα µε ( )

0
lim 0
x

f x
+→

= . 

  
18. Aν ( )0,f g C∈ T  έχουν απόλυτα συγκλίνουσες σειρές Fourier 
δείξτε ότι και η fg  έχει απόλυτα συγκλίνουσα σειρά Fourier. Eπίσης 
δείξτε ότι το σύνολο όλων των συναρτήσεων µε απόλυτα 
συγκλίνουσες σειρές Fourier είναι χώρος Βanach, συµβολικά ( )A T  
µε νόρµα 
 

( )
l ( )

n
f f n= ∑A T

. 

 
Τέλος, δείξτε ότι ο τελεστής 
 

( ) ( ) ( ) l ( ){ }1: :  
n

T T f f n
∈

→ =A T
]

A ]  

 
είναι ισοµετρικός ισοµορφισµός. 
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19. (Βernstein) Εστω ( )A T  είναι ο χώρος της άσκ. 18. Αν 
( )af Lip∈ T  για κάποιο 1/ 2a >  δείξτε ότι ( ) a

a Lip
f c f≤
A T

, όπου ac  

είναι σταθερά που εξαρτάται µόνο απ’ το a  και 
 

( ) ( ) ( )
, 0

sup sup
a aLip

t t h

f t h f t
f f t

h∈ ∈ ≠

+ −
= +

T T
. 

 
20. ∆είξτε ότι η ( )0f C∈ T  έχει απόλυτα συγκλίνουσα σειρά Fourier 
αν και µόνον αν η f  είναι συνέλιξη δυο τετραγωνικά ολοκληρώ-
σιµων συναρτήσεων στο T .  
 
21. Αν ( )2f L∈ T  και N∈` , υπολογίστε την ελάχιστη τιµή του 
ολοκληρώµατος  

( )
2

2 int
nn N

f t c e dtπ
≤

− ∑∫T  

 
ως προς όλες τις µιγαδικές ακολουθίες ( )Nn n N

c
=−

.  
 
22. Εστω ( ) 1N N

K ∞

=
 είναι ακολουθία ολοκληρώσιµων συναρτήσεων 

στο  T  έτσι ώστε m ( ) ( )lim 1,  NN
K n n

→∞
= ∈] . Αν ( )2f L∈ T  δείξτε ότι 

Nf K f∗ =  µε την 2L − έννοια.   
 
23. Εστω 1p > . ∆είξτε ότι 0N p

f D f∗ − → ⇒ 0N p
f F f∗ − → , 

όπου { }ND  και { }NF  είναι οι πυρήνες Dirichlet και Feyer.  
 
24. Αν f  είναι 1-περιοδική συνάρτηση µε τµηµατικά συνεχή 
παράγωγο στο T  δείξτε ότι 
 

( ) ( ) ( )
1/ 2

0
lim 0

2N

Nx
f x dx f

x
ηµ π

→∞
=∫ . 

 
25. (Λήµµα Feyer) Αν ( )1f L∈ T  και ( )g L∞∈ T  δείξτε ότι  
  

( ) ( ) l ( ) l ( )lim 0 0
n

f x g nx dx f g
→∞

=∫T . 
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26. Εστω ( )1f L∈ T  είναι a −Lipschitz σε σηµείο 0x  µε 0 1a< < . Αν 
( )N N
F  είναι η προσεγγιστική µονάδα του Feyer, δείξτε ότι  

 

( ) ( )0 0
a

N a

CF f x f x
N

∗ − ≤ , 

 
όπου aC  είναι σταθερά που εξαρτάται µόνο απ’ το a . Αν 1a = , τότε 
 

( ) ( )0 0
log

N
C NF f x f x
N

∗ − ≤ . 

 
27. Εστω ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1 2: :   ixyT L L Tf x f y e dyπ−→ = ∫\\ ∩ \ \ . Αν 

2 2
Tf f= , δείξτε ότι ο ( ) ( ): p qT L L→\ \  είναι φραγµένος και 

q p
Tf f≤  για κάθε [ ]1,2p∈ , όπου ,p q  συζυγείς δείκτες.   

 
28. Αν l ( ) ( )1 nn

c f n f L< ∞ ∀ ∈∑ T  δείξτε ότι nn
c < ∞∑ . 

 
Υπόδειξη. Xρησιµοποιείστε την αρχή οµοιόµορφα φραγµένου. 
 
29. Εστω ( )1K L∈ T  µε 

1
1K < . ∆οθείσης ( )pg L∈ T  και άγνωστης 

συνάρτησης ( )pf L∈ T , δείξτε ότι η εξίσωση f K f g− ∗ =  έχει λύση 

0
n

n
f K g∞ ∗

=
= ∗∑  µε ( ) 1

1
1

p p
f K g

−
≤ − . 

 
30. Εστω ( ) ( ),  p qf L g L∈ ∈T T  όπου 1 p< < ∞  και q  είναι συζυγής 
εκθέτης του p . ∆είξτε την ταυτότητα τύπου Parseval  
 

( ) ( ) l ( ) l ( )n
f x g x dx f n g n

∈
= ∑∫T ]

. 
 
31. Εστω ( ) ( )2 2:H L L→T T  είναι ο τελεστής Hilbert. ∆είξτε ότι  

l ( )
2 2

22 2 0
L L

Hf f f= −  

και *H H= − . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

Mεγιστικές συναρτήσεις/Τελεστές 
 
2.1 Eισαγωγή 
 
Στο κεφάλαιο αυτό ορίζουµε την έννοια του µεγιστικού τελεστή και 
δείχνουµε τη σπουδαιότητά του όσον αφορά την απόδειξη 
θεωρηµάτων που σχετίζονται µε τη σηµειακή σ.π. σύγκλιση σε 
χώρους pL . Eνα σηµαντικό εργαλείο για τη µελέτη µεγιστικών 
τελεστών (και όχι µόνον) είναι το Θεώρηµα παρεµβολής 
Marcinkiewicz που επεκτείνει το θεώρηµα παρεµβολής Riesz-Thorin 
που αναφέραµε στο προηγούµενο κεφάλαιο για  υπογραµ-µικούς 
τελεστές. Το Θεώρηµα αυτό µας επιτρέπει να δείξουµε ότι ένας 
υπογραµµικός τελεστής που είναι φραγµένος σε δυο ασθενείς 
χώρους pL  και qL  (µε την έννοια που θα ορίσουµε παρακάτω) είναι 
φραγµένος στο χώρο rL  για κάθε δείκτη r  µεταξύ των ,p q .  Ετσι 
για να δείξουµε τη συνέχεια ενός τελεστή σε κάποιο χώρο pL  αρκεί 
να δείξουµε ότι αυτός είναι ασθενώς φραγµένος σε δυο 
απλούστερους χώρους (συνήθως 1L  και L∞  ή 1L  και 2L  ή 2L  και L∞ ) 
και στη συνέχεια να συµπεράνουµε τη συνέχεια στον pL  µέσω 
παρεµβολής.  
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2.2 Το Θεώρηµα Marcinkiewicz 
 
Εστω ( ), ,X µ  είναι χώρος µέτρου και :f X →^  µετρήσιµη 
συνάρτηση.  
 
Ορισµός 2.1 Καλούµε κατανοµή (distribution) της f  ως προς το 
µέτρο µ  τη µη αρνητική συνάρτηση  
 
               ( ) [ ] ( ) ( ){ }( ): 0, 0, :   :  f fd d x X f xλ µ λ+∞ → +∞ = ∈ > .          

 
Eίναι εύκολο να δούµε ότι η fd  είναι φθίνουσα συνάρτηση, άρα 
µετρήσιµη. Αναφέρουµε ορισµένες χρήσιµες ιδιότητες της 
συνάρτησης κατανοµής: 
 
(i)   Aν f g≤ , τότε f gd d≤ . 
 
(ii)  Aν nf f→  σηµειακά, τότε 

nf fd d→  σηµειακά. 
 
(iii) Αν , 0k λ > , τότε ( ) ( ) ( )g h g hd k d k dλ λ+ + ≤ + . 
 
(iv) Αν , 0k λ > , τότε ( ) ( ) ( )fg f gd k d k dλ λ≤ + . 
 
Πρόταση 2.1  
 
Εστω 0 p< < ∞  και ( ),pf L X µ∈ . Τότε  
 

( )1

0p

p p
fL

f p d dλ λ λ
∞ −= ∫ . 

 
Ορισµός 2.2 Εστω 0 p< < ∞  και f  είναι όπως παραπάνω. Αν  
  

( ){ }1/
,

0
sup  p

fp
f d

λ
λ λ

∞
>

= , 

 
τότε ο χώρος όλων των συναρτήσεων f  µε 

,p
f

∞
< ∞  καλείται 

ασθενής χώρος pL , συµβολικά ( ), ,pL X µ∞ .                      
 
Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση 

,p ∞
⋅  δεν ικανοποιεί την τριγωνική 
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ανισότητα. Πράγµατι, ισχύει  
 

( )( )1/
, , ,

max 2,2 p
p p p

f g f g
∞ ∞ ∞

+ ≤ +  

 
κι έτσι η 

,p ∞
⋅  δεν είναι νόρµα. Είναι όµως µια οιονεί-νόρµα (quasi-

norm), ως προς την οποία ο ( ), ,pL X µ∞  είναι ένας οιονεί χώρος 
Banach (quasi-Banach space). Με άλλα λόγια, ισχύει η ισότητα 

,
0 0 

p
f f µ

∞
= ⇔ = −σ.π. και 

, ,
 

p p
cf c f

∞ ∞
= . Πράγµατι: 

  
( ) ( ){ }( ) ( ){ }( ) ( ):  :  / /cf fd x cf x x f x c d cλ µ λ µ λ λ= > = > = . 

  
Ετσι  

( ){ } ( ){ }1/ 1/
, ,

0 | | 0
sup  sup   p p

cf fp p
b c

cf d cb d b c f
λ

λ λ
∞ ∞

> >
= = = . 

 
Υπενθυµίζουµε επίσης την ανισότητα Chebychev 
 
                                        ( ) pp

f p
d fλ λ ≤                                       (1) 

 
απ’ όπου προκύπτει άµεσα ότι  
 

,p p
f f

∞
≤ .  

Με άλλα λόγια: 
( ) ( ),, ,p pL X L Xµ µ∞⊆ . 

 
Ορισµός 2.3 Ενας τελεστής ( ) ( ): , ,T X Yµ ν→  καλείται υπο-
γραµµικός αν 
 

( )( ) ( ) ( )   ,  ,T af bg x a Tf x b Tg x x X a b+ ≤ + ∀ ∈ ∈^ . 
 
Ορισµός 2.4 Εστω [ ], 1,p q∈ +∞  και  

 
( ) ( ): , ,p qT L X L Yµ ν→  

 
είναι υπογραµµικός τελεστής. Aν   
 

q p
Tf M f≤  
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για κάποια θετική σταθερά M , τότε λέµε ότι ο T  είναι ( ),p q -
ισχυρώς φραγµένος τελεστής.                                               
 
Ορισµός 2.5 Εστω [ ], 1,p q∈ +∞  και  
 

( ) ( ),: , ,p qT L X L Yµ ν∞→  
 
είναι υπογραµµικός τελεστής. Αν  
 

,q p
Tf M f

∞
≤  

 
για κάποια θετική σταθερά M , τότε λέµε ότι ο T  είναι ( ),p q -
ασθενώς φραγµένος τελεστής. Επίσης λέµε ότι ο T  είναι ( ),p ∞ -
ασθενώς φραγµένος τελεστής αν και µόνον αν ο T  είναι ( ),p ∞ -
ισχυρώς φραγµένος τελεστής.                                                                     
 
Θεώρηµα 2.1 (Marcinkiewicz, ασθενής µορφή).  
 
Εστω ( ), ,X µ , ( ), ,Y ν  είναι χώροι µέτρου, ( )Y  είναι ο χώρος 
των µιγαδικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο Y , 0 11 p p≤ < ≤ ∞  και 
 

( ) ( ) ( )
0 1

: , , ,p pT L X L X Yµ µ ν+ →  
 
είναι υπογραµµικός τελεστής. Αν ο T  είναι ( )0 0,p p -ασθενώς 
φραγµένος τελεστής και ( )1 1,p p -ασθενώς φραγµένος τελεστής, τότε 
ο T  είναι ( ),p p -ισχυρώς φραγµένος τελεστής για κάθε 0 1p p p< < . 
 
Απόδειξη. Εστω 0 1p p p< < . ∆οθείσης pf L∈  και θετικής σταθεράς 
c  (που θα προσδιορίσουµε παρακάτω), για 0λ >  γράφουµε 

0 1f f f= + , όπου  
 

( ){ }

( ){ }

0

1

0 : 

1 : 

px X f x c

px X f x c

f f L

f f L
λ

λ

χ

χ
∈ >

∈ ≤

= ∈
 = ∈

 

 
(βλ. απόδειξη Πρότασης 0.5, Κεφαλαίου 0). Εξ υποθέσεως έχουµε: 
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( ) ( ) ( )0 1Tf x Tf x Tf x≤ + . 
Αρα 

( ) ( ) ( )
0 1

/ 2 / 2Tf Tf Tfd d dλ λ λ≤ +  
 
από τις παραπάνω ιδιότητες της συνάρτησης κατανοµής (βλ. 
ιδιότητα (iii)). Θεωρούµε δυο περιπτώσεις: 
 
(α): 1p = ∞ . Τότε 1Tg A g

∞ ∞
≤  για κάποια θετική σταθερά 1A . 

Επιλέγουµε 11/(2 )c A=  και έχουµε 
  

( )1 1 1 1 1 1
12 2

Tf x Tf A f Ac A
A
λ λλ

∞ ∞
≤ ≤ ≤ = = , 

άρα  

( ) ( )
1 1/ 2 :  0

2Tfd x X Tf x λλ µ   = ∈ > =    
. 

 
Επίσης από την ασθενή ( )0 0,p p  ανισότητα του T  παίρνουµε 
 

                                        ( )
0

0 0

0
0

2/ 2
p

Tf p

Ad fλ
λ

 ≤  
 

,                      (2) 

 
όπου 

00 00,
 pp p

Tg A g g L
∞

≤ ∀ ∈  για κάποια θετική σταθερά 0A . Από 
την Πρόταση 2.1 παίρνουµε: 
 

( )1

0

p p p
Tfp X

Tf Tf d p d dµ λ λ λ
∞ −= =∫ ∫ ( )

0

1

0
/ 2p

Tfp d dλ λ λ
∞ −≤ ∫ . 

 
Με χρήση της (2) έχουµε 
 

( ) ( )
( ){ }

0001
00 : 

2
ppp p p

p x X f x c
Tf p A f x d d

λ
λ µ λ

∞ − −

∈ >
≤ ∫ ∫  

 
         

( ) ( ) ( )00 0
/ 1

0 0
2

f x cpp p p

X
p A f x d dλ λ µ− −≤ ∫ ∫ ( ) ( )0 0

0 1
0

2 2p pp p

p

p A A f
p p

−=
−

. 

 
(β): 1p < ∞ . Από την υπόθεση ισχύουν οι κάτωθι ανισότητες: 
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( )
2

/ 2 ,   0,1
j

j j

p
j

Tf j p

A
d f jλ

λ
 

≤ = 
 

. 

 
Eργαζόµενοι όπως παραπάνω (για τυχαίο 0c > ) παίρνουµε: 
 

p
Tf ( ) ( )

( ){ }
0001

00 : 
2

ppp p

x X f x c
p A f x d d

λ
λ µ λ

∞ − −

∈ >
≤ ∫ ∫  

 
        ( ) ( )

( ){ }
1111

10 : 
2

ppp p

x X f x c
p A f x d d

λ
λ µ λ

∞ − −

∈ ≤
+ ∫ ∫  

         

        
0 0 1 1

0 1

0 1

0 1

2 2p p p p

p p p p p

p A p A f
p p c p p c− −

 
= + − − 

.                                     ■ 

 
Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη και τη γενική µορφή του θεωρήµατος: 
 
Θεώρηµα 2.1′ (Marcinkiewicz, γενική µορφή).  
 
Εστω ( ), ,X µ , ( ), ,Y ν  είναι χώροι µέτρου, ( )Y  είναι ο χώρος 
των µιγαδικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο Y , 0 11 ,p p≤ ≤ ∞ ,  

 
( ) ( ) ( )

0 1
: , , , ,p pT L X L X Yµ µ ν+ →  

 
είναι υπογραµµικός τελεστής, 0 11 ,q q≤ ≤ ∞ , 0 0p q≤ , 1 1p q≤ , 0 1q q≠  και 

0 1

1 1 t t
p p p

−
= + ,  ( )

0 1

1 1 ,   0,1t t t
q q q

−
= + ∈ . 

 
Αν ο T  είναι ( )0 0,p q -ασθενώς φραγµένος τελεστής και ( )1 1,p q -
ασθενώς φραγµένος τελεστής, τότε ο T  είναι ( ),p q -ισχυρώς 
φραγµένος τελεστής.                     
 
Παρατήρηση. Το θεώρηµα Marcinkiewicz γενικεύει το θεώρηµα 
Riesz-Thorin. Υστερεί όµως στον υπολογισµό της σταθεράς M  (βλ. 
θεώρηµα 1.5, Κεφ. 1).                                                               
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2.3 Η µεγιστική συνάρτηση των Hardy-Littlewood. 
 
Ορισµός 2.6 Εστω :f X ⊆ →\ ^  είναι Lebesgue µετρήσιµη 
συνάρτηση. Λέµε ότι η f  είναι τοπικά ολοκληρώσιµη στο X  αν 
   

( )   ,    
K
f x dx K X K< ∞ ∀ ⊂ συµπαγες∫ � . 

 
Ο χώρος όλων των τοπικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο X  
συµβολίζεται µε ( )1,locL X . 
 
Προφανώς  

( ) ( )1 1,locL X L X⊂ . 
 
Ο παραπάνω ορισµός γενικεύεται και για p − τοπικά ολοκληρώσιµες 
συναρτήσεις. Στο εξής συµβολίζουµε µε  
 

( ) { }:  r x y y x r= ∈ − < =\ ( ),x r x r− +  
 
το ανοικτό διάστηµα κέντρου x  και ακτίνας r  και µε A  το µέτρο 
Lebesgue µετρήσιµου συνόλου A . 
 
Ορισµός 2.7 Εστω ( )1,locf L∈ \ . Ορίζουµε τη µεγιστική συνάρτηση 
Ηardy-Littlewood της f  στο x∈\  ως εξής: 
 

                             ( ) ( ) ( )
( )0

1sup
r xr r

Mf x f y dy
x>

= ∫ .                         

Ισοδύναµα: 

( ) ( )
0

1sup
2 y rr

Mf x f x y dy
r <>

= −∫  

                                          

                                         [ ]( )( ),
0

1sup
2 r r

r
f x

r
χ −

>
= ∗ .                          (3) 

 
O ορισµός 2.7 γενικεύεται αναλόγως και στο χώρο n\ . Για κάθε x , 
η µεγιστική συνάρτηση Hardy-Littlewood µας δίνει το ελάχιστο άνω 
φράγµα των µέσων όρων της f  ως προς όλα τα διαστήµατα  
κέντρου x  και ακτίνας r . Προφανώς ( ) 0Mf x ≥ . Η απεικόνιση 
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f Mf→  
 
καλείται µεγιστικός τελεστής Hardy-Littlewood. Προφανώς ο  
τελεστής  

:M L L∞ ∞→   
είναι φραγµένος διότι 
 

( )1 2
2 2

x r

x r

rf y dy f f Mf f
r r

+

∞ ∞ ∞ ∞−
≤ = ⇒ ≤∫ . 

 
Με άλλα λόγια, ο M  είναι ( ),∞ ∞ -ισχυρώς (και εξ ορισµού ασθενώς) 
φραγµένος. Θα δείξουµε ότι 
 
Θεώρηµα 2.2  
 
Ο µεγιστικός τελεστής M  είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος (και 
εφόσον είναι και ( ),∞ ∞ -ασθενώς φραγµένος θα είναι και  
( ),p p − ισχυρώς φραγµένος για κάθε  1 p< < ∞ ).  

 
Για την απόδειξη του θεωρήµατος αυτού θα χρειασθούµε το 
ακόλουθο Λήµµα το οποίο παραθέτουµε χωρίς απόδειξη: 
 
Λήµµα 2.1 (κάλυψης Vitalli)  
 
Εστω { }a a A

E
∈

 είναι µια οικογένεια (αριθµήσιµη ή όχι) ανοικτών 
διαστηµάτων του \  µε sup a

a
E < ∞  και aa A

E E
∈

=∪ . Tότε υπάρχει  

ακολουθία { } { }k ak a A
E E

∈ ∈
⊂

`
 µε στοιχεία ξένα µεταξύ τους ανά δύο, 

έτσι ώστε 
                                          5 kk

E E
∈

≤ ∑ `
.                                      

 
Απόδειξη Θεωρήµατος 2.2. Θα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 
Marcinkiewicz. Σηµειώνουµε ότι ο M  είναι υπογραµµικός τελεστής 
και όπως ήδη έχουµε πει είναι ( ),∞ ∞  ασθενώς φραγµένος. Aρκεί να 
δείξουµε ότι ο M  είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος. Με άλλα λόγια 
θα δείξουµε ότι 
 

( ){ } 11, 1
0

sup    MfMf d C f f L
λ

λ λ
∞

>
= ≤ ∀ ∈ . 
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Εστω ( ){ }:  A x Mf xλ λ= > . Τότε, για κάθε x Aλ∈ , υπάρχει ακτίνα xr  
έτσι ώστε 
 

                    ( ) ( )1 12
2

x r x r

xx r x r
x

f y dy r f y dy
r

λ
λ

+ +

− −
> ⇒ <∫ ∫ .                  (4) 

 

Πραφανώς η οικογένεια  ( ){ }:  
xr
x x Aλ∈  καλύπτει το σύνολο Aλ . 

Από το Λήµµα 2.1 υπάρχει ακολουθία  
 

( ),  1,...
xkr kx k =  

 
ξένων µεταξύ τους ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων τέτοια ώστε  

 
( )5 5 2

x x kkx A r r xk k
A r

λλ ∈≤ ≤ =∑ ∑∪ . 

 
Απ’ αυτήν την ανισότητα και την (4) παίρνουµε 
 

( ) ( ) 1

5 55 2 k xk

k
k xk

x r

xk k x r
A r f y dy fλ λ λ

+

−
≤ ≤ ≤∑ ∑ ∫ . 

Αρα  
( )1 1

5 5MfA f d fλλ λ λ≤ ⇒ ≤ ⇒
1, 1

5Mf f
∞

≤ . 
 
Συνεπώς ο M  είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος τελεστής.             ■ 
 
Σηµείωση. To θεώρηµα 2.3 γενικεύεται και στον n\ . 
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2.4 Προσεγγιστικές µονάδες και µεγιστικοί τελεστές 
 
Ας δούµε τώρα άλλες κλάσεις µεγιστικών τελεστών. Πρώτα δίνουµε 
τον εξής: 
 
Oρισµός 2.8 Εστω { } 0

Kλ λ>
 είναι µια οικογένεια µετρήσιµων  

συναρτήσεων στο \  που ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες: 
 
(α) ( ) 1  K x dxλ λ= ∀∫\ , 
 
(β) ( )10

sup
L

K Cλ
λ>

≤ < ∞
\

 για κάποια (απόλυτη) σταθερά C ,                                        

 
(γ) ( )

0
lim 0

x
K x dxλδλ + ≥→

=∫  για κάθε φιξαρισµένο 0δ > . 

 
Τότε η οικογένεια { }Kλ  καλείται προσεγγιστική µονάδα.                                        
 
Μπορούµε εύκολα να κατασκευάσουµε προσεγγιστικές µονάδες ως 
εξής: Εστω ( )1Lφ ∈ \  είναι τέτοια ώστε ( ) 1x dxφ =∫\ . Τότε η 
οικογένεια   

                                          ( ) 1 xxλφ φ
λ λ

 =  
 

                                  (5) 

 
είναι µια προσεγγιστική µονάδα. Για κάθε τέτοια οικογένεια 
συναρτήσεων  και ( )pf L∈ \  ορίζουµε την ακολουθία τελεστών 
 
                                            U f fλ λφ= ∗ .                                       
Τότε η   
                                     ( ) ( )

0
supUf x U f xλ
λ>

=                                   (6) 

 
είναι µια µεγιστική συνάρτηση και επιπλέον ισχύει η ακόλουθη 
 
Πρόταση 2.2  
 
Εστω ( )1Lφ ∈ \  είναι θετική και άρτια συνάρτηση που είναι και 
φθίνουσα στο ( )0,+∞ , { }λφ  είναι όπως στην (5), Uf  είναι όπως στην 
(6) και Mf  είναι η µεγιστική συνάρτηση των Hardy-Littlewood. Τότε  
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( ) ( )
1
 

L
Uf x Mf xφ≤ . 

 
Αρα ο τελεστής  f Uf→  είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος και 
( ),p p − ισχυρώς φραγµένος για κάθε 1 p< ≤ ∞ . 
 
Απόδειξη. Εστω φ  είναι απλή συνάρτηση της µορφής  
 

( ) 101
  0,  

rj

n
j j j jk
a a r rφ χ +=

= > <∑ , 

και  

( ) ( )01

1
rj

n
jk

xx aλφ χ
λ λ=

 =  
 

∑ . 

Τότε  

( )
( ) ( )01

1 10
0j rj

j

n
j rk

r

xU f f a fλ λφ χ
λ λ=

 = ∗ = ∗  
 

∑  

                    ( )
( ) ( )01

10
0j rj

j

n
j rk

r

a f
λ

λ

χ
=

 
 = ∗
 
 

∑  

 
                    ( ) ( ) ( )

11
 0  

j

n
j r Lk

Mf x a Mf x φ
=

≤ =∑ , 
 
όπου η τελευταία ανισότητα προέκυψε από την (3). Αρα 
  

1L
Uf Mfφ≤ . 

 
Στη γενικότερη περίπτωση που η ( )1Lφ ∈ \  είναι µη απλή 
συνάρτηση, τότε ως γνωστό προσεγγίζεται σηµειακά από µια 
αύξουσα ακολουθία { }mg  απλών συναρτήσεων. Αν 
 

( ) ( )1 1
,m mg x g xλ λ λ− −= , 

 
τότε από το Λήµµα Fatou  
 
   

11
, , ,lim lim limm m m LLm m m

U f f f g U g g Mf Mfλ λ λ λ λ λφ φ
→∞ →∞ →∞

= ∗ ≤ ∗ = ≤ ≤ .  ■ 
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Πόρισµα 2.1  
 
Εστω ψ φ≤  όπου η φ  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις της Πρότασης 
2.1. Τότε   

( ) ( )
1

sup  
L

f x Mf xλ
λ

ψ φ∗ ≤ . 

 
Θεώρηµα 2.3 (Μεγιστικοί τελεστές και σύγκλιση σ.π.) 
 
Εστω 0λ > , ( ): ,pR L Xλ µ → ( ),  1Y p≤ < ∞  είναι µια ακολουθία 
γραµµικών τελεστών, όπου ( )Y  είναι ο χώρος των µιγαδικών 
µετρήσιµων συναρτήσεων στο Y  και  
 

( ) ( )supRf x R f xλ
λ

= . 

 
Αν ο τελεστής f Rf→  είναι ( ),p q −ασθενώς φραγµένος (για κάποιο 
1 q≤ < ∞ ), τότε το σύνολο 
 

( ) ( ) ( ){ }0
, :  lim ,  σηµειακα σ.π.pf L X R f x f xλλ
µ

+→
∈ = �  

 
είναι κλειστό στον ( ),pL X µ . 
 
Απόδειξη. Εστω { } ( ),n pf L X µ∈  έτσι ώστε lim nn

f f
→∞

=  µε τη νόρµα 

του pL  και ( ) ( )
0

lim n nR f x f xλλ +→
=  σηµειακά σ.π. Τότε 

 

( ) ( ){ }
0

:  limsupx X R f x f xλ
λ

µ α
+→

∈ − >  

 
( )( ) ( )( ){ }0

:  lim sup n nx X R f f x f f xλλ
µ α

+→
= ∈ − − − >  

 

( )( ){ }
0

:  limsup / 2nx X R f f xλ
λ

µ α
+→

≤ ∈ − >  

 

( )( ){ }
0

:  limsup / 2nx X f f x
λ

µ α
+→

+ ∈ − >  
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( )( ){ } ( )( ){ }:  /2 : /2n nx X R f f x x X f f xµ α µ α≤ ∈ − > + ∈ − >  
 

2 2 0,  
q p

n np p

C f f f f n
α α

   ≤ − + − → → ∞   
   

, 

 
διότι ο R  είναι ( ),p q −ασθενώς φραγµένος και ισχύει η (1). Αρα 
 

( ) ( ){ }
0

:  limsup 0x X R f x f xλ
λ

µ
+→

∈ − >  

 

( ) ( ){ }1
0

:  limsup 1/ 0
k

x X R f x f x kλ
λ

µ
+

∞

=
→

≤ ∈ − > =∑ .                            ■ 

 
Πόρισµα 2.2 (Lebesgue)  
 
Εστω ( ),  1pf L p∈ ≤ < ∞\ . Τότε 
 

( ) ( ) ( )
( )00

1lim
0 rr

r

f x y dy f x
+→

− =∫   σ.π. 

 
Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι ο µεγιστικός τελεστής Hardy-Littlewood 
είναι (1,1)-ασθενώς φραγµένος. Εστω  
  

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

1sup sup
0

Lf x L f x f x y dy
λ

λ
λ λ λ

 
= = −  

 
∫ . 

Τότε  
( ) ( )Lf x Mf x≤  

 
άρα ο Lf  είναι (1,1)-ασθενώς φραγµένος. Από το θεώρηµα 2.3 το 
σύνολο 
 

( ) ( ) ( ){ }0
:  lim ,  σηµειακα σ.π.pA f L L f x f xλλ +→

= ∈ = �\  

 
είναι κλειστό στον pL . Αλλά αν f  είναι συνεχής συνάρτηση πάνω 
σε φραγµένο φορέα τότε είναι εύκολο να δείξουµε ότι  
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( ) ( )
0

lim L f x f xλλ +→
= . 

 
Το σύνολο αυτών των συναρτήσεων είναι πυκνό στον pL  και 
ταυτόχρονα ανήκει στο σύνολο A . Εφόσον το A  είναι κλειστό 
αναγκαστικά pA L= .                                                                        ■ 
 
Σηµείωση. Το Πόρισµα 2.2 γενικεύεται και για 1,locf L∈ . 
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2.5 Ασκήσεις 
 
1. Υπολογίστε τη συνάρτηση κατανοµής fd  της απλής συνάρτησης 

( ) 1
,  
j

n
j A jj

s x b bχ
=

= ∈∑ \ , όπου jA  είναι ξένα µεταξύ τους ανά δύο 
µετρήσιµα σύνολα. 
 
2. Eστω ,f g  µετρήσιµες συναρτήσεις. ∆είξτε ότι  
 
(i)   Aν f g≤ , τότε f gd d≤ . 
 
(ii) Αν , 0k λ > , τότε ( ) ( ) ( )f g f gd k d k dλ λ+ + ≤ + . 
 
(iii) Αν , 0k λ > , τότε ( ) ( ) ( )fg f gd k d k dλ λ≤ + . 
 
(iv)  Aν nf f→  σηµειακά, τότε 

nf fd d→  σηµειακά. 
 
3. Αποδείξτε την Πρόταση 2.1. 
 
4. Εστω :f E→^  είναι µετρήσιµη συνάρτηση, 0a >  είναι µια 
σταθερά και ( ){ }:  aA x E f x a= ∈ > . Αν 
 

( )( )c aa
a AA
h f a sign fχ χ= +  και  ( )( )( )

aa Ag sign f f a χ= − , 
 
δείξτε ότι: 
 
(i) a af g h= + . 
 

(ii) ( ) ( )
ag fd b d a b= +  και ( ) ( )

0a

f
h

d b b a
d b

b a
<

= 
≥

. 

 
5. ∆είξτε την ανισότητα Chebychev 
 

( ) ( ){ }( ):  ,   0
p

p
f p

f
d x f xλ µ λ λ

λ
= > ≤ > . 
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6. Βρείτε συνάρτηση ( ),pf L ∞∈ \ , αλλά ( ) ( ),  1pf L p∉ ≤ < ∞\ . 
 
7. Εστω ( ), ,pf L X µ∞∈  και E X⊂  µε ( )Eµ < ∞ . Αν 1 q p≤ < < ∞  
δείξτε ότι 
 

(i) ( ) ( ) ( ),

1 /

q p

q qq p

L E L X

pf E f
p q

µ
∞

−≤
−

. 

 
(ii) ( ) ( ) ( ),p p qL X L X L X∞⊆ ⊆ , υπό την προϋπόθεση ( )Xµ < ∞ . 
 
Υπόδειξη. Χρησιµοποιείστε την Πρόταση 2.1 και το γεγονός ότι  
 

( ){ }( ) ( ) ,:  min ,
p

p
p

f
E x f x Eµ λ µ

λ
∞

 
 ∩ > ≤
 
 

. 

 
8. Εστω 0 p r q< < < ≤ ∞  και ( ) ( ), ,, ,p qf L X L Xµ µ∞ ∞∈ ∩ . ∆είξτε ότι  

( ),rf L X µ∈  αποδεικνύοντας ότι  
 

1
, , , ,

a a
p q rr p q

f C f f −

∞ ∞
≤ , 

όπου ( )0,1a∈ . 
 
9. Aν T  είναι ( ),p q − ισχυρώς φραγµένος γραµµικός τελεστής δείξτε 
ότι ο T  είναι ( ),p q −ασθενώς φραγµένος τελεστής. 
 
10. Εστω 1 p r< < ≤ ∞ , ( ),X µ  χώρος µέτρου και T  είναι 
( )1,1 −ασθενώς φραγµένος γραµµικός τελεστής µε νόρµα 

1 1,L L
T

∞→
 

και  ( ),r r − ισχυρώς φραγµένος µε νόρµα 
r rL L

T
→

. ∆είξτε ότι ο T  

είναι ( ),p p − ισχυρώς φραγµένος τελεστής. Στη συνέχεια δείξτε ότι  
 

( 1) / 2 ( 1) / 2

1

p p p r rp

a a

L L L L L L
T T T

+ +

−

→ → →
≤   

 
για κάποιο ( )0,1a∈ . 
 
Υπόδειξη. Χρησιµοποιείστε την ασθενή µορφή του θεωρήµατος  
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Marcinkiewicz και στη συνέχεια χρησιµοποιείστε κατάλληλα το 
θεώρηµα 1.5 παρεµβολής Riesz-Thorin.  
 
11. ∆είξτε ότι η οικογένεια Poisson ( ) 2 2

1 ,  0P x
xλ

λ λ
π λ

= >
+

 είναι µια 

προσεγγιστική µονάδα. 
 
12. Αν ( )f L∞∈ \  είναι συνεχής σε σηµείο 0x  και { } 0

Kλ λ>
 είναι µια 

προσεγγιστική µονάδα, δείξτε ότι ( ) ( )0 00
lim f K x f xλλ +→

∗ =  σηµειακά. 

 
13. Αν ( ) ( ) 1pf L p∈ ≤ < ∞\  και ( ) 1 xxλ ψ

λ λ
 Ψ =  
 

 είναι µια 

προσεγγιστική µονάδα, όπου ( ) ,  1
1 | |a
Cx a
x

ψ ≤ >
+

, δείξτε ότι  

 
( ) ( )

0
lim f K x f xλλ +→

∗ =  σ.π. στο \ . 

 
Υπόδειξη. Συνδυάστε την Πρόταση 2.2, το Πόρισµα 2.1 και το 
Θεώρηµα 2.3 µε την άσκηση 12 και το γεγονός ότι το σύνολο των 
συνεχών συναρτήσεων µε φραγµένο φορέα είναι πυκνό στον 

( )pL \ . 
 
14. Αν Mf  είναι η µεγιστική συνάρτηση των Hardy-Littlewood 
υπολογίστε την [ ], ,  ,  ,a bM a b a bχ < ∈\ .  
 
15. Αν η µεγιστική συνάρτηση Mf  των Hardy-Littlewood 
µηδενίζεται για κάποιο 0x ∈\ , δείξτε ότι ( ) 0Mf x =  σ.π. στο \ .  
 
16. Εστω ( )1f L∈ \ , 0f ≠ . ∆είξτε ότι η µεγιστική συνάρτηση    

( )1Mf L∉ \ . 
 
17. Αν Mf  είναι η µεγιστική συνάρτηση των Hardy-Littlewood, 
B ⊂ \  φραγµένο και 0C >  σταθερά, δείξτε ότι 
   

2 log
B
Mf B C f f+≤ +∫ ∫\ , 
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όπου { }log max log ,0t t+ = . 
 

18. Εστω ,
1, ,  ,

2 2n k n n

k kE k n+ = ∈ 
]  είναι «δυαδικά» διαστήµατα. 

Ορίζουµε το «δυαδικό» µεγιστικό τελεστή 
 

( )dM f x = ( )sup ,d
n
M n x

∈`
, 

όπου 

( ) ( ) ( ) ( )
,

,
1

,

1, ,   
n k

n k
d Ek E

n k

M f n x f y dy x f L
E

χ
∈

 
= ∈  

 
∑ ∫`

\ . 

 
(α) ∆είξτε ότι ο τελεστής dM  είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος και 
( ),∞ ∞ − ισχυρώς φραγµένος.  
 
(β) ∆είξτε ότι ο dM  είναι ( ),p p − ισχυρώς φραγµένος για κάθε 
1 p< < ∞ .  ` 
 
(γ) ∆είξτε ότι ( ) ( )lim ,dn

M f n x f x
→∞

=  σ.π.  
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Κεφάλαιο 3 
 

Ολοκλήρωµα Fourier 
 
3.1 Εισαγωγή  
 
∆ιαισθητικά το ολοκλήρωµα Fourier είναι οριακή περίπτωση των 
σειρών Fourier µε την ακόλουθη έννοια:  
 
Εστω ( )1g L∈ \ . Τότε η g  δε µπορεί ν’ αναπτυχθεί σε σειρά Fourier 
γιατί δεν είναι περιοδική συνάρτηση. Απ’ την άλλη µεριά η g  
προσεγγίζεται σηµειακά και µε την 1L − νόρµα από την ακολουθία 

συναρτήσεων [ ]{ }/ 2, / 2N N N
gχ − ∈`

. Ας ορίσουµε τώρα τη N −περιοδική 

συνάρτηση Nf  έτσι ώστε 
  

( ) ( ) [ ],   / 2,  / 2Nf x g x x N N= ∀ ∈ − . 
 
Τότε (φορµαλιστικά) 
 

( ) l ( ) 2 /inx N
N

n

f x f n e π
∞

=−∞
∑∼ ( )

2 2/ 2

/ 2

1 n nit ixN
N N

N
n

g t e dt e
N

π π∞ −

−
=−∞

 
=  

 
∑ ∫  

 

[ / 2, / 2)N Ngχ − ( )
2 21 n nit ix

N N

n

g t e dt e
N

π π∞ −

=−∞

 
 
 

∑ ∫\� , 

 
και για N → ∞   

g ∼ ( )( )2 2it ixg t e dt e dπ γ π γ γ−∫ ∫\ \
, 

 
ερµηνεύoντας τη σειρά ως άθροισµα Riemann ως προς τη 
µεταβλητή γ . Το εσωτερικό ολοκλήρωµα είναι µια συνάρτηση lg  
που καλείται µετασχηµατισµός Fourier της g  και παίζει ρόλο 
ανάλογο µε την ακολουθία των συντελεστών Fourier, αλλά για µη  
περιοδικές συναρτήσεις. Το εξωτερικό ολοκλήρωµα καλείται αντίστ-
ροφος µετασχηµατισµός Fourier της lg . Και τα δυο ολοκληρώµατα  
µαζί είναι το ανάλογο της σειράς Fourier για µη περιοδικές 
συναρτήσεις.  
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Υπ’ αυτή την έννοια αναµένουµε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier 
στην πραγµατική ευθεία έχει παρόµοιες ιδιότητες µ’ αυτές των 
σειρών Fourier και αυτό σε γενικές γραµµές είναι αληθές. Οι 
διαφοροποιήσεις οφείλονται κυρίως στο γεγονός ότι οι χώροι ( )pL \  
δεν περιέχονται ο ένας µέσα στον άλλο όπως συµβαίνει µε τους 

( )pL T .   
 
Κλείνοντας αναφέρουµε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ένα 
βασικό εργαλείο της Αρµονικής Ανάλυσης. Με τη χρήση του µελε-
τούµε τον τελεστή Laplace, επιλύουµε διαφορικές εξισώσεις, 
προβλήµατα ανάλυσης χρόνου/συχνότητας κλπ.    
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3.2  Ο µετασχηµατισµός Fourier ολοκληρώσιµων συναρτή-
σεων. 
 
Ορισµός 3.1 Εστω ( )\  είναι ο χώρος των Lebesgue µετρήσιµων 
συναρτήσεων και :f →\ ^  είναι µετρήσιµη και ολοκληρώσιµη 
συνάρτηση, δηλαδή ( )1 1:f L L∈ = \ . Τότε ο γραµµικός τελεστής 
   

� ( ) ( ) � ( ) ( ) 2
1: :   ixS L S f f x e dxπ γγ −→ = ∫\\ \  

 
είναι καλά ορισµένος. Η εικόνα �S f  καλείται  µετασχηµατισµός 
Fourier της f . Για απλότητα χρησιµοποιούµε και το συµβολισµό 
 
                                                 �ˆ :f S f= .                                             

 
Στο εξής (και όταν δε δηµιουργείται παρανόηση) θα γράφουµε 

( ):p pL L= \  για τους συνήθεις pL −χώρους των p −ολοκληρώσιµων 
συναρτήσεων, ( ):k kC C= \ , 0,1,2,...k =  για τους χώρους των 
k −παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε συνεχή k -παράγωγο (για 

0k =  ( )0 0:C C= \  είναι ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων) και 
( ):p p=A A ]  µε τις συνήθεις νόρµες. Υπενθυµίζουµε ότι 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    1p q r p qL L L L L p r q⊆ ⊆ + ≤ < < ≤ ∞\ ∩ \ \ \ \ . 

 
Κατ’ αρχήν αναφέρουµε χρήσιµες ιδιότητες του µετασχηµατισµού 
Fourier που αποδεικνύονται εύκολα: 
 
Πρόταση 3.1 
 
F1. Για κάθε 1,f g L∈  ισχύει 
 

( )n ˆ ˆ,    ,af bg af bg a b+ = + ∈^  (γραµµικότητα). 
 
F2. Αν ( )f fτ τ= ⋅ − , τότε  
 

l ( ) ( ) 2ˆ if f e π γτ
τ γ γ −=  (µετάθεση στο χρόνο). 

 
F3. Για ω ∈\  ισχύει: 
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n ( ) ( )2 ˆie f fπ ω γ γ ω= −i  (µετάθεση στις συχνότητες). 
 
F4. Για { }0a∈ −\  ισχύει: 
 

( )n ( ) 1 ˆf a f
a a

γγ  ⋅ =  
 

 (διαστολή). 

 
F5. l ( ) ( )ˆ ,   f fγ γ γ= − ∈\ . 
 
F6. Εστω 1f L∈ . Αν ( ) ( )

x
F x f t dt

−∞
= ∫  και 1F L∈ , τότε η F  είναι 

απόλυτα συνεχής και  
 

( ) ( ) { }
ˆ

ˆ ,   0
2
f

F
i
γ

γ γ
π γ

= ∈ −\  (αντιπαράγωγος στο χρόνο). 

 
F7. Αν ( )( )

1, ,..., kf f f L′ ∈ \  και ( ), ,..., 0,  kf f f x′ → → ∞ , τότε: 
 

n ( ) ( ) ( )( ) ˆ2 kkf i fγ π γ γ=  (παράγωγοι στο χρόνο). 
 
F8. Αν ( )1f L∈ \  και ( ) ( )1xf x L∈ \ τότε η lf  είναι παραγωγίσιµη και: 
 

( ) l ( ) l( ) ( )2  i xf fπ γ γ′
− =  (παράγωγος στις συχνότητες). 

 
F9. Εστω  

( ) ( ) ( )f g x f x t g t dt∗ = −∫\  
 
είναι η συνέλιξη δυο µετρήσιµων συναρτήσεων 1,f g L∈ . Τότε 
 

n ( ) l l( ) ( ),  f g f gγ γ γ γ∗ = ∈\  (συνέλιξη στο χρόνο). 
 
Είναι εύκολο να δούµε ότι  
 

l
1LL

f f
∞

≤ . 
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Λήµµα 3.1 
 
Αν 1,f g L∈ , τότε l ( ) ( ) ( ) l ( )f x g x dx f x g x dx=∫ ∫\ \

.                           
 
Aπόδειξη. Αµεση, χρησιµοποιώντας τον ορισµό 3.1.                    ■ 
 
Ας υπολογίσουµε το µετασχηµατισµό Fourier συναρτήσεων που θα 
χρησιµοποιούµε συχνά  παρακάτω. 
 
(Α)   Αν [ ] ( )/ 2, / 2  0A Af Aχ −= > , τότε µε άµεσο υπολογισµό παίρνουµε 

l ( ) ( )A
f

ηµ π γ
γ

πγ
= . Επίσης, αν ( ) ( ) ( )0

Ax
f x A

x
ηµ π

π
= > , τότε χρησιµο-

ποιώντας τη θεωρία ολοκληρωτικών υπολοίπων παίρνουµε  
l ( ) [ ] ( )/ 2, / 2A Af γ χ γ−= . Στο εξής γράφουµε 
 

( )
( ) ( )/ 2, / 2 0A A

Ax
A

x
ηµ π

χ
π −↔ > . 

 

(Β) Αν [ ] ( ),1  0A A

x
f A

A
χ −

 
= − > 

 
, τότε l ( ) ( )

( )

2

2
1 A

f
A

ηµ π γ
γ

πγ
= , διότι 

[ ] [ ]/ 2, / 2 / 2, / 2
1

A A A Af
A

χ χ− −= ∗  και το αποτέλεσµα προκύπτει από το 

θεώρηµα συνέλιξης F9 και την (Α). Επίσης αν ( ) ( )
( )

2

2

Ax
f x

A x
ηµ π

π
= , 

τότε l ( ) [ ] ( ) ( ),1  0A Af A
A
γ

γ χ γ−

 
= − > 

 
. Ετσι  

 
( )

( ) [ ] ( ) ( )
2

2 ,
1 1  0A A

Ax
A

A Ax
γηµ π

χ γ
π −

 
↔ − > 

 
. 

 

Υπενθυµίζουµε ότι αν 
2

2

( )( )
( )

xF x
x

ηµ π
π

= , τότε η παραπάνω οικογένεια 

συναρτήσεων ( ) 0A A
F

>
 µε  
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( ) ( )
( )

2

2
1( )  A

Ax
F x A F Ax

A x
ηµ π

π
= =  

 
είναι η προσεγγιστική µονάδα του Feyer (για A→ ∞ ). 
 
(Γ) Αν ( ) xf x e−= , τότε µε απευθείας υπολογισµό παίρνουµε 

l ( )
( )2

2
1 2

f γ
πγ

=
+

 και αντιστρόφως. Υπενθυµίζουµε ότι αν 

( )2
2( )

1 2
P x

xπ
=

+
, τότε η οικογένεια συναρτήσεων ( ) 0

Pλ λ>
 µε  

( )22

1 2( )
2

xP x P
xλ

λ
λ λ λ π

 = = 
  +

 

 
είναι η προσεγγιστική µονάδα του Poisson (για 0λ +→ ). Ετσι  
 

( )
( )22

2 0
2

e
x

λ γλ λ
λ π

−↔ >
+

. 

 
(∆) Αν ( ) 2xf x e π−= , τότε l ( ) 2

f e πγγ −=  και αντιστρόφως. Πράγµατι,  
 
l ( )

l ( )2 22 22x i x x i xd f
f e e dx i xe e dx

d
π π γ π π γγ

γ π
γ

− − − −= ⇒ = −∫ ∫\ \
 

 

         ( ) ( )2 2 22 2 2x i x x i x x i x

x
i e e dx ie e i e e dxπ π γ π π γ π π γ

∞
− − − − − −

−∞

′
= = −∫ ∫\ \

 

 
         l ( )2 22 2x i xe e dx fπ π γπγ πγ γ− −= − = −∫\ . 
 
Kαταλήγουµε στην επίλυση µιας οµογενούς γραµµικής διαφορικής 
εξίσωσης 1ης τάξης 

l ( ) l ( )2 0
d f

f
d

γ
πγ γ

γ
+ = , 

 
η λύση της οποίας είναι η   
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l ( ) l ( ) l ( ) 22
0 0

d
f f e f e

π γ γ πγγ
− −∫= = . 

Αλλά:  
 
l ( )( ) ( ) ( )2 22 2

2

22 2

0 0
0 lim 1

rx yx r

r
f e dx e dxdy e rdrd

πππ π θ− +− −

→∞
= = = =∫ ∫ ∫ ∫\ \

,  

 
και εφόσον l ( )0 0f >  τελικά παίρνουµε l ( )0 1f =  και 

 
l ( ) 2

f e πγγ −= . 
 
Αν 

2
( ) xG x e π−= , τότε η οικογένεια συναρτήσεων ( ) 0

Gλ λ>
 µε  

 
2 2/1 1( ) xxG x G e π λ

λ λ λ λ
− = = 

 
 

 
είναι η προσεγγιστική µονάδα του Gauss (για 0λ +→ ). Ετσι  
 

( )2 2 2 2/1 0xe eπ λ πλ γ λ
λ

− −↔ > . 

Λήµµα 3.2  
 
Εστω ( )1f L∈ \  και lf  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της f . Τότε:  
 
(α) Η lf  είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση στο \ .  
 
(β) (αντιστροφής): Aν l 1f L∈ , τότε  
 

( ) l ( ) 2 i xf x f e dπ γγ γ= ∫\  σ. π. στο \ . 
 
(γ) (Μοναδικότητας): Aν l ( ) 0 f γ γ= ∀ ∈\ , τότε 0f =  σ.π. στο \ . 

 
(δ) (Riemann-Lebesgue):  ( )ˆlim 0f

γ
γ

→∞
= . 

 
Απόδειξη.  
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(α) l ( ) l ( ) ( ) ( ) ( )2

0
1 2 0ihx

h
f f h f x e dx f x hx dxπγ γ ηµ π−

→
− + ≤ − = →∫ ∫\ \

 

 
λόγω κυριαρχούµενης σύγκλισης. Η συνέχεια είναι οµοιόµορφη διότι 
το φράγµα ( ) ( )f x hx dxηµ π∫\  είναι ανεξάρτητο του γ . 
 
(β) Θεωρούµε την προσεγγιστική µονάδα Poisson ( ) 0

Pλ λ>
 µε  

 

( )
( )22

2
2

Pλ
λγ

λ πγ
=

+
. 

 
Τότε, απ’ το Λήµµα 3.1 και το γεγονός ( )e Pλ γ

λ γ− ↔  (βλέπε (Γ) 
παραπάνω) παίρνουµε  
 

l ( ) ( ) ( ) ( )2 i xf e e d f y P y x dy f P xλ γ π γ
λ λγ γ− = − = ∗∫ ∫\ \

. 
 
Για 0λ +→ , χρησιµοποιούµε το θεώρηµα κυριαρχούµενης 
σύγκλισης (όσον αφορά το αριστερό µέλος της παραπάνω 
ισότητας) και το γεγονός ότι l ( ) ( )

0
lim f P x f xλ
λ +→

∗ =  σ.π. (όσον αφορά 

το δεξιό µέλος της παραπάνω ισότητας) και παίρνουµε το 
ζητούµενο. 
 
(γ) Αµεση, απ’ το θεώρηµα αντιστροφής (β). 
  
(δ) Eπειδή 1ie π− = −  έχουµε 
  

l ( ) ( )
12

2 21
2

i x
i xf f x e dx f x e dx

π γ
γ π γγ

γ

 
− +  −   

= − = − − 
 

∫ ∫\ \
, 

άρα 
l ( ) ( ) 212

2
i xf f x f x e dxπ γγ

γ
−  

= − −  
  

∫\ , 

συνεπώς: 

                                   l ( )
1

12
2

L

f f fγ
γ

 
≤ − ⋅ − 

 
.                             (1) 

  
Είναι όµως γνωστό ότι το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων µε 
φραγµένο φορέα είναι πυκνό στον ( )pL \  για κάθε 1 p≤ < ∞ . Αρα 
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για κάθε 0ε >  υπάρχει συνεχής συνάρτηση g  µε το φορέα αυτής να 
είναι ένα συµπαγές διάστηµα [ ], ,  0A A A− >  έτσι ώστε 
   

1L
f g ε− < . 

 
Εφόσον δε η g  είναι και οµοιόµορφα συνεχής, για την παραπάνω 

επιλογή του ε  παίρνουµε ( )0 / 4
L

gδ ε
∞

< =  έτσι ώστε  

 
[ ], ,x y A A∀ ∈ −  µε ( ) ( ) /(4 )x y g x g y Aδ ε ′− < ⇒ − < . 

 
Για την παραπάνω επιλογή της g  το δεξιό µέλος της ανισότητας (1) 
είναι φραγµένο από: 
 

1

1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2L

L L L

f f f g g g g f
γ γ γ γ

       
− ⋅ − ≤ − + − ⋅ − + ⋅ − − ⋅ −       

       
 

                           
1 1

1

1
2L L

L

f g g g g f
γ

 
≤ − + − ⋅ − + − 

 
. 

 

Για 1 1
2 2

δ γ
γ δ

< ⇒ >  έχουµε (λόγω οµοιόµορφης συνέχειας της g ) 

 

( )
1

1 1
2 2

L

g g g x g x dx
γ γ

   
− ⋅ − = − −   

   
∫\  

 

( ) 1( )
2

A A A

A A A
g x g x dx

δ

δ γ
− +

− + −

 
= + + − − 

 
∫ ∫ ∫ { }2 max ,

2 L
gε δ ε ε ε

∞

′
′ ′′< + < = . 

 
Ετσι η (1) γίνεται 
 

l ( )
1

1 10 0 :  2 3
2 2

L

: f f fε δ γ γ γ ε
δ γ

 ′′ ′′∀ > ∃ > ∀ > ⇒ ≤ − ⋅ − ≤ 
 

 

 
και έχουµε το ζητούµενο.                                                                  ■ 
 
Εστω  
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( ) ( ) ( ){ }0 0 0: :  lim 0
x

f C f x
→∞

= = ∈ =C C \ \  

 
είναι ο χώρος όλων των συνεχών συναρτήσεων στο \  που τείνουν 
στο µηδέν στο άπειρο. Τότε από το Λήµµα 3.1 διαπιστώνουµε ότι η 
απεικόνιση �S  (βλ. ορισµό 3.1) είναι 1-1 και η εικόνα της είναι µέσα 
στο χώρο 0C , δηλαδή 
                                            � 1 0:S L →C .                                          (2) 
 
Οπως όµως και στις σειρές Fourier η �S  δεν είναι επί του χώρου 0C . 
∆ηλαδή υπάρχουν συναρτήσεις στο 0C  που δεν είναι  µετασχηµα-
τισµός Fourier καµιάς ολοκληρώσιµης συνάρτησης. Το πρόβληµα 
του χαρακτηρισµού της εικόνας του µετασχηµατισµού Fourier είναι 
εξαιρετικά δύσκολο και ουσιαστικά άλυτο.   
 
Τέλος, από τις ιδιότητες F6 και Φ7 σε συνδυασµό µε το Λήµµα 3.1 
(γ) (Riemann-Lebesgue) έχουµε: 
 
• Αν 1f L∈ , τότε ( ) ( )ˆ 1f γ = .  
 
• Αν ( )

1
kf L∈ , τότε l ( ) ( )1/ kf γ γ= . 

 
(Εδώ ( )f g=  αν / 0,  f g γ→ → ∞ ). Όπως και στις σειρές Fourier, 
η «λειότητα» της f  αντανακλάται στην τάξη µε την οποία ο 
µετασχηµατισµός Fourier της f  φθίνει στο άπειρο.  
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3.3 Ο µετασχηµατισµός Fourier στον ( )2L \     
 
Στην προηγούµενη παράγραφο µελετήσαµε τo µετασχηµατισµό 
Fourier �S . Με άλλα λόγια, από τη γνώση µιας συνάρτησης 1f L∈  
ορίσαµε µια νέα συνάρτηση   
 

( ) ( ) 2ˆ ,   i xf f x e dxπ γγ γ−= ∈∫\ \ .  
 
Για πιο λόγο όµως να το κάνουµε αυτό;  
 
Οπως ήδη είπαµε στην παράγραφο 3.1 ο µετασχηµατισµός Fourier 
γενικεύει την έννοια του συντελεστή Fourier. Υπ’ αυτή την έννοια ο 
µετασχηµατισµός Fourier αποτελεί µια ανάλυση της f  σ’ ένα νέο 
πεδίο, το πεδίο των συχνοτήτων της. Για παράδειγµα, αν ( ) 0f x =  

για κάθε x∉T , τότε oι τιµές l ( ),  f n n∈] , είναι ίσες µε τους 
συντελεστές Fourier της f  θεωρώντας την f  ως 1-περιοδική 
συνάρτηση. Φυσικά είναι σηµαντικό να βρούµε συνθήκες ώστε να 
µπορούµε µε µοναδικό και εύχρηστο τρόπο (και µε κάποια έννοια) 
να ανακατασκευάσουµε την f  από το µετασχηµατισµό Fourier της.  
Η κατάσταση είναι πιο δύσκολη σε σχέση µε τις σειρές Fourier διότι 
 

• η ανάλυση της f  πραγµατοποιείται µέσω υπεραριθµήσιµου 
πλήθους «βασικών» συναρτήσεων της µορφής { }2 ie π γ

γ

− ⋅

∈\
, 

 
• οι συναρτήσεις 2 i xe π γ−  δεν ανήκουν σε κανέναν χώρο ( )pL \ , 

 
• οι χώροι ( )pL \  δεν είναι ο ένας µέσα στον άλλο, 

 
• και ο µετασχηµατισµός Fourier δεν είναι (εν γένει) ολοκληρώ-

σιµη συνάρτηση.   
 
Ας θεωρήσουµε λοιπόν ( ) ( )1 2 2f L L L∈ ⊂∩ \ \  για να εκµεταλ-
λευθούµε τα εργαλεία των χώρων Hilbert. Υπενθυµίζουµε ότι το 
σύνηθες εσωτερικό γινόµενο του ( )2L \  είναι το 
 

( ) ( ),f g f x g x dx= ∫\ . 
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Εστω 
� ( ) ( ) � ( ) ( ) 2

1 2 0: :   ixS L L S f f x e dxπ γγ −→ = ∫C
\

∩ \ \  
 
είναι ο περιορισµός του τελεστή Fourier �S  (βλ. ορισµό 3.1 και (2)) 
πάνω στον 1 2L L∩ . Αρχικά θα δείξουµε ότι  
 

� ( )2S f L∈ \ .  
Εστω 

( ) ( ) ( ) ( ),g x f x f f x y f y dy= + ⋅ = +∫\ . 
 
Η g  είναι φραγµένη (Cauchy-Swchartz), oλοκληρώσιµη (συνέλιξη  
ολοκληρώσιµων συναρτήσεων) και οµοιόµορφα συνεχής συνάρ-
τηση στο \ , το τελευταίο διότι 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) g x g x h f x y f x h y f y dy− + ≤ + − + +∫\  
 
                                      ( )

22
0,  0

LL
f f h f h≤ − ⋅ + → →  

 
(το γεγονός ( )

2
0,  0

L
f f h h− ⋅ + → →  οµοιόµορφα φαίνεται όπως 

στην απόδειξη του Λήµµατος 3.2 (δ)). Τότε  
 

l ( ) l ( )
2

g y f y= . 

Από το Λήµµα 3.1 ισχύει  
 
                   l ( ) ( ) ( )l ( ) 1,   g y K y dy g K d K Lγ γ γ= ∀ ∈∫ ∫\ \

.                (3) 
 
Θεωρούµε την προσεγγιστική µονάδα Poisson { } 0

Pλ λ>
, οπότε η (3) 

γράφεται: 
 

l ( ) ( ) ( ) ,   yg y e dy g P dλ
λγ γ γ− =∫ ∫\ \

 
ή ισοδύναµα 

l ( ) ( )
2

0yf y e dy g Pλ
λ

− = ∗∫\ . 

 
Παίρνουµε 0λ +→  και στα δυο µέλη της παραπάνω ισότητας και 
έχουµε  
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l ( ) ( )

2

0 0
lim lim 0yf y e dy g Pλ

λ
λ λ+ +

−

→ →
= ∗∫\ l ( ) ( ) ( )

2 2
0f y dy g f x dx⇒ = =∫ ∫\ \

. 

 
Tελικά: 

� l
22 2
LL L

S f f f= = , 

 
άρα ο τελεστής �S  είναι ισοµετρία και συνεπώς είναι 1-1. Ας δούµε 
τώρα την εικόνα �( )R S  του �S . Εφόσον { }2

1 2, 0

ie e L Lλπ γ

γ λ

−

∈ >
∈ii

\
∩ , 

έχουµε  n ( ) �( )2 ie e P R Sλπ γ
λ γ− = − ∈ii i . Για κάθε �( )w R S

⊥
∈  έχουµε  

 
n2 , 0ie e wλπ γ − = ⇔ii ( ) ( ), 0 0P w P wλ λγ γ⋅ − = ⇔ ∗ = . 

Αλλά  

0
lim P w wλλ +→

∗ = , 

 

µε την 2L −νόρµα, άρα 0w =  και �( ) { }0R S
⊥

= . Συνεπώς  

 
�( ) ( )2R S L= \ , 

 
δηλαδή η εικόνα του τελεστή είναι πυκνή στον 2L . Συνοψίζοντας, 
δείξαµε ότι η απεικόνιση �S  είναι ισοµετρία από ένα πυκνό 
υποσύνολο του 2L  (τον 1 2L L∩ ) πάνω σ’ ένα πυκνό υποσύνολο του 

2L . Από τα θεωρήµατα Β1 και Β3 του Παραρτήµατος Β, ο τελεστής 
�S  επεκτείνεται συνεχώς και µε µοναδικό τρόπο σ’ όλο τον 2L  σε µια 
ισοµετρία επί του 2L . Τότε ο �S  είναι ορθοµοναδιαίος τελεστής (βλ. 
Πρόταση Β4 Παράρτηµα Β), συνεπώς  
    

� �1 *
S S

−
= , 

 
όπου �

*
S  είναι ο συζυγής τελεστής του �S . Aρα για κάθε 2,f g L∈   

 
� � ( )( ) ( ) �

2 2 2

* *2, , ,ixy

L L L
S f g f S g f y e dy g x dx f S gπ−= ⇔ =∫ ∫\ \

 



 - 89 -

( ) ( ) � � ( ) �
22 2

* *2 , , ,ixy

LL L
f y g x e dxdy f S g f Sg f S gπ⇔ = ⇔ − =∫ ∫\ \

i . 

 
Σηµείωση. Στην παραπάνω, γράφουµε φορµαλιστικά 

( ) 2 ixf x e dxπ−∫ i

\
 και ( ) 2 ixg x e dxπ−∫ i

\
 για τα όρια µε την 2L − έννοια 

ακολουθιών 1 2L L∩ -συναρτήσεων, π.χ. της µορφής 
m ( ) ( ) 2N i x
N N
f f x e dxπ γγ −

−
= ∫  και m ( ) ( ) 2N i x

N N
g g x e dxπ γγ −

−
= ∫  αντιστοίχως.  

 
Τελικά:  

� � � ( )
1 *

S g S g Sg
−

= = −i . 
 
∆ηλαδή ο αντίστροφος τελεστής �

1
S

−
 είναι η ανάκλαση του �S . Tέλος, 

ορίζουµε τη σύνθετη απεικόνιση 
 

� � � � l ( )
1 1 2

2 2: :  iS S L L S S f f f e dπ γγ γ
− −

→ = = ∫ i

\
, 

 
όπου πάλι το παραπάνω ολοκλήρωµα νοείται ως όριο µε την 

2L − έννοια ακολουθιών συναρτήσεων ( ) l ( ) 2N i x
N N
f x f e dπ γγ γ

−
= ∫ . 

∆ηλαδή 
     

l ( ) 2 ,if f e dπ γγ γ= ∫ i

\
 

 
µε την έννοια 

l ( )
2

2lim 0
N i

NN L
f f e dπ γγ γ

−→∞
− =∫ i . 

 
Ο �S  είναι τελεστής ανάλυσης και ο �

1
S

−
 είναι τελεστής σύνθεσης 

και καλείται αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier της lf . Ο 
τελεστής  

l ( ) 2 iTf f e dπ γγ γ= ∫ i

\
 

 
καλείται ολοκλήρωµα Fourier της f . ∆είξαµε το ακόλουθο: 
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Θεώρηµα 3.2 (Plancherel)  
 
Σε κάθε συνάρτηση ( )2f L∈ \  αντιστοιχεί µοναδική συνάρτηση 
l ( )2f L∈ \  που ορίζεται ως όριο µε την 2L -έννοια οποιασδήποτε  
ακολουθίας ( )1 2L L∩ \  συναρτήσεων, π.χ. ως   
  

l ( )
2

2lim 0
N ix

NN L
f f x e dxπ−

−→∞
− =∫ i , 

τέτοια ώστε:  
 

• Αν ( )1 2f L L∈ ∩ \  τότε η lf  ταυτίζεται µε το µετασχηµατισµό 

Fourier �S f  του ορισµού 3.1. 
 
• l

22
2 

LL
f f f L= ∀ ∈ .  

 
• ( ) 2ˆ if f e dπ γγ γ= ∫ i

\
 µε την 2L − έννοια, δηλαδή 

 
l ( )

2

2lim 0
N i

NN L
f f e dπ γγ γ

−→∞
− =∫ i . 

 
Σηµειώνουµε ότι για κάθε 2,f g L∈  ισχύει η ταυτότητα Parseval 
 

l l
2 2

, ,
L L

f g f g= . 

 
Φυσικά η κατά νόρµα σύγκλιση δε συνεπάγεται τη σηµειακή 
σύγκλιση. Όπως όµως και στις σειρές Fourier ισχύει το πολύ 
σηµαντικό 
  
Θεώρηµα 3.3 (Carleson)  
 
Το ολοκλήρωµα Fourier µιας συνάρτησης 2f L∈  συγκλίνει σηµειακά 
στην f  σχεδόν παντού στο \ . Με άλλα λόγια 
 
                      ( ) l ( ) 2lim

N i x

NN
f x f e dπ γγ γ

−→∞
= ∫  σ.π. στο \ .                      

 
Για τη σηµειακή σύγκλιση έχουµε το ακόλουθο  
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Θεώρηµα 3.4 Εστω ( )1f L∈ \  είναι συνάρτηση φραγµένης 
µεταβολής σε µια περιοχή σηµείου 0x . Τότε 
 

l ( ) ( ) ( )
02 0 00 0

lim
2

N i x

NN

f x f x
f e dπ γγ γ

−→∞

+ + −
=∫  

 
σηµειακά. Αν η f  είναι συνεχής και φραγµένης µεταβολής σε κάποιο 
διάστηµα ( ),a b , τότε  
 

l ( ) ( ) ( )2lim ,   ,
N i x

NN
f e d f x x a bπ γγ γ

−→∞
= ∈∫ , 

 
όπου η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε διάστηµα στο εσωτερικό 
του ( ),a b .                                    
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3.4 Μετασχηµατισµός Fourier στον pL . Γενικευµένες 
συναρτήσεις 
 
Aν θέλουµε να γενικεύσουµε τα αποτελέσµατα της προηγούµενης 
παραγράφου σε χώρους pL  τότε τα πράγµατα δυσκολεύουν διότι σε 
αντίθεση µε τις σειρές Fourier δεν ξέρουµε καν αν ο µετασχηµα-
τισµός Fourier είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Στην περίπτωση 
όµως όπου 

1 2p< <  
 
έχουµε το ακόλουθο  
 
Θεώρηµα 3.5 (Ηausdorff-Young)  
 
Eστω 1 2p< <  και q  είναι ο συζυγής εκθέτης του p . Τότε ο τελεστής    
 

� ( ) ( ) � ( ) ( ) 2
1: :  ix

p qS L L L S f f x e dxπ γγ −→ = ∫\∩ \ \  
 
είναι φραγµένος και εφόσον ο ( )1 pL L∩ \  είναι πυκνός στον ( )pL \ , 

ο �S  επεκτείνεται συνεχώς µε µοναδικό τρόπο σ’ ένα φραγµένο 
τελεστή πάνω σ’ όλο τον ( )pL \ . Eτσι ο µετασχηµατισµός Fourier της 

( )pf L∈ \  ορίζεται οριακά ως εξής: 
  

l ( )
( )

2lim 0
q

N ix

NN L
f f x e dxπ− ⋅

−→∞
− =∫

\
 

και  
�

pq
LL

S f f≤ . 

 
Σηµειώνουµε όµως ότι ο �S  δεν είναι ισοµετρία ούτε επί του qL . 
 
Απόδειξη. Ο � ( ) ( )1:S L L∞→\ \  είναι φραγµένος και από την 

προηγούµενη παράγραφο o � ( ) ( )2 2:S L L→\ \  είναι φραγµένος. 
Από το θεώρηµα Riesz-Thorin (βλ. Κεφ. 1) προκύπτει το ζητούµενο.           
 
Το θεώρηµα Ηausdorff-Young δεν επεκτείνεται  για 2p > . Για 2p >  
ο µετασχηµατισµός Fourier ορίζεται µε την έννοια των γενικευµένων 
συναρτήσεων. Ας εξηγήσουµε σύντοµα τι εννοούµε. 
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Ορισµός 3.2 Ορίζουµε το χώρο συναρτήσεων Schwartz 
 

( ) ( ) ( ) ( ) { }{ }: :   και sup  , 0mn

x
C x x n mϕ ϕ ϕ∞

∈
= → ∈ < ∞ ∀ ∈

\
\ \ ^ \ `∪ . 

 
• Για παράδειγµα αν φ  είναι µια απειροδιαφορίσιµη συνάρτηση 

πάνω σε συµπαγή φορέα, συµβολικά ( )cCφ ∞∈ \ , τότε ( )φ ∈ \ .  
 
• Αν P  είναι οποιοδήποτε πολυώνυµο, τότε ( ) ( )2xP x e− ∈ \ .  
 
Ενας χρήσιµος εναλλακτικός χαρακτηρισµός του χώρου ( )\  είναι: 
 

( )  ϕ ∈ ⇔\  για κάθε , 0k n ≥  υπάρχουν σταθερές ,k nC  έτσι ώστε   
 

( ) ( ) , 
1

k k n
n

C
x

x
ϕ ≤

+
. 

 
Σηµειώνουµε ότι αν ( ),ϕ ψ ∈ \ , τότε ( ),  ϕψ ϕ ψ∗ ∈ \  και   
 

( ) ( ) ( )( )k k kϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ∗ = ∗ = ∗ . 
Εστω 

( ) ( ),
sup mn

n m
x
x xϕ ϕ

∈
=

\
 

και 

( ) ( ) ( ) ,
, 0

,

1: :  ,
2 1

n m
m nn m

n m

d d
ϕ ψ

ϕ ψ
ϕ ψ

∞+
+=

−
× → =

+ −∑\ \ \ . 

 
Αποδεικνύεται ότι η d  είναι µια µετρική στον ( )\  ως προς την 
οποία ο ( )\  είναι πλήρης µετρικός χώρος. Με χρήση αυτής της 
µετρικής ισχύει 
 

,
lim   lim 0  , 0k k n mk k

n mϕ ϕ ϕ ϕ
→∞ →∞

= ⇔ − = ∀ ≥ . 
 
Πρόταση 3.2  
 
Ισχύει ( ) ( )  1pL p⊂ ∀ ≥\ \ . Επιπλέον, ο χώρος Schwartz ( )\  

είναι πυκνός στον ( )pL \  για κάθε 1 p≤ < ∞ . 
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Εφόσον ( ) ( )pL⊂\ \  για κάθε 1 p≤ ≤ ∞ , ο µετασχηµατισµός 
Fourier µιας συνάρτησης ( )ϕ ∈ \  ορίζεται ως συνήθως 
 

� ( ) � ( ) ( ) 2 i xS x e dxπ γϕ γ ϕ γ ϕ −= = ∫\  
 
και ικανοποιεί όλες της ιδιότητες F1-F9 της πρότασης 3.1. Επιπλέον 
ισχύει το Λήµµα 3.1, δηλαδή για κάθε ( ),f g∈ \  έχουµε 
 
                               l ( ) ( ) ( ) l ( )f x g x dx f x g x dx=∫ ∫\ \

.                        (4) 
 
Επειδή ( ) 1

nx x Lϕ ∈  για κάθε n  και ( )ϕ ∈ \ , έχουµε � ( )Cϕ ∞∈ \ . 

Επίσης από τη σχέση  ( )( )n
( ) � ( )

( ) ( )
2 (2 )

m nn mix iπ ϕ γ π γ ϕ γ− =  προκύπτει 
ότι 

�
,

 , 0
m n

n mϕ < ∞ ∀ ≥ , 

άρα 
� ( ).ϕ ∈ \  

 

Ετσι και ο αντίστροφος µετασχηµατισµός της �ϕ   
 

� �( )( ) � ( )
1 2 i xS x e dπ γϕ ϕ γ γ

−
= ∫\  

 
είναι καλά ορισµένος και ισχύει  
 

( ) � ( ) 2 i xx e dπ γϕ ϕ γ γ= ∫\   
 

σηµειακά (και µε τη µετρική του ( )\ ). Αποδεικνύεται δε το 
ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα 3.6  
 
Ο µετασχηµατισµός Fourier � ( ) ( ):S →\ \  είναι οµοιοµορφισµός.  
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Ορισµός 3.4 Καλούµε χώρο των γενικευµένων συναρτήσεων1 
(space of tempered distributions) το δυϊκό χώρο ( )* \  του 
χώρου Schwartz ( )\ . Με άλλα λόγια καλούµε γενικευµένη 
συνάρτηση ένα συνεχές γραµµικό συναρτησιακό 
 

( ):f →\ ^ . 
 
Συνήθως συµβολίζουµε µε ,f ϕ  (ή ( )fT ϕ ) την τιµή την οποία 
αντιστοιχεί στο στοιχείο ( )ϕ ∈ \  η γενικευµένη συνάρτηση f .  
 
Πρόταση 3.3 
 
Το γραµµικό συναρτησιακό ( ):f →\ ^  είναι συνεχές (δηλαδή 
γενικευµένη συνάρτηση) αν και µόνον αν υπάρχουν σταθερές 0C >  
και N∈`  έτσι ώστε 
 

,, 0
, N

n mn m
f Cϕ ϕ

=
≤ ∑  ( )ϕ∀ ∈ \ . 

 
Παραδείγµατα. (α) Εστω f  είναι µετρήσιµη συνάρτηση στον 

( )1,locf L∈ \  και ( ) ( )1 pf x C x≤ +  για κάποιο φυσικό p . Τότε η f  

ορίζεται ως γενικευµένη συνάρτηση µέσω της σχέσης  
 

( ) ( ),f f x x dxϕ ϕ= ∫\ . 
  
Πράγµατι, εύκολα αποδεικνύεται η Πρόταση 3.3 για  2,  0n p m= + = .  
Επίσης, αν 1,locg L∈  είναι πολυωνυµικά φραγµένη, τότε  
 

, ,f gϕ ϕ= ⇒  f g=  σ.π. 
 
(β) Η γενικευµένη συνάρτηση xδ  του Dirac ορίζεται ως εξής:  
 

( ), ,   x x xδ ϕ ϕ= ∈\ . 
 
Με µια µη αυστηρή ερµηνεία  
 
                                        
1 Η αγγλική ορολογία είναι tempered distribution ως συντοµογραφία του όρου distributions 
of temperate growth.  
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• ( ) 0,  0x xδ = ∀ ≠  και 
 
• η δ  είναι όσο «άπειρη» χρειάζεται στο µηδέν ώστε το 

εµβαδόν κάτω του γραφήµατός της να ισούται µε 1.  
 
Η xδ  είναι όντως γενικευµένη συνάρτηση διότι 
 

( ) 0,0
,x xδ ϕ ϕ ϕ≤ ≤ , 

 
άρα ισχύει η πρόταση 3.3 για 0N = . 
 

(γ) Η πρωτεύουσα τιµή 1. .PV
x

 της συνάρτησης 1
x

 ορίζεται ως 

γενικευµένη συνάρτηση ως εξής: 
 

( )
0

1. . , lim
x

x
PV dx

x xεε

ϕ
ϕ

+ >→
= ∫ . 

 
Το όριο είναι καλά ορισµένο διότι 
 

( ) ( ) ( )
1 10 0

1. . , lim lim
x x x M

M

x x x
PV dx dx dx

x x x xε εε ε

ϕ ϕ ϕ
ϕ

+ +> < < ≤ <→ →
→∞

 
= = + 

 
∫ ∫ ∫  

 

                    ( ) ( ) ( )1

10
lim

x M
M

x x x
dx dx

x xεε

ϕ ϕ ϕ
+ ≤ <→

→∞

− − 
= + 

 
∫ ∫ . 

 
Για το πρώτο ολοκλήρωµα έχουµε 
 

( ) ( ) ( ) ( )1

0,1

2
1 sup 2

x

x x x
dx

x xε

ϕ ϕ ϕ ξ
ε ϕ

′− −
≤ − ≤∫  

 
ενώ για το δεύτερο  
 

( ) ( )
2 21,0 1,01 1 1

1lim lim 2
x M x M xM M

x x x
dx dx

x x x
ϕ ϕ

ϕ ϕ
≤ < ≤ < ≥→∞ →∞

= ≤ =∫ ∫ ∫ . 

 
Τελικά: 
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( )0,1 1,0

1. . , 2PV
x

ϕ ϕ ϕ≤ + , 

 
άρα από την πρόταση 3.3 για 1N =  η πρωτεύουσα τιµή της 1/ x  
είναι γενικευµένη συνάρτηση.  
 
(δ) Κάθε συνάρτηση pf L∈  1 p≤ ≤ ∞  ορίζεται  ως  γενικευµένη 
συνάρτηση από τη σχέση  
 

( ) ( ),f f x x dxϕ ϕ= ∫\ . 
 
Ορισµός 3.5 Ορίζουµε τη µετάθεση ( )f fτ τ= ⋅ − , διαστολή 

( )aD f f a= ⋅  και ανάκλαση i ( )f f= − ⋅  µιας γενικευµένης συνάρτησης 
( )*f ∈ \  ως εξής:  

 
( ), , ,f f fτ τϕ ϕ ϕ τ−= = ⋅ + , 

 

                              1/
1, , ,  0a aD f f D a
a

ϕ ϕ= > , 

και  
i i, ,f fϕ ϕ=  

αντιστοίχως. 
 
Ορισµός 3.6 Ορίζουµε την παράγωγο µιας γενικευµένης 
συνάρτησης ( )*f ∈ \  ως εξής:  
 

( ), 1 ,f fϕ ϕ′ ′= − . 
Γενικότερα:  

( ) ( ) ( ), 1 ,kk kf fϕ ϕ= − . 

 
Σηµειώνουµε ότι όλες οι παράγωγοι µιας γενικευµένης συνάρτησης 
υπάρχουν και είναι γενικευµένες συναρτήσεις (αν η ( )1f C∈ \  ο 
ορισµός 3.6 ταυτίζεται µε την κατά παράγοντες ολοκλήρωση, η 
οποία και αποτελεί το κίνητρο αυτού του ορισµού).  
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Παράδειγµα. Εστω ( )0

1 0
0 0
x

U x
x

>
=  <

 είναι η µοναδιαία βηµατική 

συνάρτηση (Heaviside). Αυτή ορίζεται ως γενικευµένη συνάρτηση 
(βλέπε παράδειγµα (α) παραπάνω) µε τύπο 
 

( ) ( ) ( )0 0 0
,U U x x dx x dxϕ ϕ ϕ

∞
= =∫ ∫\

. 
Τότε 

( ) ( )0 0 00
, , 0 ,U U x dxϕ ϕ ϕ ϕ δ ϕ

∞
′ ′ ′= − = − = =∫ . 

Αρα 
0 0U δ′ = . 

 
Ορισµός 3.7 Ορίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier µιας  
γενικευµένης συνάρτησης ( )*f ∈ \  ως εξής:  
 

l �, ,f fϕ ϕ= . 

 
Σηµειώνουµε ότι αν ( )f ∈ \  τότε ο ορισµός 3.7 ταυτίζεται µε την (4) 
η οποία και αποτελεί το κίνητρο αυτού του ορισµού. Σηµειώνουµε 
επίσης ότι ο µετασχηµατισµός Fourier γενικευµένης συνάρτησης 
είναι επίσης γενικευµένη συνάρτηση. Τέλος, ο αντίστροφος 
µετασχηµατισµός Fourier γενικευµένης συνάρτησης lf  oρίζεται από 
τη σχέση 

l � � ( )
1 1
, , ,f f fϕ ϕ ϕ

− −
= = −i . 

 
Παράδειγµα. Ο µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης 0δ  
οριζεται ως εξής: 
 

l � � ( ) ( )0 0, , 0 1,x dxδ ϕ δ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = =∫\ , 

άρα 
l

0 1δ = . 
Θεώρηµα 3.7  
 
Ο µετασχηµατισµός Fourier � ( ) ( )* *:S →\ \  είναι oµοιοµορφισµός.  
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Σηµείωση. Εφόσον κάθε συνάρτηση στον pf L∈  µπορεί να 
θεωρηθεί ως γενικευµένη συνάρτηση (βλέπε παράδειγµα (δ) 
παραπάνω), µε χρήση του ορισµού 3.7 µπορούµε πάντα να 
ορίσουµε το µετασχηµατισµό Fourier της f  ως γενικευµένη 
συνάρτηση. Φυσικά αν 1 2p< < , τότε ο µετασχηµατισµός Fourier 
της f  είναι µια συνάρτηση στον qL . 
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3.5 Θεώρηµα αντιστροφής µέσω προσεγγιστικών µονάδων  
 
Εστω { } 0

Kλ λ>
 είναι µια προσεγγιστική µονάδα, δηλαδή 

 
(α) ( ) 1  K x dxλ λ= ∀∫\ , 
 
(β) ( )10

sup
L

K Cλ
λ>

≤ < ∞
\

,                                                                   (6) 

 
(γ) ( )

0
lim 0

x
K x dxλδλ + >→

=∫  για κάθε φιξαρισµένο 0δ > . 

 
Τότε όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο (βλ. άσκηση 10) και 
στο Κεφάλαιο 1 ισχύει 
 
Πρόταση 3.4  
 
Εστω { } 0

Kλ λ>
 είναι µια προσεγγιστική µονάδα όπως στην (6). Για 

κάθε pf L∈ , 1 p≤ < ∞  ισχύει: 
 

• ( ) ( )
0

lim f K x f xλλ +→
∗ =  σηµειακά σ.π. στο \ . 

 
•  

0
lim 0

pL
f K fλλ +→

∗ − = .               

 
Αναφέρουµε ορισµένες χρήσιµες προσεγγιστικές µονάδες: 
 

• Feyer { } 0
Fλ λ>

: ( ) ( ) [ ] ( ) 2
1/ ,1/1 i xF x x x e dπ γ

λ λ λλ χ γ−= −∫\
( ) 2

/x
x

ηµ π λ
λ

π
 

=  
 

. 

 

• Poisson { } 0
Pλ λ>

: ( ) 2 2

1P x
xλ

λ
π λ

=
+

. 

 

• Gauss { } 0
Gλ λ>

:   ( )
2

1 x

G x e
π

λ
λ λ

 −  
 = . 

 
Ορισµός 3.8 Εστω f̂  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier µιας 
µετρήσιµης συνάρτησης ( )pf L∈ \ , 1 2p≤ ≤ . Τότε (φορµαλιστικά) 
ορίζουµε  
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                                      ( ) 2ˆ i xTf f e dπ γγ γ∫\∼  ,                                 (5) 
 
να είναι το ολοκλήρωµα Fourier της f . Το N − ιοστό «µερικό 
άθροισµα» του ολοκληρώµατος Fourier ορίζεται ως  
  
                                 ( ) ( ) 2ˆN i x

N N
T f x f e dπ γγ γ

−
= ∫ .                            (5α) 

 
Προφανώς δεν είναι καθόλου προφανές αν το ολοκλήρωµα στο 
δεξιό µέλος της (5) είναι καλά ορισµένο, ή ανήκει στον pL , ή 
συγκλίνει στην f  µε κάποια έννοια. Το δεξιό µέλος της (5α) είναι 
όµως καλά ορισµένο. Μελετούµε την ακολουθία µερικών 
αθροισµάτων NT f  (βλ. ορισµό 3.3). Τότε  
 

( ) ( ) ( )2ˆN i x
N NN
T f x f e d f D xπ γγ γ

−
= = ∗∫ , 

όπου  

( ) ( )2
N

Nx
D x

x
ηµ π

π
= . 

 
Η ακολουθία { }N N

D
∈`

 καλείται πυρήνας Dirichlet. Οπως και στις 
σειρές Fourier, η συνάρτηση ND  είναι άρτια,  
 

( ) 1ND x dx =∫\  για κάθε N , 
αλλά 
                                          

1
sup N L
N
D = ∞ ,                                        (7) 

 
(µε υπολογισµό παρόµοιο αυτού στις σειρές Fourier). Λόγω της (7) 
συµπεραίνουµε ότι ο πυρήνας Dirichlet { }N N

D
∈`

 δεν είναι προσεγ-
γιστική µονάδα, άρα η πρόταση 3.3 δε µπορεί να εφαρµοσθεί. Για 
να  προχωρήσουµε θα χρησιµοποιήσουµε πάλι το µετασχηµατισµό 
Hilbert. 
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3.6 Ο µετασχηµατισµός Hilbert. Ανάλυση Calderon-Zygmund. 
  
Oρισµός 3.9 Εστω f̂  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier µιας 
συνάρτησης ( )f ∈ \ , όπου ( )\  είναι ο χώρος Schwartz. 
Ορίζουµε το µετασχηµατισµό Hilbert της f  ως εξής: 
 
                          ( ) ( )l ( ) 2 i xHf x i sign f e dπ γγ γ γ= − ∫\ .                           
 
Oπως και στις σειρές Fourier, o τελεστής H  είναι πολλαπλασιαστής 
(ο ορισµός είναι ανάλογος του ορισµού 1.5) µε φίλτρο  
 

( ) ( )i signγ γΛ = − ⋅ . 
 
Ας θυµηθούµε τώρα την πρωτεύουσα τιµή της συνάρτησης 1/( )xπ  
ως γενικευµένη συνάρτηση (βλέπε προηγούµενη παράγραφο): 
 

( )
0

1 1 1. . , lim
x

x
PV dx

x xεε

ϕ
ϕ

π π + >→
= ∫ . 

 
Όπως ήδη έχουµε πει παραπάνω, ο µετασχηµατισµός Fourier της 
γενικευµένης αυτής συνάρτησης ορίζεται ως  
 

l �
� ( ) ( )

0

1 1 1 1 1. . , . . , lim     
x

x
PV PV dx

x x xεε

ϕ
ϕ ϕ ϕ

π π π + >→
= = ∀ ∈∫ \  

 

( )( ) ( )
2

2

0 0

1 1 1lim lim
ixy

ixy

x x

ey e dy dx y dx dy
x x

π
π

ε εε ε
ϕ ϕ

π π+ +

−
−

> >→ →

 
= =  

 
∫ ∫ ∫ ∫\ \

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

xy xyi iy dx dy y dx dy
x xε εε ε

ηµ ηµ
ϕ ϕ

π π+ +> >→ →

   − −
= =   

   
∫ ∫ ∫ ∫\ \

 

 

( ) ( ) ( ),i y sign y dy i sign yϕ π ϕ
π
−

= = − ⋅∫\  

 

(λόγω κυριαρχούµενης σύγκλισης, διότι η ( )
x

xy
dx

xε

ηµ
>∫  είναι 

οµοιόµορφα φραγµένη). Αρα: 
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m
( ) ( )1 i sign
x

γ γ
π

= − ⋅  

 
µε την έννοια των γενικευµένων συναρτήσεων και έτσι µέσω 
συνέλιξης (επίσης µε την έννοια των γενικευµένων συναρτήσεων) 
παίρνουµε 

( ) ( )
0

1 lim
x

f x y
Hf x dy

yεεπ + >→

−
= ∫ . 

 
Παρατήρηση. Το γινόµενο ( )ψ ∈ \  µε γενικευµένη συνάρτηση 

( )*f ∈ \  ορίζεται ως εξής: 
 

, ,f fψ ϕ ψϕ= . 
 
Η συνέλιξη ( )ψ ∈ \  µε γενικευµένη συνάρτηση ( )*f ∈ \  ορίζεται 
ως εξής 

i, ,f fψ ϕ ψ ϕ∗ = ∗ , 
 
όπου iψ  είναι η ανάκλαση της ψ . Τότε  
 

n ll*f fψ ψ=  
 
µε την έννοια των γενικευµένων συναρτήσεων. 
 
O µετασχηµατισµός Hilbert συνδέεται µε φυσικό τρόπο µε την 
ακολουθία των µερικών αθροισµάτων του ολοκληρώµατος Fourier 
µιας συνάρτησης ( )f ∈ \  ως εξής: 
 

( ) ( ) l ( ) ( ) ( ) 2
,

i x
N N N NT f x f D x f e dπ γγ χ γ γ−= ∗ = ∫\ . 

Αλλά: 

( ) ( ) ( )
( , ) 2N N

sign N sign Nγ γ
χ γ−

+ − −
= . 

 
Παρατηρούµε ότι: 
 

l ( ) l ( )2 2 ( )( ) ( )i x i N xf sign N e d f N sign e dπ γ π γγ γ γ γ γ γ−+ = −∫ ∫\ \
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       ( ) l ( ) ( )( )2 2 2 2( )iNx i x iNx iNie -i sign f N e d ie H e f xπ π γ π πγ γ γ− −= − =∫ i

\
. 

 
Oµοίως 

l ( ) ( )( )2 2 2( ) i x iNx iNf sign N e d ie H e f xπ γ π πγ γ γ −− =∫ i

\
. 

Τελικά: 
 

             ( ) ( )( ) ( )( )( )2 2 2 2

2
iNx iN iNx iN

N
iT f x e H e f x e H e f xπ π π π− −= −i i .       (8) 

 
Αρα όπως και στις σειρές Fourier για τη µελέτη της ακολουθίας των 
µερικών αθροισµάτων ( )N N

T f
∈`

 αρκεί να µελετήσουµε τη 
συµπεριφορά του τελεστή Hilbert.   
 
Ισχύει όµως το ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα 3.8 (Κolmogorov-Riesz) 
 
Για κάθε 1 p< < ∞  υπάρχει θετική σταθερά pC  τέτοια ώστε  
 

( )  pp p
Hf C f f≤ ∀ ∈ \ . 

 
Εφόσον ο ( )\  είναι πυκνός στον ( )pL \ , ο H επεκτείνεται µε 
µοναδικό τρόπο σ' ένα φραγµένο τελεστή (που για απλότητα 
εξακολουθούµε να συµβολίζουµε µε H ) 
 

( ) ( ): p pH L L→\ \ . 
 
Ο H  δεν είναι φραγµένος για 1p =  ούτε για p = ∞ .                           
 
Για την απόδειξη του θεωρήµατος 3.8 χρειαζόµαστε ένα πολύ 
σηµαντικό Λήµµα: 
 
Λήµµα 3.3 (κάλυψης Calderon-Zygmund) 
 
Για κάθε ( )1f L∈ \  και 0λ >  υπάρχει µια ακολουθία διαστηµάτων 

{ } 1, :  ,
2 2k
j j jλ λ λ +  Ω ⊂ ∈   

]  έτσι ώστε:   
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• Τα kΩ  είναι ξένα µεταξύ τους ανά δύο, 1
k k

f
λ

Ω ≤∪  και 

 

( )1 2
kk

f x dxλ λ
Ω

≤ ≤
Ω ∫ , 

 
• ( )f x λ≤  για κάθε x∈ − Ω\ , όπου k kΩ = Ω∪ . 

 
Τότε ορίζουµε: 

( )
( )

( )

,
1 ,

k
k

k

f x x
g x

f x dx x
Ω

∈ − Ω
=  ∈Ω Ω

∫

\
 

και 
( ) ( ) ( )h x f x g x= − . 

 
Ετσι, ( ) 0h x =  για κάθε x∈ − Ω\  και ( ) 0

k

h x dx
Ω

=∫ . Με άλλα λόγια η 

1f L∈  αναλύεται σε άθροισµα µιας «καλής» συνάρτησης, της g , η 
οποία είναι φραγµένη από το 2λ  και 

1 1
g f=  και µιας «κακής» 

συνάρτησης, της h  (εκεί όπου η f  δεν είναι φραγµένη) µε φορέα το 
Ω  και µε µηδενικό µέσο όρο σε κάθε διάστηµα kΩ  του φορέα της. 
Αυτή είναι η ανάλυση των Calderon-Zygmund.  
 
Θα χρησιµοποιήσουµε την ανάλυση αυτή για να δείξουµε ότι ο 
τελεστής Hilbert είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος.  
 
Απόδειξη θεωρήµατος 3.8: Προφανώς ο H  είναι ( )2,2  ισχυρώς 
φραγµένος. Στην πραγµατικότητα είναι ισοµετρία, διότι  
 

m l
2 222

Hf Hf f f= = = . 

 
Αρκεί να δείξουµε ότι ο H  είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος. Τότε απ’ 
το θεώρηµα Marcinkiewicz o H  είναι ( ),p p − ισχυρώς φραγµένος 
για κάθε 1 2p< < . Τότε λόγω δυϊκότητας ο H  θα είναι 
( ),p p − ισχυρώς φραγµένος για κάθε 2p >  και εφόσον ο ( )\  είναι 
πυκνός στον ( )pL \  ο H  επεκτείνεται µε µοναδικό τρόπο σ' ένα 
φραγµένο τελεστή  
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( ) ( ):   1p pH L L p→ ∀ < < ∞\ \ . 
 
Θα δείξουµε λοιπόν ότι ο H  είναι ( )1,1 −ασθενώς φραγµένος. Εστω  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x Hf x Hg x Hh x= + ⇒ = +  
 
είναι η ανάλυση Calderon-Zygmund όπως παραπάνω. Τότε 
 

( ) ( ){ } ( ):  Hf Hg Hhd x Hf x dλ λ λ+= ∈ ≥ =\ ( ) ( )/ 2 / 2Hg Hhd dλ λ≤ + . 

 
Εκτιµούµε τον πρώτο όρο ( )/ 2Hgd λ . Aπό την ανισότητα Chebychev 
έχουµε: 
 

 ( ) ( ){ }
2 2

2 2
2

2 4
/ 2 :  / 2Hg

Hg Hg
d x Hg xλ λ

λ λ
 

= ∈ ≥ ≤ = 
 

\                      

 

                ( ) ( )
2

22 1 1
2 2

4 8 84 8g g f
g x dx g x dx

λ λ λ λ λ
= = ≤ = =∫ ∫\ \

. 

 
Εκτιµούµε τώρα το δεύτερο όρο ( )/ 2Hhd λ .  Eστω 2 kΩ  είναι δυαδικό 
διάστηµα ίδιου κέντρου µε το kΩ  και ( )* 2k kΩ = Ω∪ . Τότε * 2Ω ≤ Ω  
και 
 

( ) ( ){ } ( ){ }* */ 2 :  / 2 :  / 2Hhd x Hh x x Hh xλ λ λ= ∈ ≥ ≤ Ω + ∉Ω ≥\  

 

               ( ) ( )*1 1

2 2 2 2
k k

f Hh x dx f Hh x dx
λ λ λ λ−Ω −∪ Ω

≤ + = +∫ ∫\ \
. 

 
Προφανώς 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )1
k

k

k

kk k
k

b x

h x f x f x dx x b xχΩΩ

 
= − =  Ω 

∑ ∑∫
�������	������


, 

 

1h L∈  και αρκεί να δείξουµε ότι 
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( ) 12 k
kk

Hb x dx c f
− Ω

≤∑ ∫\ . 

Αλλά 
 

( ) ( )
2 2

1
k k k

k
k

b y
Hb x dx dy dx

x yπ− Ω − Ω Ω
=

−∫ ∫ ∫\ \
 

 

   ( )
2

1 1 1
k k

k
k

b y dy dx
x y x cπ − Ω Ω

 
= − − − 

∫ ∫\
 

 
( kc  είναι το κέντρο του kΩ  και ( ) 0

k
kb y dy

Ω
=∫ )  

 

( ) ( )( )2

1
k k

k
k

k

y cb y dx dy
x y x cπ Ω − Ω

 −
≤   − − 

∫ ∫\  

 

( )
( )

( )22

1 2
k k k

k
k k

k

b y dx dy b y dy
x cπ πΩ − Ω Ω

 Ω
≤ = 

 − 
∫ ∫ ∫\

, 

 
(διότι / 2k ky c− ≤ Ω  και / 2kx y x c− > − ). Αρα  
 

( ) ( ) 12

2 4
k k

k kk k
Hb x dx b y dy f

π π− Ω Ω
≤ ≤∑ ∑∫ ∫\

.                                ■ 
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3.7 Σύγκλιση ολοκληρωµάτων Fourier στον ( ) ( ) 1pL p< < ∞\   
 
Συνδυάζοντας το θεώρηµα 3.8 µε την (8) έχουµε 
 

( ) ( )2 2

p p p

iN iN
N L L L
T f H e f H e fπ π⋅ − ⋅≤ + ( )  

p
p L
C f f≤ < ∞ ∀ ∈ \ , 

 
και λόγω πυκνότητας του ( )\ , ο NT  επεκτείνεται µε µοναδικό 
τρόπο σ’ ένα φραγµένο (απ’ το pC ) τελεστή πάνω σ’ όλο τον pL , 
δηλαδή  

: :  N p p N NT L L T f f D→ = ∗ . 
  
Από την αρχή οµοιόµορφα φραγµένου έχουµε 
 
                                      sup

p p
N pL L

N
T C

→
≤ < ∞ ,                                (9) 

 
όπου 

p p
N L L
T

→
 είναι η συνήθης νόρµα του τελεστή NT . Ισχύει όµως η 

ακόλουθη  
 
Πρόταση 3.5  
 
Για κάθε 1 p< < ∞  έχουµε lim 0

p
N LN
T f f

→∞
− = . 

 
Απόδειξη.  Το σύνολο  
 

{ }:  lim 0
p

p N LN
A f L T f f

→∞
= ∈ − =  

 
είναι κλειστό (η απόδειξη παρόµοια µε αυτή της πρότασης 1.4 του 
Κεφαλαίου 1). Απ’ την άλλη µεριά ο χώρος  
 

( ) l{ }1 :   εχει φραγµενο φορεαpBL f L L f= ∈ � �∩ \  

 
είναι πυκνός στον pL  (π.χ. θεωρείστε την προσεγγιστική µονάδα 

του Feyer, οπότε lim NN
f F f∗ =  µε την pL −νόρµα, ενώ nNf F∗  έχει 

φραγµένο φορέα για κάθε N ). Απ’ την άλλη µεριά, για κάθε g BL∈  
έχουµε NT g g=  υπό την προϋπόθεση ότι ο φορέας του g  ανήκει 
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στο ( , )N N− . Αρα BL A⊆  και αφού το A  είναι κλειστό, αναγκαστικά 
pA L= .                                                                                               ■ 

 
Οσον αφορά τη σηµειακή σχεδόν παντού σύγκλιση των 
ολοκληρωµάτων Fourier απλά αναφέρουµε την ακόλουθη πολύ 
σηµαντική γενίκευση του θεωρήµατος Carleson-Ηunt 
 
Θεώρηµα 3.9  
 
Για κάθε 1 p< < ∞  έχουµε  
 

( ) ( )lim NN
f D x f x

→∞
∗ =  σηµειακά σ.π. στο \ . 
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3.8 Συζυγείς αρµονικές συναρτήσεις και µετασχηµατισµός 
Hilbert  
 
Ας δούµε τώρα πως συνδέεται ο µετασχηµατισµός Hilbert µε τις 
συζυγείς αρµονικές συναρτήσεις στο άνω ηµιεπίπεδο  
 

( ){ }2, :  0x t t+Π = ∈ >\ . 
 
Αρχικά θα βρούµε την αρµονική επέκταση µιας συνάρτησης 

( )f ∈ \  στο +Π , δηλαδή θα λύσουµε το πρόβληµα Dirichlet 
 

( )
( ) ( )

, 0 στο 
,0  στο 
u x t

u x f x

+ ∆ = Π
 = \

, 

 
όπου ∆  είναι ο τελεστής Laplace όπως ορίσθηκε στο Κεφάλαιο 1. 
Για γ ∈\  και ( ),x t +∈Π , παρατηρούµε ότι   
 

( ) ( )22, 0ti xu x t e e π γπ γ
γ

−∆ = ∆ =  

 
(απλή εφαρµογή), οπότε είναι λογικό να ορίσουµε ως (µοναδική) 
λύση του παραπάνω προβλήµατος την 
  

( ) l ( ) 22, ti xu x t f e e dπ γπ γγ γ−= ∫\ , 
 

διότι η u  ικανοποιεί την 0 στο u +∆ = Π  και  
  

( ) ( ), tu x t f P x= ∗ , 
όπου η 

( ) 2 2

1 ,  0t
tP x t

t xπ
= >

+
 

 
είναι η προσεγγιστική µονάδα του Poisson και συνεπώς  
 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

,0 lim , lim tt t
u x u x t f P x f x

+ +→ →
= = ∗ = .  

 
Η συνάρτηση ( )tP x  είναι αρµονική στο +Π  και µάλιστα είναι το 
πραγµατικό µέρος του πυρήνα Cauchy 
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( ) ,  ig z z x it
zπ

+= = + ∈Π . 

 
Ετσι, η συζυγής αρµονική της rP  (για σταθερά ίση µε µηδέν) είναι η   
 

( ) 2 2

1Im Imi i x
z x it x tπ π π

   = =   + +   
( ): tH x= . 

 
Η οικογένεια { } 0t t

H
>

 καλείται συζυγής πυρήνας Poisson και δεν 
είναι προσεγγιστική µονάδα. Επίσης παρατηρούµε ότι  
 

( ) ( )
0

1lim :tt
H x H x

xπ+→
= =  

 
δηλαδή οριακά παίρνουµε τον τελεστή Hilbert. Για z x it += + ∈Π  
ορίζουµε 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  t t t tg z g x it f P x i f H x P f x i H f x= + = ∗ + ∗ = +  
 

                 ( ) ( )f y f yi idy dy
x it y z yπ π

= =
+ − −∫ ∫\ \

. 

 
Η g  είναι αναλυτική στο +Π  και  
 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim limt t y tt t

f x y
H f x H f x dy Hf x

y+ + >→ →

−
= ∗ = =∫ . 

 
Λόγω πυκνότητας του ( )\  στον ( ) 1pL p< < ∞  για κάθε pf L∈  
παίρνουµε 

( )
0

lim  
t
g it f i Hf

+→
+ = +i  

 
σηµειακά σ.π. ή µε την pL −έννοια. Αυτή είναι η αναλυτική 
αναπαράσταση της f . Παρατηρούµε ότι    
 

l ( ) ( ) ( )l ( )2 2 i if i Hf f e d i i sign f e dπ γ π γγ γ γ γ γ+ + −∫ ∫i i

\ \
∼ l ( ) 2

0

if e dπ γγ γ
∞

= ∫ i  
 
 ∆ηλαδή δεν υπάρχουν πλέον αρνητικές συχνότητες.  
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3.9 Xώροι Paley-Wiener  
 
Υπάρχουν κλάσεις συναρτήσεων των οποίων ο µετασχηµατισµός 
Fourier επεκτείνεται σε µια ολόµορφη συνάρτηση σε κάποιο χωρίο 
του επιπέδου.  
 
Kλάση A.  
 
Εστω ( )2F L∈ \  έτσι ώστε ( ) 0  0F γ γ= ∀ <  και  
 
                            ( ) ( ) 2

0
,   izf z F e d zπ γγ γ

∞ += ∈Π∫ ,                          (10) 
 
όπου { }:  0z x iy y+Π = = + > . Για τέτοιες τιµές του z  έχουµε 

2 2i z ye eπ γ πγ−= , άρα το ολοκλήρωµα είναι καλά ορισµένο. Τώρα για 

nz z→  µε ( )Im 0z δ> >  και ( )Im 0nz δ> >  έχουµε  
 

( ) ( )
22 2 22

2 0
lim lim niziz

nn n
f z f z F e e dπ γπ γ γ

∞

→∞ →∞
− ≤ −∫  

 
                                              22 22

2 0
lim 0niziz

n
F e e dπ γπ γ γ

∞

→∞
= − =∫ , 

 
διότι 

222 2
14nizize e e Lπ γπ γ πγδ−− ≤ ∈  και 

222lim 0niziz

n
e e π γπ γ

→∞
− =  λόγω 

συνεχείας της 2 ize π γ , άρα η εναλλαγή ορίου προκύπτει από το 
θεώρηµα κυριαρχούµενης σύγκλισης. Κατά συνέπεια η f  είναι 
συνεχής στο +Π . Με χρήση των θεωρηµάτων Fubini και Cauchy, 
για κάθε κλειστό δρόµο c +∈Π  ισχύει 
 

( ) ( ) 2

0
0iz

c c
f z dz F e dzdπ γγ γ

∞
= =∫ ∫ ∫v v , 

 
συνεπώς απ’ το θεώρηµα Μοrera η f  είναι ολόµορφη στο +Π . 
Επίσης, γράφοντας  
 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ) ( )2 2 2 2
0,0

y i x y i xf z f x iy F e e d F e e dπγ π γ πγ π γγ γ γ χ γ γ
∞ − −

∞= + = =∫ ∫\ , 
 
από το θεώρηµα Plancherel έχουµε 
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( ) ( ) [ )

22 22
0, 2

yf x iy dx F e d Fπγγ χ γ−
∞+ = ≤ < ∞∫ ∫\ \

. 
 
Τελικά: 
 
(α) Aν ( )2 0,F L∈ +∞ , τότε η f  που ορίζεται από τη (10) είναι 
αναλυτική στο άνω ηµιεπίπεδο και οι περιορισµοί αυτής πάνω σε 
κάθε οριζόντια ευθεία του άνω ηµιεπιπέδου είναι 2L -συναρτήσεις. 
 
Κλάση Β.  
 
Ας δούµε τώρα µια άλλη κλάση της µορφής 
 
                                  ( ) ( )

/ 2 2

/ 2
,

A iz

A
f z F e dπ γγ γ

−
= ∫                              (11) 

 
όπου  0 A< < ∞ , ( )2F L∈ \  και ( ) [ ]0  / 2, / 2F A Aγ γ= ∀ ∉ − . Τέτοιες 
συναρτήσεις είναι ακέραιες, δηλαδή ολόµορφες στο ^  (µε απόδειξη 
παρόµοια όπως παραπάνω) και επιπλέον 
 

( ) ( ) ( )
/ 2 / 22

/ 2 / 2

A Ay Ay Ay

A A
f z F e d e F d Ceπ γ π πγ γ γ γ−

− −
≤ ≤ =∫ ∫ . 

Αρα 
                                         ( ) A zf z Ceπ≤ .                                       (12) 
 
Ακέραιες συναρτήσεις που ικανοποιούν ένα φράγµα τύπου (12) 
καλούνται εκθετικού τύπου. Τελικά: 
 
(β) Κάθε συνάρτηση f  που ορίζεται από την (11) είναι ακεραία και 
εκθετικού τύπου, ο δε περιορισµός της στον πραγµατικό άξονα είναι 
συνάρτηση στον ( )2L \ . 
 
Είναι αξιοσηµείωτο ότι ισχύουν και οι αντίστροφοι ισχυρισµοί των 
(α) και (β). ∆ηλαδή έχουµε 
 
Πρόταση 3.6  
 
Εστω f  ολόµορφη στο +Π  και ( ) 2

0
sup
y

f x iy dx C
∞

−∞< <∞
+ = < ∞∫ . Τότε 

υπάρχει συνάρτηση ( )2 0,F L∈ +∞  έτσι ώστε  
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( ) ( ) 2

0
,   izf z F e d zπ γγ γ

∞ += ∈Π∫  
και 

( ) 2
C F dγ γ

∞

−∞
= ∫ . 

 
Πρόταση 3.8 (Paley-Wiener) 
 
Εστω f  είναι ακεραία (ολόµορφη στο ^ ) και εκθετικού τύπου   
 

( ) A zf z Ceπ≤  
 
για κάποιο 0 A< < ∞  και ( ) 2

f x dx
∞

−∞
< ∞∫ . Τότε υπάρχει συνάρτηση 

( )2F L∈ \  µε   
( ) [ ]0  / 2, / 2F A Aγ γ= ∀ ∉ −  

έτσι ώστε 
( ) ( )

/ 2 2

/ 2
.

A iz

A
f z F e dπ γγ γ

−
= ∫  

 
Ορισµός 3.10 Ο χώρος όλων των ακεραίων συναρτήσεων  εκθετι-
κής τάξης 0A >  των οποίων ο περιορισµός πάνω στην πραγµατική 
ευθεία είναι συνάρτηση του ( )2L \  καλείται Paley-Wiener χώρος, 
συµβολικά APW .  
 
O  περιορισµός των στοιχείων των χώρων Paley-Wiener στην 
πραγµατική ευθεία καλούνται συναρτήσεις πεπερασµένου 
φάσµατος (band-limited). Οι χώροι συναρτήσεων πεπερασµένου 
φάσµατος είναι χώροι Hilbert µε το εσωτερικό γινόµενο του 2L  
 

( ) ( ),f g f x g x dx= ∫\ . 
 
ισοµετρικά ισόµορφοι µε τον [ ]2 / 2, / 2L A A− . Ετσι οι ιδιότητες του 

[ ]2 / 2, / 2L A A−  µεταφέρονται σε χώρους συναρτήσεων 
πεπερασµένου φάσµατος και αντιστρόφως. Εφόσον  
 

( )
/ 2 2

/ 2

A i

A
f F e dπ γγ γ

−
= ∫ i , 

 
όπου ( )F γ  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της f  και εφόσον η F  
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µπορεί να θεωρηθεί ως στοιχείο του [ ]2 / 2, / 2L A A−  έχουµε  
 

l l/ 2 / 22 / 2 2 ( / )

/ 2 / 2

1 1( ) ( )
A Ain A i i n A

n nA A
f F n e e d F n e d

A A
π γ π γ π γγ γ+

− −
= =∑ ∑∫ ∫i i  

        

[ ]
( )

( )
2 ( / )

/ 2, / 2

/1 ( )
/

i n A
A An n

A n An nf e d f
A A A A n A

π γ ηµ π
χ γ γ

π
+

−

+      = − = −    +   
∑ ∑∫ i

\

i
i

 
ή 

( )
( )

/
/n

A n Anf f
A A n A

ηµ π
π

−    =   − 
∑

i
i

. 

 
Με άλλα λόγια η f  µπορεί να ανακατασκευασθεί µε γνώση µόνον 
των τιµών της στα σηµεία /n A . Αυτό είναι το δειγµατοληπτικό 
θεώρηµα Shannon που παίζει σηµαντικό ρόλο στη θεωρία 
επικοινωνιών. Ετσι δείξαµε το ακόλουθο 
 
Θεώρηµα 3.10 (δειγµατοληψίας Shannon-Whittaker) 
 
Eστω :f →\ ^  είναι µετρήσιµη και 2L −ολοκληρώσιµη συνάρτηση 
σ-πεπερασµένου φάσµατος, δηλαδή l ( ) 0 / 2,f γ γ σ= ∀ >  για κάποιο 

0σ > . Τότε η  f  ανακατασκευάζεται πλήρως από τις τιµές της στα 
σηµεία /nx n σ=  µέσω της σχέσης 
 

( ) ( )
( )

/
/n

x nnf x f
x n

ηµ πσ σ
σ πσ σ∈

−    =   − 
∑ ]

. 

 
Η σύγκλιση είναι απόλυτη και οµοιόµορφη στο \ . Η f  επεκτείνεται 
σε µια ακεραία συνάρτηση εκθετικού τύπου όπως παραπάνω.  
 
Σηµείωση. Η συχνότητα λήψης των δειγµάτων της f  (ανά µονάδα 
µήκους) ισούται µε το διπλάσιο του µέγιστου φάσµατος ( / 2σ ) της f  
και καλείται συχνότητα λήψης Nyquist. Αν η συχνότητα λήψης είναι 
µικρότερη αυτής τότε δεν µπορούµε να επιτύχουµε πλήρη  
ανακατασκευή.    
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3.10 Τελεστές Calderon-Zygmund 
 
Oι τελεστές Calderon-Zygmund αποτελούν γενίκευση του τελεστή 
Hilbert. Πράγµατι έχουµε τον ακόλουθο 
 
Ορισµός 3.11 Εστω ότι η συνάρτηση : {0}K − →\ ^  ικανοποιεί τις 
ακόλουθες συνθήκες για κάποια σταθερά C : 
 

(i) ( )   0CK x x
x

≤ ∀ ≠ , 

 
(ii) ( ) ( ) { }

2
 0

x y
K x K x y dx C y

>
− − ≤ ∀ ∈ −∫ \ , 

 
(iii) ( ) 0  0

r x s
K x dx r s

< <
= ∀ < < < ∞∫ . 

 
Tότε λέµε ότι η K  είναι ένας πυρήνας Calderon-Zygmund. Αν K  
είναι ένας πυρήνας Calderon-Zygmund, τότε για κάθε ( )f ∈ \  
ορίζουµε έναν τελεστή Calderon-Zygmund ως εξής: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x y y

Tf x K x y f y dy K y f x y dy
ε εε ε+ +− > >→ →

= − = −∫ ∫ . 

 
O στόχος µας είναι να δείξουµε ότι κάθε τελεστής Calderon-
Zygmund είναι φραγµένος στον ( )pL \  για κάθε 1 p< < ∞ . Η 
αποδεικτική µεθοδολογία βασίζεται ακριβώς όπως στην απόδειξη 
του θεωρήµατος 3.8. ∆ηλαδή θα δείξουµε ότι ο T  είναι (2,2) 
ισχυρώς φραγµένος και (1,1) ασθενώς φραγµένος. 
 
Πρόταση 3.9  Εστω K  και T  είναι ένας πυρήνας Calderon-
Zygmund και τελεστής Calderon-Zygmund αντιστοίχως. Τότε 
υπάρχει σταθερά 0D > έτσι ώστε  
 

( )
2 2

  
L L

Tf D f f≤ ∀ \ . 
 
Απόδειξη. Εστω 0 r s< < < ∞  και  
 

( ) ( ) ( ),r s r y s
T f x K y f x y dy

< <
= −∫ . 
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Για κάθε 0 r s< < < ∞  η συνάρτηση [ , ] [ , ] 1 2r s s rK L Lχ ∪ − − ∈ ∩  (λόγω (i)), 
άρα [ , ] [ , ] 1 2r s s rK f L L Lχ ∪ − − ∞∗ ∈ ∩ ⊆  και από το θεώρηµα Plancherel 
παίρνουµε  
 

nl
2 2 2

, [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]r s r s s r r s s rL L L
T f K f K fχ χ∪ − − ∪ − −≤ ∗ = . 

 
                              n n

2 2
[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]sup r s s r r s s rL LL

K f K f
γ

χ χ
∞

∪ − − ∪ − −≤ = . 

 
Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι  
 

n
[ , ] [ , ]

,
sup r s s r

Lr s
K Dχ

∞
∪ − − ≤ < ∞  

 
για κάποια θετική σταθερά D . Εφόσον ( ) ( ),0,

lim r sr s
Tf x T f x

→ →∞
= , από 

το Λήµµα Fatou και την παραπάνω θα έχουµε το ζητούµενο, αφού   
 

2 22
,0,

lim r sL LLr s
Tf T f D f

→ →∞
≤ ≤ . 

Αλλά 
 
n ( ) ( ) ( )1 1

2 2
[ , ] [ , ]

i x i x
r s s r r x x s

K K x e dx K x e dxπ γ π γ

γ γ
χ γ − −

− −
∪ − − < ≤ < <

= +∫ ∫ . 

 
Για το πρώτο ολοκλήρωµα έχουµε 
 

( ) ( )( )1 1
2 2 1i x i x

r x r x
K x e dx K x e dxπ γ π γ

γ γ− −

− −

< ≤ < ≤
= −∫ ∫  (λόγω (iii)) 

 
                                ( )1 12 2

r x r x
K x x dx dx

γ γ
π γ π γ− −< ≤ < ≤

≤ ≤∫ ∫  (λόγω (i)) 

 
                                12 4

r x
dx

γ
π γ π−< ≤

≤ ≤∫ . 

 
Για το δεύτερο ολοκλήρωµα έχουµε 
 

( ) ( )1 1

12
22

i x
i x

x s x s
K x e dx K x e dx

π γ
γπ γ

γ γ− −

 
− + −  

< < < <
= −∫ ∫ , 

άρα 
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( ) ( ) ( )1 1
2 212

2
i x i x

x s x s
K x e dx K x K x e dx Rπ γ π γ

γ γ
γ

γ− −

− −

< < < <

  
= − − +  

  
∫ ∫ , 

 
όπου 

 

( ) 1 1
2 2

1
2

1 1
2 2

i x i x

x s x s
R K x e dx K x e dxπ γ π γ

γ γ
γ

γ
γ γ− −

− −

< < < − <

   
= − − −   

   
∫ ∫ . 

 
Από τη συνθήκη (ii) για 1/(2 )y γ= παίρνουµε   
 

( ) ( )1 1
21 1

2 2
i x

x s x s
K x K x e dx K x K x dx Cπ γ

γ γγ γ− −

−

< < < <

    
− − ≤ − − ≤    

    
∫ ∫ . 

 
Επίσης από τον ορισµό της R  προκύπτει ότι η R  ορίζεται µέσω 
ενός ολοκληρώµατος πάνω σε χωρίο U  του \  µήκους το πολύ 

1/U γ=  και τέτοιο ώστε ( )1/ 2x γ> . Συνεπώς: 
 

( ) ( )1 1
2 2

1 1 2 2
2U U U U

R K x dx K x dx dx dx
xγ γ

γ γ
γ − −

 
≤ − = ≤ ≤ ≤ 

 
∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε ότι n[ , ] [ , ]

,
sup r s s r

Lr s
K Dχ

∞
∪ − − ≤ < ∞  

για κάποια θετική σταθερά D  και η πρόταση αποδείχθηκε.             ■ 
 
Πρόταση 3.10  Εστω T  είναι τελεστής Calderon-Zygmund όπως 
παραπάνω. Τότε ο T  είναι (1,1) ασθενώς φραγµένος.  
 
Απόδειξη. Είναι ακριβώς ίδια µε την απόδειξη ότι ο τελεστής Hilbert 
είναι (1,1)-ασθενώς φραγµένος.                                                        ■ 
 
Θεώρηµα 3.11 Εστω T  είναι τελεστής Calderon-Zygmund όπως 
παραπάνω. Τότε ο T  είναι φραγµένος στον ( )pL \  για κάθε 
1 p< < ∞ . 
 
Απόδειξη. Με το θεώρηµα Marcinkiewisz και συνεπεία των 
προτάσεων 3.9 και 3.10 προκύπτει ότι ο T  είναι (p,p)-ισχυρώς  
φραγµένος για κάθε 1 2p< <  στο χώρο ( )\  και λόγω πυκνότητας 
του ( )\  υπάρχει µοναδική συνεχής επέκταση του T  πάνω στον 
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( )pL \ . Για 2p >  το αποτέλεσµα προκύπτει µέσω δυϊκότητας.        ■                      
 
Τονίζουµε εδώ ότι στην απόδειξη της πρότασης 3.10 µόνον η 
συνθήκη (ii) χρησιµοποιείται. Η συνθήκη αυτή καλείται συνθήκη 
Hormander. Μια ικανή συνθήκη ώστε να ισχύει η συνθήκη 
Hormander είναι η ακόλουθη: 
 
Εστω { }: 0K − →\ ^  είναι παραγωγίσιµη για κάθε 0x ≠  και 
 

( ) { }2  0K x C x x−′ ≤ ∀ ∈ −\ . 
 
Τότε ισχύει η συνθήκη Hormander   
 

( ) ( ) { }
2

 0
x y

K x K x y dx C y
>

− − ≤ ∀ ∈ −∫ \ . 

 
Aπό την παραπάνω συζήτηση διαπιστώνουµε ότι κάθε (2,2)-
ισχυρώς φραγµένος τελεστής που ικανοποιεί τη συνθήκη 
Hormander (ή τη συνθήκη ( ) { }2  0K x C x x−′ ≤ ∀ ∈ −\ ) είναι 
φραγµένος στον pL  για κάθε 1 p< < ∞ . 
 
Κλείνοντας τονίζουµε ότι σε καµία περίπτωση η ισχύς όλων των 
αποτελεσµάτων στο \  µεταφέρεται αυτούσια και στον n\  (κάποια 
ναι, πολλά όµως όχι). Η ανάλυση Fourier στον n\  είναι πολύ πιο 
επίπονη απ’ ότι στον \  και χρειάζεται πολύ προσοχή όταν κάποιος 
εργάζεται σε χώρους ανώτερης διάστασης.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 - 120 -

3.11 Ασκήσεις 
 
1. ∆είξτε τις ιδιότητες F1-F9 της πρότασης 3.1. 
 
2. Εστω ( )1 ,  0f L f∈ >\ . ∆είξτε ότι l l ( )0f f

∞
≤ . 

 
3. Αν ( )  0,1,...,kt f t dt k n< ∞ ∀ = ∈∫\ `  δείξτε ότι 
 
(α) lf  είναι n −φορές παραγωγίσιµη στο \ .  
 
(β) ( ) ( ) l ( ) ( )2 0

kk ki t f t dt fπ− =∫\  0,1,...,k n∀ = . 
 
4. ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης 2f L∈  τέτοιο ώστε ( )1f L∉ \  

αλλά l ( )1f L∈ \ . 
 
5. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ( ) { }1 0g L∈ −\  µε ( )1   f g f f L∗ = ∀ ∈ \ . 
 
6. Εστω ( ) ( ),  p qf L g L∈ ∈\ \ , όπου οι , 1p q ≥  είναι συζυγείς 
εκθέτες και h f g= ∗ . ∆είξτε ότι h  είναι οµοιόµορφα συνεχής. Αν 

1p >  δείξτε ότι ( )0h∈C \  το οποίο όµως δεν ισχύει για 1p = .  
 
7. Αν 0a >  υπολογίστε τη συνέλιξη ( ) ( )[ / 2, / 2] [ / 2, / 2]a a a ag t tχ χ− −= ∗  και 
στη συνέχεια το µετασχηµατισµό Fourier των συναρτήσεων 
 

• ( ) ( )[ / 2, / 2]a af t tχ −= , 
 
• ( ) ( )[ / 2, / 2] [ / 2, / 2]a a a ag t tχ χ− −= ∗ , 

 
•  ( ) ( )[ / 2, / 2] [ / 2, / 2] [ / 2, / 2] [ / 2, / 2]a a a a a a a ah t tχ χ χ χ− − − −= ∗ ∗ ∗ . 

 
Πως επηρεάζει η συνέλιξη το φορέα της f ; 
 
8. Εστω n∈` , ( ) ( ) ( ) ( )[ , ] [ 1,1],   n n ng t t h t tχ χ− −= =  και ( ) ( )n nf t g h t= ∗ . 
∆είξτε ότι: 
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(α) ( )
2, 1
1 , 1 1n

t n
f t

n t n t n
 ≤ −

=  + − − ≤ ≤ +
. 

 

(β) l ( ) ( ) ( )
12 2

2 2
n

n
f L

ηµ π γ ηµ πγ
γ

π γ
= ∈ .  

 
(γ) l

1
n
L

f → ∞ . 

 
9. ∆είξτε ότι η εικόνα του µετασχηµατισµού Fourier 
� ( ) ( )1 0:S f L →C\ \  είναι γνήσιο υποσύνολο του ( )0C \  το οποίο 
είναι πυκνό στο ( )0C \ . 
 
Υπόδειξη: Ο χώρος Schwartz είναι πυκνός στο ( )0C \ . 
 

10. Υπολογίστε το όριο ( ) 2lim ,  ( 0i xax
e dx a

x
λ π γ

λλ

ηµ −

−→∞
>∫  σταθερά). 

 
11. (Θεώρηµα αντιστροφής) Εστω l ( )1,f f L∈ \ . ∆είξτε ότι 

 
l ( ) ( )2lim ,i xf e d f x

λ π γ

λλ
γ γ

−→∞
=∫  σηµειακά σ.π. στο \ . 

 

12. ∆είξτε ότι ( ) ( ) ( )
2

2 1/ 4/ 21 2
0 1/ 41

x
x dx

x
συν πγ γσυν π

συν πγ
γπ

 <
=  >− 

∫\ . 

 
Υπόδειξη: Εφαρµόστε θεώρηµα αντιστροφής (βλ. άσκ. 11). 
 
13. Για 0a > , δείξτε ότι η συνάρτηση ( ) ( )1a tf t e a t−= +  έχει 

µετασχηµατισµό Fourier l ( )
( )

3

22 2

4 8

(2 )

a a if
a

π γγ
πγ

−
=

+
. 

 
14. Υπολογίστε την οικογένεια συναρτήσεων   
 

( ) ( ) 2

2

2
,  0,  

1 (2 )

i x

a

ax ef dx a
x x

π γηµ π
γ γ

π π
= > ∈

+∫\ \ . 
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Υπόδειξη: Συνέλιξη κάποιων (γνωστών) συναρτήσεων. 
 
15. ∆είξτε ότι ( )( ) ( )2 2 2 2

,  , 0,  dx a b a b
ab a bx a x b

π
= > > −

++ +∫\ . 

 
Υπόδειξη: Eφαρµογή ταυτότητας Parseval. 
 
16. Αν ( )1f L∈ \ , µε χρήση ιδιοτήτων υπολογίστε το 
µετασχηµατισµό Fourier της f  που ικανοποιεί την εξίσωση 
 

( ) 2 2x a x x

x a
f y dy e e

− + − − −

− −
= −∫ . 

 
17. (Poisson Summation formula) Εστω ( ) l ( )1 1, af x f xε− − − −= = , 
για , 0aε > . ∆είξτε ότι 
 

( ) l ( ) 2 ixn
n n
f x n f n e π

∈ ∈
+ =∑ ∑] ]

 σηµειακά σ.π. στο T . 
 
Εφαρµόστε κατάλληλα την PSF για τη συνάρτηση | | ,  0a xf e a−= >  και 

δείξτε την ισότητα 2 2

1 2
1 (2 )

a

a n

e a
e a nπ

+
=

− +∑ . 

 
18. Εστω ( ), pf g L∈ \ , 1 2p< <  και ,p q  είναι συζυγείς εκθέτες. 
∆είξτε την ταυτότητα «τύπου» Parseval   
 

( ) l ( ) l ( ) ( )f x g x dx f g dγ γ γ=∫ ∫\ \
. 

 
19. Υπολογίστε ( )2,f g L∈ \  τέτοιες ώστε ( )2f g L∗ ∉ \ . 
 
20. Υπολογίστε προσεγγιστική µονάδα { } 0

fλ λ>
 στο σύνολο ( )c

∞C \ , 
όπου ( )c

∞C \  είναι ο χώρος των απειροδιαφορίσιµων συναρτήσεων 
µε φραγµένο φορέα. 
 
21. Εστω ( )1

locf L∈ \  και ( )cg ∞∈C \ , όπου ( )c
∞C \  είναι όπως στην 

άσκηση 20. ∆είξτε ότι ( )f g ∞∗ ∈C \  και υπάρχουν ακολουθίες 
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συναρτήσεων ( )c
ng ∞∈C \  ώστε 

1
0nf g f∗ − →  n→ ∞ . 

 
22. ∆είξτε ότι ο χώρος όλων των συναρτήσεων 

( ),  1pf L p∈ ≤ < ∞\ των οποίων ο µετασχηµατισµός Fourier έχει 
συµπαγή φορέα είναι πυκνός στον ( )pL \ . 
 

23. Αν ( ) ( )1 0f L C∈ ∩\ \  και l 1( ) ,  0 1
1 a
Af aγ
γ +≤ < <

+
, δείξτε ότι η 

f  ικανοποιεί τη συνθήκη Holder τάξης a , δηλαδή για κάποια θετική 
σταθερά M  

( ) ( )  ,af x h f x M h x h+ − ≤ ∀ ∈\ . 
 
24. Αν f  είναι συνεχής, ( )2f L∈ \  και ( ) 2 2 0 y xyf y e dy x− + = ∀ ∈∫\ \ , 

δείξτε ότι ( ) 0 f x x= ∀ . 
 
Υπόδειξη: Για ( ) 2xg x e−= , θεωρείστε τη συνέλιξη ( )f g x∗ . 
 
25. (Μετασχηµατισµός Fourier στον n\ ) 
 
Ο Μετασχηµατισµός Fourier µιας συνάρτησης ( )1

nf L∈ \  ορίζεται 
ως 

l ( ) ( ) 2 ,  ,
n

i x nf f x e dx xπ γγ γ−= ∈∫ i

\
\ , 

 
όπου xγ i  είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον n\ . 
 

• Αν ( ) ( )g x f A x= ⋅ , όπου A  είναι αντιστρέψιµος γραµµικός 

τελεστής στον  n\  (δηλ. n n×  πίνακας), υπολογίστε τη lg .  
 
• ∆είξτε ότι αν η f  είναι αναλλοίωτη ως προς τις περιστροφές 

(ορθοµοναδιαίους γραµµικούς τελεστές A  µε 1A = ), δηλαδή 

αν ( ) ( )f A x f x⋅ = τότε το ίδιο ισχύει για τη lg .  
 

• ∆είξτε ότι 
n

( ) ( ) l ( ) ( ) ( )( )1 12 ,  ,..., , ,..., ,
k

k
i n nk

i

f i f x x x
x

γ π γ γ γ γ γ∂
= = =

∂
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    υπό τη προϋπόθεση ( )1 0
n

i

f L
x

ν

ν

∂
∈ ∩

∂
C \  για κάθε 1,...,kν = . 

 

• Αν f∆  είναι ο τελεστής Laplace της f  µε ( )1 0
n

i

f L
x

ν

ν

∂
∈ ∩

∂
C \  

για κάθε 1,2ν =  και g f= ∆ , υπολογίστε τη lg .  
 
26. Αν ( ) ( )2

1 1, ,u L g h L∈ ∈\ \  και η u  έχει συνεχείς µερικές 

παραγώγους µέχρι 2ης τάξης όλες στον ( )2
1 0L ∩C \ , να λυθεί το 

πρόβληµα αρχικών τιµών 
 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
2

2 2

, ,

,0 ,  ,  0
,0

u x t u x t
c

t x
u x f x x t
u x

g x
t

∂ ∂
= ∂ ∂ = ∈ >

 ∂ =
 ∂

\ . 

 
27. Αν ( )2

1u L∈ \  και η u  έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης 

τάξης στον ( )1 0
nL ∩C \ , να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών 

 
( ) ( )

( )

2 2

2

, ,

,  ,  0
,0

2
x

u x t u x t
t x x x t
u x eπ −

∂ ∂
= ∂ ∂ ∂ ∈ >

 =

\ . 

 
28. Εστω ( ){ }0 1r r

P x
< <

 είναι ο πυρήνας Poisson. ∆είξτε ότι { }rxP ′−  

είναι προσεγγιστική µονάδα. 
 
29. Αν ( )ϕ ∈ \  δείξτε ότι υπάρχουν σταθερές 0C >  και n∈`  ώστε 
 

( ) ( )0,0 ,0
  1

p n
C pϕ ϕ ϕ≤ + ≤ ≤ ∞ . 

 
Στη συνέχεια δείξτε ότι ο χώρος ( )\  είναι πυκνός στον ( )pL \  για 
κάθε 1 p≤ < ∞ . 
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30. ∆είξτε ότι [ ], loga b
x aH
x b

χ −
=

−
. Συµπεράνετε ότι ο 

µετασχηµατισµός Hilbert δεν είναι φραγµένος στον ( )1L \  ούτε στον 
( )L∞ \ . 

 
31. Mε χρήση του ορισµού δείξτε ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert των 
συναρτήσεων ( ) ( )2f x cxσυν π=  και  ( ) ( )2g x cxηµ π=  ισούται µε 

( ) ( )2Hf x cxηµ π=  και  ( ) ( )2Hg x cxσυν π= −  αντιστοίχως.  Στη 
συνέχεια δείξτε ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert της συνάρτησης 

( ) 2 icxh x e π=  ισούται µε ( ) 2 icxHh x ie π= − , όπου c  είναι µια πραγµατική 
σταθερά. 
 
32. Υπολογίστε το µετασχηµατισµό Fourier (µε την έννοια των 
γενικευµένων συναρτήσεων) της µοναδιαίας βηµατικής συνάρτησης: 
 

( )
1, 0
0, 0

x
U x

x
>

=  <
 

 
καθώς επίσης και των συναρτήσεων 02

0 0,  2 ,  2 ,ixe x xπ γ συν πγ ηµ πγ  

( )( )
0

kδ , ,  kx k∈` , όπου 0γ  σταθερά. 
 

33. ∆είξτε ότι 
n

2

1 2
x

π γ
π

 − = 
 

.  

 
34. Mια συνάρτηση καλείται αιτιατή (causal) αν ( ) 0f t = , 0t < . 
∆είξτε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier µιας πραγµατικής συνάρτησης 
µπορεί (φορµαλιστικά) να παρασταθεί συναρτήσει του 
µετασχηµατισµού Fourier µιας αιτιατής συνάρτησης. 
 
Υπόδειξη.  Θεωρείστε g f i Hf= + . 
 

35. Εστω ( )ϕ ∈ \ . ∆είξτε ότι ( ) ( )
2

lim . . 0
iNx

N

ePV x dx i
x

π

ϕ ϕ π
→∞

=∫\  

και 

( ) ( )
2

lim . . 0
iNx

N

ePV x dx i
x

π

ϕ ϕ π
→−∞

= −∫\ . 
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Κεφάλαιο 4 
 

Aνάλυση χρόνου/συχνότητας 
 
4.1 Εισαγωγή.  
 
H ανάλυση χρόνου/συχνότητας (Time-Frequency Analysis) µελετά 
µετασχηµατισµούς συναρτήσεων :f X →^ , (όπου X = `  ή ]  ή 

n\  ή /\ ]  ή /n n\ ]  κλπ) που σχεδιάζονται ώστε να αποκαλύπτουν 
στοχευµένα ποιοτικά χαρακτηριστικά της f  (µετά τη δράση του 
µετασχηµατισµού) για να µπορέσουµε να συνάγουµε ευκολότερα 
συµπεράσµατα σχετικά µε τη µελέτη και τα ερωτήµατα που θέτουµε. 
Η επιλογή του κατάλληλου µετασχηµατισµού εξαρτάται τόσο από τη 
συνάρτηση αυτή καθ’ εαυτή, π.χ. αν έχει συµπαγή φορέα στο 
χρόνο, ή αν είναι λεία, p −ολοκληρώσιµη κλπ, όσο και από τα 
ποιοτικά χαρακτηριστικά που θέλουµε να µελετήσουµε σ’ αυτή, 
όπως π.χ. το συχνοτικό περιεχόµενό της συναρτήσει του χρόνου. 
Για παράδειγµα, ο µετασχηµατισµός  Fourier της f  (προς στιγµήν 
υποθέτουµε ότι ( )1f L∈ \ ) στη συχνότητα γ  
 

l ( ) ( ) 2 i xf f x e dxπ γγ −= ∫\ , 
 
είναι ένα µέτρο του «συνολικού» συχνοτικού περιεχοµένου γ  της 
συνάρτησης f  στο ( ),−∞ +∞ . Σε πιο σύνθετα ερωτήµατα που 
αφορούν π.χ. σε ποιες χρονικές στιγµές t  εντοπίζoνται υψηλές 
συχνότητες γ  (που αντανακλούν σε «απότοµες» µεταβολές στο 
γράφηµα της f ), τότε ο µετασχηµατισµός Fourier δεν µπορεί 
εύκολα (ή και καθόλου) να ανταποκριθεί. Με τέτοιου τύπου 
ερωτήµατα (και όχι µόνον) ασχολείται η ανάλυση 
χρόνου/συχνότητας. Επειδή τέτοιοι µετασχηµατισµοί χρησιµο-
ποιούνται ευρύτατα σε εφαρµογές, απαιτούµε εκ των προτέρων    
  
• να είναι συνεχείς και συνεχώς αντιστρέψιµοι.  
 
• Να µπορούν να διακριτοποιηθούν και να υπολογίζονται µέσω 

αριθµητικού αλγορίθµου. 
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4.2 Ο συνεχής µετασχηµατισµός Gabor.  
 
Η ανεπάρκεια του µετασχηµατισµού Fourier όσον αφορά προβλή-
µατα χρόνου/συχνότητας είχε ήδη εντοπισθεί από τον D. Gabor ο 
οποίος το 1946 όρισε ένα «παράθυρο» στο χρόνο για να µπορέσει 
να λύσει το πρόβληµα της «τοπικής» φασµατικής πληροφορίας.  
 
Ορισµός 4.1 Καλούµε µια συνάρτηση ( )2g L∈ \  παράθυρο στο 
χρόνο, αν ( ) ( )2xg x L∈ \ . Το κέντρο *

gt  (επικρατούσα τιµή) και η 
ακτίνα g∆  (τυπική απόκλιση) της g  ορίζονται από τις σχέσεις 
 

( ) 2*
2

2

1
gt x g x dx

g
= ∫\  

και 

( ) ( )( )1/ 22 2*

2

1
g gx t g x dx

g
∆ = −∫\ . 

 
Oρίζουµε το µήκος του παραθύρου g  να είναι ίσο µε 2 g∆ . 

Καλούµε oυσιώδη φορέα της g  το διάστηµα * *,g g g gt t − ∆ + ∆  . 
 
Το παράθυρο που χρησιµοποίησε ο Gabor ήταν η συνάρτηση 
Gauss 

( ) ( )
2

41 ,  0
2

t
a

ag t e a
aπ

−
= > . 

Τότε:  
* 0
ag
t = . 

 
Επίσης, εφόσον 

2 2 1/ 2x Axe dx e dx Aπ π− − −= ⇒ =∫ ∫\ \
, µε παραγώγιση 

ως προς A  παίρνουµε 
 

22 3/ 2

2
Axx e dx Aπ− −=∫\ . 

 
Ετσι για 1/(2 )A a=  έχουµε ( ) 1/ 4

2
8ag aπ −=  και έτσι υπολογίζουµε 

  

ag
a∆ = . 
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Αρα ο ουσιώδης φορέας της ag  είναι το διάστηµα ,a a −  . 
 
Ορισµός 4.2 Για καθορισµένο 0a >  και ag  να είναι η συνάρτηση 
Gauss όπως παραπάνω, ορίζουµε το µετασχηµατισµό Gabor µιας 
συνάρτησης ( )2f L∈ \  να είναι ο γραµµικός τελεστής   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2: :   ,

a a

i t
g g aL L f x f t g t x e dtπ γγ −

∞→ × = −∫\\ \ \ . 
 
Ο παραπάνω µετασχηµατισµός µπορεί να ερµηνευθεί ως εξής: για 
φιξαρισµένο x  και µικρό 0a > , η συνάρτηση ( ) ( )af t g t x−  

«τoπικοποιεί» την f  σε µια περιοχή του x  (δηλαδή «σχεδόν 
µηδενίζει» το γράφηµα της f  έξω από µια περιοχή του  x  της 
µορφής ,x a x a − +   που αντιστοιχεί στον ουσιώδη φορέα της 

ag ) και στη συνέχεια υπολογίζει το µετασχηµατισµό Fourier της 
( ) ( )af t g t x−  στη συχνότητα γ . Με άλλα λόγια 

  

( ) ( ) ( )n ( ),
ag af x f g xγ γ= ⋅ ⋅ − . 

 
Με µια µη αυστηρή ερµηνεία µπορούµε να πούµε ότι ο µετασχηµα-
τισµός Gabor της f  είναι ένα µέτρο του συχνοτικού περιεχοµένου 
της f  «τοπικά» στο x .  
 
Στο εξής χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς  
 

( ) ( )
( ) ( )2

x
i t

T f t f t x
M f t e f tπ γ

γ

 = −
 =

.  

Τότε   
                               ( ) ( )2 ix

x xT M f t e M T f tπ γ
γ γ

−= ,                               (1) 
 
συνεπώς οι δυο τελεστές xT  και M γ  αντιµετατίθενται αν και µόνον 
αν xγ ∈] . Σηµειώνουµε εδώ ότι  

 
 1x pp

T M f f pγ = ∀ ≤ ≤ ∞ . 

Επίσης: 
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n l

n l
x xT f M f

M f T fγ γ

−
 =


=
. 

Tότε: 
               n n l l2 2i x i x

x x x xM T f e T M f e M T f T M fπ γ π γ
γ γ γ γ

− −
− −= = = ,              (2) 

 
όπου η 1η και η τελευταία ισότητα στη (2) προέκυψε από την (1). Με 
βάση τα παραπάνω µπορούµε να γράψουµε 
  

( ) ( )2 i t
a x ag t x e M T g tπ γ

γ
−

−− =  
και 

( ), ,a x af x f M T gγγ = , 
 
όπου ,⋅ ⋅  είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον ( )2L \  και ag  
είναι η συνάρτηση Gauss όπως παραπάνω. Τότε απ’ την ταυτότητα 
Parseval και τη (2) παίρνουµε 
 

( ) ln, , ,
ag x a x af x f M T g f M T gγ γγ = =  

 
                 l l l ( )l ( )2 2, ix ix

x a af T M g e f g e dπ γ π ω
γ ω ω γ ω−

−= = −∫\               (3) 

 
                 m

l ( )2 ,
a

ix
g

e f xπ γ γ−= − .                                                        (4) 
 
Η ισότητα (4) είναι ουσιώδης στην ανάλυση χρόνου/συχνότητας 
διότι συνδυάζει τόσο την f  όσο και την lf  σε µια κοινή 
αναπαράσταση χρόνου/συχνότητας. Εφόσον ο µετασχηµατισµός 
Fourier της συνάρτησης Gauss ag  είναι πάλι η συνάρτηση Gauss 
 

l ( ) 2 242 a
ag ae π γγ −= , 

 
η σχέση (3) ερµηνεύεται ως εξής:  η l ( )l ( )af gω ω γ−  «τοπικοποιεί» 

την lf  (δηλαδή «σχεδόν µηδενίζει» την lf  έξω από µια περιοχή του  
γ  που αντιστοιχεί στον ουσιώδη φορέα της lag ) και στη συνέχεια 
υπολογίζει τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier της 
l ( )l ( )af gω ω γ− . ∆ηλαδή, η πληροφορία του συχνοτικού 
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περιεχοµένου γ  που αναζητούµε µελετώντας «τοπικά» τη 
συνάρτηση f  σε µια περιοχή του σηµείου t x=  µε χρήση του 
παραθύρου ag  ταυτίζεται µε την πληροφορία που αντλούµε από τη  
µελέτη της lf  σε µια περιοχή του σηµείου ω γ=  µε χρήση του 
παραθύρου lag  τη χρονική στιγµή   t x= . 
 
Εργαζόµενοι όπως παραπάνω βρίσκουµε ότι  
 

m m
* 1 10 ,   

4a ag g
t

aπ
= ∆ =  

 
και λέµε ότι η  lag  είναι ένα παράθυρο στις συχνότητες µε κέντρο 

m
* 0
ag
t =  και ύψος ίσο µε m2

ag
∆ . Για κάθε ζεύγος ( ) 2,x γ ∈\ , το 

καρτεσιανό γινόµενο  
 

m m m m
* * * *

, ( ), ( ) ( ), ( )
a a a a a a a a

x g g g g g g g g
I x t x t t x tγ γ  = + − ∆ + + ∆ × + − ∆ + + ∆     

 

           
1 1 1 1,  ,  

4 4
x a x a

a a
γ γ

π π
  = − + × − +    

,                        (5) 

 
καλείται ορθογώνιο παράθυρο χρόνου/συχνότητας.  
 
Παρατηρούµε ότι το ορθογώνιο ,xI γ  έχει πάντα σταθερό µήκος και 
ύψος και εµβαδόν ανεξάρτητο της παραµέτρου a , ίσο µε 
 

( ) m( ) 12 2
a a
g g π

∆ ∆ = . 

 
Αυτό είναι ένα µειονέκτηµα του µετασχηµατισµού Gabor διότι για 
τον εντοπισµό είτε υψηλών είτε χαµηλών συχνοτήτων το παράθυρο 
στο χρόνο έχει πάντα σταθερό µήκος ίσο µε 2 a . Θα προτιµού-
σαµε το µήκος του παραθύρου να «στενεύει» στο χρόνο όταν 
θέλουµε να εντοπίσουµε υψηλές συχνότητες και να «απλώνεται» 
όταν θέλουµε να αναλύσουµε καλύτερα χαµηλές συχνότητες. Αυτό 
το επιτυγχάνουµε πολύ καλύτερα µε το µετασχηµατισµό κυµατιδίων.  
 
Με βάση τα παραπάνω δίνουµε µια ακόµη ερµηνεία του 
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µετασχηµατισµού Gabor: Για κάθε ζεύγος ( ),x γ , η «ατοµική» 
συνάρτηση 

x aM T gγ  
 

έχει ουσιώδη φορέα στο χρόνο ,  x a x a − +   και ουσιώδη φορέα 

στις συχνότητες 1 1 1 1,  
4 4a a

γ γ
π π

 − +  
 και συνεπώς αντιστοιχεί σ’ 

ένα «κελί» ,xI γ  όπως στην (5) στο διάγραµµα χρόνου/συχνότητας. 
Ετσι, ο µετασχηµατισµός Gabor είναι ένα µέτρο της συνεισφοράς 
αυτής της ατοµικής συνάρτησης στην ανάλυση της f  στο πεδίο 
χρόνου/συχνότητας.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 - 132 -

4.3 Ο µετασχηµατισµός Fourier βραχέος χρόνου (Short-time 
Fourier Transform). 
 
Τα παραπάνω γενικεύονται στην περίπτωση που αντί της 
συνάρτησης Gauss χρησιµοποιηθεί µια οποιαδήποτε άλλη 
συνάρτηση που δρα ως παράθυρο στο χρόνο.  
 
Ορισµός 4.3 Εστω  ( )2g L∈ \  είναι παράθυρο στο χρόνο µε την 
έννοια του ορισµού 4.1. Τότε, ο µετασχηµατισµός Fourier 
βραχέος χρόνου µιας συνάρτησης ( )2f L∈ \  ορίζεται ως εξής:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2: :   , i t

g gV L L V f x f t g t x e dtπ γγ −
∞→ × = −∫\\ \ \ . 

 
Σηµείωση. Αν ( )pf L∈ \  και ( )qg L∈ \ , όπου ,p q  είναι συζυγείς 
εκθέτες, τότε η συνάρτηση gV f  είναι καλά ορισµένη. Επίσης η gV f  

ορίζεται για κάθε γενικευµένη συνάρτηση f , υπό την προϋπόθεση 
ότι η g  είναι συνάρτηση στο χώρο Schwartz. Στην παράγραφο αυτή 
για απλότητα εργαζόµαστε στον ( )2L \ . 
 
Πρόταση 4.1 Εστω  ( )1 2 2,f f L∈ \  και ( )1 2,g g L∞∈ \  είναι παράθυρα 
στο χρόνο όπως ορίσθηκαν παραπάνω. Τότε ( )2

2jg jV f L∈ \ , 1,2j =  
και 

( ) ( ) ( )21 2 2 22
1 2 1 2 1 2,  , ,g g L LL

V f V f f f g g=
\ \\

. 

 
Απόδειξη. Εφόσον 1 2,g g  είναι παράθυρα στο χρόνο, έχουµε   
( ) ( ) ( )1 2 21 ( ),  1 ( )t g t t g t L+ + ∈ \ , άρα ( )1 2 1,g g L∈ \ . Συνεπώς απ’ 
την υπόθεση ( )1 2 1,g g L L∞∈ ∩ \ . Απ’ την άλλη µεριά 
  

( ) ( ) ( )n ( ),
jg j j jV f x f g xγ γ= ⋅ ⋅ − , 

 
όπου ( )1 2  j x jf T g L L x⋅ ∈ ∀ ∈∩ \ \  και 1,2j = . Αρα 
 

( ) n ( )2 2

22
,

jg j j x jV f x d dx f T g d dxγ γ γ γ= ⋅∫∫ ∫∫\ \
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( ) ( )2 2

2 2 2 2

2 2j x j j x j j jf T g t dtdx f T g t dxdt f g= ⋅ = ⋅ = < ∞∫∫ ∫∫\ \
. 

 
Αρα ( )2

2jg jV f L∈ \ , 1,2j = . Με όµοιο τρόπο παίρνουµε 
 

( ) ( )21 2 1 21 2 1 2,  , ,g g g gV f V f V f x V f x d dxγ γ γ= ∫∫\  
 

                    n ( ) n ( )2 1 1 2 2 x xf T g f T g d dxγ γ γ= ⋅ ⋅∫∫\  (Parseval) 
 
                    ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 2 x xf t T g t f t T g t dtdx= ⋅ ⋅∫∫\  (Fubini) 
 
                    ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 2 f t g t x f t g t x dxdt= − ⋅ −∫∫\  
 

                     1 2 1 2, ,f f g g= .                                                            ■ 
 
Σηµείωση. Η Πρόταση 4.1 επεκτείνεται για κάθε ( )2 2g L∈ \   
επεκτείνοντας συνεχώς το συναρτησιακό  
 

( )
1 22 1 2 1 2: :  ,g gg L L g V f V f∞ → →∩ \ ^  

 
πάνω στον ( )2L \ . Οµοίως για τη 1g .  
 
Πόρισµα 4.1  Εστω  ( )2f L∈ \  και g  παράθυρο στο χρόνο µε 

2
1

L
g = . Τότε  

( ) ( )2
22

g LL
V f f= \\

, 

 
δηλαδή ο µετασχηµατισµός Fourier βραχέος χρόνου είναι ισοµετρία 
απ’ τον ( )2L \  µέσα στον ( )2

2L \ , άρα και 1-1. 
 
Απόδειξη. Αµεση από την Πρόταση 4.1.                                         ■ 
 
Θεώρηµα 4.1 (Αντιστροφής) Εστω  ( )2f L∈ \  και ,g h  

παράθυρα έτσι ώστε , 0g h ≠ . Τότε για κάθε ( )2f L∈ \  έχουµε 
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( ) ( ) ( )2

21 ,
,

i
gf V f x h x e d dx

h g
π γγ γ= −∫∫ i

\
i i , 

 
όπου η σύγκλιση είναι ασθενής.  
 
Απόδειξη. Εχουµε ήδη δείξει ότι ( )2

2gV f L∈ \ . Εστω  
 

i ( ) ( ) ( )2

21 ,
,

i
gf V f x h x e d dx

h g
π γγ γ= −∫∫ i

\
i i  

 

                               ( ) ( )2

1 ,  
, g xV f x M T h d dx
h g γγ γ= ∫∫\ i . 

Aν ( )2b L∈ \ , τότε  
 

i ( ) ( )2

1, , ,
, g hf b V f x V b x d dx
h g

γ γ γ= ∫∫\  

 

                                ( ) ( )22
22

1
, g h LL

V f V b
h g

≤ < ∞
\\

, 

 
αρα το συναρτησιακό i,b f b→  είναι φραγµένο στον ( )2L \  και 
συνεπώς απ’ το θεώρηµα αναπαράστασης Riesz θα πρέπει 
i ( )2f L∈ \ . Τότε   
 

i ( )2

1, ,  ,
, g xf b V f x M T h b d dx
h g γγ γ= ∫\  

 

                               ( ) ( )2

1 ,  ,
, g hV f x V b x d dx
h g

γ γ γ= ∫\  

                                 

                               1 1, , , ,
, ,g hV f V b f b g h f b
h g h g

= = = . 

 
Αρα if f=  και το θεώρηµα αποδείχθηκε.                                 ■ 
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4.4 Αρχή αβεβαιότητας. 
 
Από τα παραπάνω φαίνεται ο σηµαντικός ρόλος του παραθύρου g  
όσον αφορά την ανάλυση χρόνου/συχνοτήτων. Στην παράγραφο 
4.1 είδαµε ότι η συνάρτηση Gauss αποτελεί παράθυρο τόσο στο 
χρόνο όσο και στις συχνότητες πράγµα που αποτελεί γενικότερη 
επιδίωξή µας. Αναρωτιόµαστε αν υπάρχουν και άλλες τέτοιου τύπου 
συναρτήσεις. Οσον αφορά τη συνάρτηση Gauss ag  της παραγρά-
φου 4.1 είδαµε ότι ο ουσιώδης φορέας αυτής στο χρόνο είναι  
 

2 2
ag

a∆ =  
 

και ο ουσιώδης φορέας αυτής στις συχνότητες είναι 
  

m
12

2ag aπ
∆ = . 

 
Αυτό σηµαίνει ότι αν το a  είναι µικρό τότε ο φορέας «απλώνεται» 
στις συχνότητες και αντίστροφα, άρα καλή ανάλυση στο χρόνο 
σηµαίνει χειρότερη ανάλυση στις συχνότητες και αντιστρόφως. 
Παρ΄όλα αυτά    

                                        ( ) m( ) 12 2
a a
g g π

∆ ∆ = .                                    (6) 

 
Προφανώς µπορούµε να βρούµε συναρτήσεις που φθίνουν 
γρήγορα στο άπειρο τόσο στο χρόνο όσο και στις συχνότητες. Για 
παράδειγµα µπορούµε να επιλέξουµε µια συνάρτηση Schwartz ή 
µια απειροδιαφορίσιµη συνάρτηση µε συµπαγή φορέα στο χρόνο.  
Το ερώτηµα είναι: υπάρχουν παράθυρα που να µειώνουν 
περαιτέρω την (6); H απάντηση είναι όχι, λόγω της αρχής 
αβεβαιότητας: 

l
1

4g g π
∆ ∆ ≥ . 

 
Με άλλα λόγια, µια συνάρτηση δε µπορεί να «συγκεντρωθεί» 
ταυτόχρονα  σε µικρά σύνολα στο πεδίο χρόνου και συχνοτήτων 
όποια ανάλυση χρόνου/συχνότητας κι αν χρησιµοποιηθεί.   
 
Θεώρηµα 4.2 Εστω g  είναι παραγωγίσιµη σ.π. στο \  έτσι ώστε 
( ) ( ) ( )21 x g x L+ ∈ \   και ( ) ( ) ( )21 x g x L′+ ∈ \ . Τότε   
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l ( )( ) l ( )
1/ 21/ 2 22

2 2

1 1
4

xg x dx g d
g g

γ γ γ
π

  ≥ 
 ∫ ∫\ \

. 

 
Με άλλα λόγια αν οι επικρατούσες τιµές των κατανοµών 2 2

2
/g g  και 

l l2 2

2
/g g  είναι * 0gt =  και l

* 0
g
t =  αντιστοίχως, τότε   

 

l
1

4g g π
∆ ∆ ≥ . 

 
Απόδειξη. Απ’ την υπόθεση βρίσκουµε ότι ( )1 2,g g L L′∈ ∩ \  και    
 

l( ) ( ) l ( )
l

22
2

22

2 2

 
g g

xg x dx g d

g g

γ γ γ
∆ ∆ = ∫ ∫\ \  

 

             
( ) ( )2 2

42
2

 

4

xg x dx g x dx

gπ

′
= ∫ ∫\ \  

 

             
( ) ( ) ( ) ( )

22 2

2 2
4 42 2
2 2

Re

4 4

xg x g x dxxg x g x

g gπ π

′′
= ≥

∫\  

 

              
( ) ( ) ( )

22
2 22

4 42 2
2 2

1
2

4 16

d x g x g x dxx g x dx
dx

g gπ π

∞

−∞
−

= =
∫∫ \\

 

 

και επειδή ( )( ) ( )( )2 2
1 lim 0

x
x g x L x g x

→∞

′
∈ ⇒ = , άρα 

 

l( )2

g g
∆ ∆ ≥

( )( )
l

22

4 22
2

1 1
16 416 g g

g x dx

g π ππ
= ⇒ ∆ ∆ ≥

∫\ .                                   ■ 
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4.5 ∆ιακριτοποίηση. 
 
Οι παραπάνω συνεχείς αναπαραστάσεις χρόνου/συχνότητας δεν 
είναι πάντα τόσο χρήσιµες για πρακτικές εφαρµογές. Υπό µια 
έννοια, το θεώρηµα αντιστροφής 4.2 παριστάνει µια ολοκληρωτική 
αναπαράσταση της f  µε χρήση ενός υπεραριθµήσιµου συστήµα-
τος συναρτήσεων της µορφής 
 

( ){ }2:  ,xM T h xγ γ ∈\ . 
 
Απ’ την άλλη µεριά, εφόσον ο ( )2L \  είναι διαχωρίσιµος, µια 
αναπαράσταση µε σειρά ως προς ένα αριθµήσιµο πλήθος 
στοιχείων του παραπάνω συνόλου θα πρέπει να επαρκεί για να 
ανακατασκευάσει κάθε στοιχείο του ( )2L \ . Για παράδειγµα αν το 
παράθυρο h  έχει ουσιώδη φορέα σ’ ένα σύνολο 2E ⊂ \  στο πεδίο 
χρόνου/συχνότητας και αν ( )1 1,x γ  και ( )2 2,x γ  είναι δυο γειτονικά 
σηµεία, τότε οι ουσιώδεις φορείς των συναρτήσεων 

1 1x
M T hγ  και 

2 2x
M T hγ , είναι σχεδόν οι ίδιοι και συνεπώς οι µετασχηµατισµοί 

( )1 1,hV f x γ  και ( )2 2,hV f x γ  µεταφέρουν παρόµοια πληροφορία. Θα 
προτιµούσαµε λοιπόν µια αναπαράσταση µε χρήση αριθµησίµου 
πλήθους στοιχείων της µορφής xM T hγ  των οποίων οι ουσιώδεις 
φορείς ανά δυο να παρουσιάζουν όσο το δυνατόν µικρότερη τοµή. 
Μια λογική προσπάθεια είναι να αντικαταστήσουµε το ολοκλήρωµα 
στο Θεώρηµα 4.2 από ένα άθροισµα Riemann του τύπου    
 

( ),  g bn akn k
f V f ak bn M T h∞ ∞

=−∞ =−∞
= ∑ ∑  

 
για κάποιες παραµέτρους , 0a b >  που ελέγχουν το πόσο πυκνό 
είναι το πλέγµα που χρησιµοποιούµε. Μια άλλη πιο εξεζητηµένη 
προσπάθεια είναι να αναζητήσουµε µια σειρά της µορφής 
 

,  k n bn akn k
f c M T h∞ ∞

=−∞ =−∞
= ∑ ∑ , 

 
όπου { }, ,k n k n

c
∈]

 είναι µια ακολουθία µιγαδικών συντελεστών που θα 

πρέπει να προσδιορισθούν κατάλληλα ώστε να πετύχουµε 
ανακατασκευή για κάθε ( )2f L∈ \ . Ενας τρίτος τρόπος είναι να 
αναζητήσουµε µια πυκνή δειγµατοληψία ώστε η νόρµα της 
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συνάρτησης να διατηρείται µέσω της διακριτοποίησης µε την έννοια  
 

( ) ( )22 2
22 2

,    hn k
A f V f ak bn B f f L∞ ∞

=−∞ =−∞
≤ ≤ ∀ ∈∑ ∑ \ , 

 
για κάποιες απόλυτες και θετικές σταθερές A  και B . Τέτοιες σειρές 
καλούνται σειρές Gabor. H µελέτη τέτοιων σειρών είναι πιο 
πολύπλοκη και εκφεύγει αυτών των σηµειώσεων, παρ’ όλα αυτά 
είναι πολύ πιο χρήσιµη για πρακτικές εφαρµογές σε σχέση µε τους 
αντίστοιχους ολοκληρωτικούς µετασχηµατισµούς. Αναφέρουµε το 
ακόλουθο:  
 
Θεώρηµα 4.3 Eστω g  είναι παράθυρο στο χρόνο όπως 
παραπάνω, ,a b  θετικές παράµετροι και   
 

( ) ( ){ }2, , :  ,ak bng a b T M g k n= ∈]  
 
είναι ένα σύστηµα Gabor. Τότε: 
 
A) Tο σύστηµα Gabor ( ), ,g a b  αποτελεί µια ορθοκανονική βάση 
του ( )2L \  αν και µόνον αν:  
 

• ( ) ( )2 2
22

,   ,  gn k
V f ak bn f f L C∞ ∞

=−∞ =−∞
= ∀ ∈∑ ∑ \  σταθερά, 

 
• 

2
1g = , 

 
• 1ab = .  

 
B) Αν  

1ab > ,  
 

τότε το ( ), ,g a b  δεν είναι πλήρες σύστηµα στον ( )2L \ . 
 
Γ) Το ( ), ,g a b  είναι πλήρες σύστηµα στον ( )2L \  αν και µόνον αν  
 

1ab < . 
 
Στην περίπτωση όµως κατά την οποία 1ab = , σηµειώνουµε ότι 
ακόλουθο  
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Θεώρηµα 4.4 (Βalian-Low) Eστω ( )2g L∈ \  και το σύστηµα Gabor 
   

( ) ( ){ }2, , :  ,ak bng a b T M g k n= ∈]  
 
είναι ορθοκανονικό στον ( )2L \ . Τότε 
 

( ) 2
xg x dx = ∞∫\  ή l ( )

2
g dγ γ γ = ∞∫\ . 

 
Με άλλα λόγια, κάθε συνάρτηση g  που «παράγει» ένα 
ορθοκανονικό σύστηµα Gabor φθίνει «αργά» στο άπειρο είτε στο 
χρόνο είτε στις συχνότητες, άρα δε µπορεί να είναι ταυτόχρονα 
«καλό» παράθυρο και στο χρόνο και στις συχνότητες. Αντιθέτως, 
µπορούµε να κατασκευάσουµε ορθοκανονικές βάσεις κυµατιδίων 
µε καλή «τοπική» συµπεριφορά τόσο στο χρόνο όσο και στις 
συχνότητες.   
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4.6 O συνεχής µετασχηµατισµός κυµατιδίων. 
 
Στις προηγούµενες παραγράφους είδαµε ότι ένα µειονέκτηµα του 
µετασχηµατισµού Gabor (και γενικότερα του µετασχηµατισµού 
Fourier βραχέος χρόνου), είναι ότι για κάθε ζεύγος ( ),x γ  τόσο το 
µήκος όσο και το ύψος του παραθύρου χρόνου/συχνότητας 
παραµένει πάντα σταθερό.  
 
Εστω ( )2Lψ ∈ \  είναι ένα παράθυρο στο χρόνο. Μια σηµαντική 
ιδιότητα που µας δίνει τη δυνατότητα να κάνουµε το παράθυρο 
χρόνου/συχνότητας πιο ευέλικτο/προσαρµοστικό είναι να 
απαιτήσουµε   

( ) 0t dtψ =∫\ , 
 
µια ιδιότητα την οποία δεν ικανοποιεί η συνάρτηση του Gauss (βλ. 
µετασχηµατισµό Gabor). 
 
Oρισµός 4.4 Εστω ( )2Lψ ∈ \  είναι παράθυρο στο χρόνο που   
ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη «επιλεξιµότητας» 
 

                                 l ( )
2

: /C dψ ψ γ γ γ= < ∞∫\ .                                (7) 
 
Στο εξής καλούµε µια τέτοια συνάρτηση κυµατίδιο (wavelet). Tότε ο 
(συνεχής) µετασχηµατισµός κυµατιδίων ορίζεται πάνω στον ( )2L \  
ως εξής: 

( )( ) ( )1, ,   , ,  0t bW f b a f t dt b a a
aa

ψ ψ − = ∈ ≠ 
 ∫\ \ . 

 
Σηµειώνουµε εδώ ότι εφόσον η ψ  είναι παράθυρο στο χρόνο, ισχύει 

( )1 2L Lψ ∈ ∩ \ , άρα η lψ  είναι συνεχής κι έτσι για να ισχύει η (7) θα 

πρέπει l ( )0 0ψ =  ή ισοδύναµα 
 

( ) 0t dtψ =∫\ . 
 
Λόγω (και) αυτής της σχέσης καλούµε την ψ  κυµατίδιο, αφού το 
γράφηµα της ψ  θα πρέπει αναγκαστικά να ταλαντεύεται 



 - 141 -

εκατέρωθεν του άξονα x′x και να «σβήνει» στο άπειρο. Θέτοντας 
 

( ),
1

b a
t bt
aa

ψ ψ − =  
 

 

µπορούµε να γράψουµε 
 

( )( ) ( )2
,, , b a L

W f b a fψ ψ=
\

. 

 
Ας µελετήσουµε τώρα το παράθυρο χρόνου που σχετίζεται µε την 
ψ . Εστω *tψ  είναι το κέντρο και ψ∆  είναι η ακτίνα του παραθύρου  

όπως στον ορισµό 4.1. Τότε το κέντρο και η ακτίνα της ,b aψ  είναι  
 

, ,

* * ,   
b a b a
t b at aψ ψ ψ ψ= + ∆ = ∆  

 
αντιστοίχως. Κατά συνέπεια ο συνεχής µετασχηµατισµόςκυµατιδίων 
µας δίνει «τοπική» πληροφορία µιας συνάρτησης f  στο χρόνο ως 
προς το παράθυρο   
 

* *,b at a b at aψ ψ ψ ψ + − ∆ + + ∆  . 
 
Για µικρές τιµές του a  το παράθυρο «στενεύει» ενώ για µεγάλες 
τιµές του a  το παράθυρο «απλώνεται». Απ’ την άλλη µεριά έχουµε 
 

n ( ) l ( )1/ 2 2
,

ib
b a a a e π γψ γ ψ γ −= , 

άρα 
( )( ) ( )

l n
( )2 2

, ,, , ,b a b aL L
W f b a f fψ ψ ψ= =

\ \
 

 
                                          l ( )l ( )1/ 2 2 iba f a e dπ γγ ψ γ γ= ∫\ .                 (8) 
 
Εστω l

*t
ψ

 και lψ
∆  είναι το κέντρο και η ακτίνα που σχετίζεται µε την  

lψ  (προς στιγµή θεωρούµε ότι και η lψ  είναι παράθυρο). Αν   
 

� ( ) l
l( )*: t
ψ

η γ ψ γ= + , 
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τότε η �η  έχει κέντρο το �* 0t
η

= , ακτίνα � lη ψ
∆ = ∆   και η (8) γράφεται ως  

 

( )( ) l ( ) � l
*

1/ 2 2, ib
t

W f b a a f a e d
a
ψ π γ

ψ γ η γ γ
  
  = −

    
∫\ . 

 

Αλλά η �
l l ( )
*t

a a
a
ψη γ ψ γ

  
  − =

    
 έχει ακτίνα l

1
a ψ

∆ , άρα η παραπάνω 

σχέση µας δίνει «τοπική» πληροφορία της συνάρτησης f  στη 
συχνότητα γ  ως προς το παράθυρο 
    

l l l l
* *

,  
t t

a a a a
ψ ψ ψ ψ

 ∆ ∆
− + 

  
, 

 

κέντρου 
l
*t

a
ψ  και ύψους 

l
2
a
ψ

∆
. Παρατηρούµε ότι ο λόγος 

l

l

*t
ψ

ψ

κεντρο
υψος

=
∆

�
�

 

είναι ανεξάρτητος της παραµέτρου a . Αν θεωρήσουµε 
l
*t

a
ψγ =  και 

*x b atψ= + , τότε το ( ),b a -πεδίο µπορεί να θεωρηθεί ως πεδίο 
χρόνου/συχνότητας ( ),x γ  µε παράθυρο  
 

l l
, , ,  xI x a x a

a a
ψ ψ

γ ψ ψ γ γ
∆ ∆ 

 = − ∆ + ∆ × − +     
                         

 
σταθερού µεν εµβαδού 
 

( ) l
l, 2 2 4xI a

a
ψ

γ ψ ψ ψ

∆ 
= ∆ = ∆ ∆  

 
 

 
αλλά προσαρµοστικού δε, µε την έννοια ότι όταν το ,xI γ  «στενεύει» 
στο χρόνο «απλώνεται» στις συχνότητες για να εντοπίσει και 
φαινόµενα υψηλού συχνοτικού περιεχοµένου, ενώ όταν «απλώνε-
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ται» στο χρόνο «στενεύει» στις συχνότητες για να αναλύσει 
καλύτερα φαινόµενα χαµηλού συχνοτικού περιεχοµένου.  
 
Πρόταση 4.2 Εστω  ( )2,f g L∈ \ , ψ  είναι ένα κυµατίδιο και Cψ  είναι 
σταθερά όπως στον ορισµό 4.4. Τότε 
  

( ) ( )2 2, , ,dbdaW f b a W g b a C f g
aψ ψ ψ=∫∫\ . 

 
Απόδειξη. ( ) ( ) , ,, , , ,b a b aW f b a W g b a db f f dbψ ψ ψ ψ=∫ ∫\ \

 

 
l l ( ) l l ( )2 2, ,ib iba f a e g a e dbπ πψ ψ− ⋅ − ⋅= ⋅ ⋅∫\  (ορισµός µετασχ. Fourier) 

 

l ( )l ( )
n

( ) l ( )l ( )
n

( ) a f a b g a b dbψ ψ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫\  (Parseval)  
 

l ( )l ( ) l ( )l ( )a f a g a dγ ψ γ γ ψ γ γ= ∫\ . 
 
Αρα:  
 

( ) ( )2 2, , dbdaW f b a W g b a
aψ ψ∫∫\ l ( ) l ( )

l ( )
2

a
f g da d

a

ψ γ
γ γ γ

 
 =  
 
 

∫ ∫\ \
 

  
                                             l ( ) l ( ) ,C f g d C f gψ ψγ γ γ= =∫\ .             ■ 
 
Πόρισµα 4.2  Εστω  ( )2f L∈ \ , ψ  είναι ένα κυµατίδιο και Cψ  είναι 
σταθερά όπως παραπάνω. Τότε  
 

( ) ( )2
22

1/ 2
LL

W f C fψ ψ= \\
. 

 
Απόδειξη. Αµεση από την Πρόταση 4.2.                                         ■ 
 
Θεώρηµα 4.5 (Αντιστροφής) Εστω  ( )2f L∈ \  και ψ  είναι ένα 
κυµατίδιο µε σταθερά Cψ . Τότε για κάθε ( )2f L∈ \  έχουµε 
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( ) ( )2 2

1 , b dbdaf W f b a
C a aψ

ψ

ψ − =  
 ∫\
ii , 

 
όπου η σύγκλιση είναι ασθενής. 
 
Απόδειξη. Εστω ( )2f L∈ \ . Για κάθε ( )2g L∈ \  ισχύει  
 

( ) ( )2 2

1, , , dbdaf g W f b a W g b a
C aψ ψ

ψ

= ∫∫\  

 
λόγω της Πρότασης 4.2. Η παραπάνω γράφεται ως  
 

( )2 , 2

1, , , b a
dbdaf g W f b a g

C aψ
ψ

ψ= ∫∫\                               . 

 

( )2 , 2

1, , ,b a
dbdaf g W f b a g

C aψ
ψ

ψ= ∫∫\  

 

( ) ( )2 , 2

1, , ,  b a
dbdaf g W f b a g

C aψ
ψ

ψ= ∫∫\ i . 

 
Αρα  

                          ( ) ( ) ( )2 , 2

1 , b a
dbdaf W f b a

C aψ
ψ

ψ= ∫∫\i i .                        ■ 

 
Σηµείωση. (α) Το θεώρηµα αντιστροφής ισχύει και µε την 
ισχυρότερη 2L − έννοια, δηλαδή  
 

( ) ( )
( ),

2

, 20

1lim  , 0
B C

A a B b aA b C
L

dbdaf W f b a
C aψ

ψ

ψ
→+∞

≤ ≤
→ ≤

− =∫∫
\

i . 

 
(β) Στον τύπο ανακατασκευής µπορούµε υπό κατάλληλες συνθήκες 
να χρησιµοποιήσουµε διαφορετικό κυµατίδιο (βλέπε ασκήσεις). 
 
(γ) Μπορούµε να περιορισθούµε µόνον σε 0a > . Σ’ αυτή την 
περίπτωση απαιτούµε  
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l ( ) l ( )
2 20

0
/ /

2
C

d d ψψ γ γ γ ψ γ γ γ
∞

−∞
= = < ∞∫ ∫ . 

Τότε 

                          ( ) ( ) ( ),20

2 , b a
daf W f b a db

C a ψ
ψ

ψ
∞

= ∫ ∫\i i .                     (9) 

 
Πρόταση 4.3 Εστω ψ  τέτοια ώστε ( ) ( ) ( )11 x x Lψ+ ∈ \  και l ( )0 0ψ = . 
Αν f  είναι φραγµένη συνάρτηση τέτοια ώστε  
 

( ) ( ) ,  0 1f x f y C x y α α− ≤ − < ≤ , 
τότε 

( ) 1/ 2,W f b a C a α
ψ

+′≤ . 
 
Απόδειξη. Εφόσον l ( ) ( )0 0 x dxψ ψ= = ∫\  έχουµε  
 

( ) ( )1, t bW f b a f t dt
aa

ψ ψ − =  
 ∫\ ( ) ( )( )1 t bf t f b dt

aa
ψ − = −  

 ∫\  

 

                ( ) ( )1 t bf t f b dt
aa

ψ − ≤ −  
 ∫\

C t bt b dt
aa

α ψ − ≤ −  
 ∫\  

 

                ( )
1C aC tt dt d

aa a

α
α αψ τ ψ τ τ

+
 = ≤ 
 ∫ ∫\ \

 

 
                

1

1/ 2 1/ 2

L
C t a C aα αψ + +′= = .                                             ■ 

 
Για το αντίστροφο έχουµε: 
 
Πρόταση 4.4 Εστω ψ  έχει συµπαγή φορέα και ( )2f L∈ \  είναι 
συνεχής και φραγµένη συνάρτηση. Αν για κάποιο ( )0,1α ∈  ο 
µετασχηµατισµός W fψ  ικανοποιεί την ανισότητα  
 

( ) 1/ 2,W f b a C a α
ψ

+′≤ , 
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τότε η f  είναι α −Ηolder. 
 
Mε άλλα λόγια µπορούµε να χαρακτηρίσουµε το δείκτη Holder µιας 
συνάρτησης f  µέσω της φθίσης του µέτρου του µετασχηµατισµού 
κυµατιδίων αυτής ως προς τη µεταβλητή a .   
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4.7 ∆ιακριτοποίηση.  
 
Όπως και στο µετασχηµατισµό Fourier βραχέος χρόνου έτσι και στο 
µετασχηµατισµό κυµατιδίων οι συνεχείς αναπαραστάσεις δεν είναι 
πάντα τόσο χρήσιµες για πρακτικές εφαρµογές. Στην περίπτωση 
των κυµατιδίων το θεώρηµα αντιστροφής 4.5 παριστάνει µια 
ολοκληρωτική αναπαράσταση της f  µε χρήση ενός 
υπεραριθµήσιµου συστήµατος συναρτήσεων της µορφής 
 

( ){ }2
1/ :  ,b aT D a bψ ∈\ , 

 
όπου ( )1/ 2 ,  0aD f a f a a= ⋅ >  είναι ο συνήθης τελεστής διαστολής 
και ( )bT f f b= ⋅ −  είναι τελεστής µετάθεσης. Για να περιοριστούµε σε 
διακριτές τιµές, εφόσον η µεταβλητή a  αντιστοιχεί σε διαστολή είναι 
λογικό να θεωρήσουµε 0 ,  ja a j= ∈]  για κάποιο 0 1a >  (αν και αυτό 
δεν είναι απαραίτητα αφού j∈] ). Για 0j = , εφόσον η µεταβλητή b  
αντιστοιχεί σε µετάθεση είναι λογικό να θεωρήσουµε 0 ,  b kb k= ∈]  
για κάποιο 0 0b >  έτσι ώστε οι µεταθέσεις ( )0kbψ ⋅ −  να καλύπτουν 
όλο το \ .  Για 0j ≠ , εφόσον ο ουσιώδης φορέας της ( )0

ja xψ −  

ισούται µε 0
ja −φορές τον ουσιώδη φορέα της ψ  θεωρούµε 

0 0 ,  jb kb a k= ∈]  έτσι ώστε όλες οι b − µεταθέσεις της ( )0
jaψ − ⋅  να 

καλύπτουν όλο το \ . Θεωρούµε λοιπόν    
 

0
0 0

0 0

,  1,  0
j

j

a a
a b

b kb a
 =

> >
=

 

 
και ορίζουµε την οικογένεια συναρτήσεων 
 

( ){ }0 0 0 0

0 0 0

, , / 2
, 0 0 0,

,  ,j j
b a b a j j

j k kb a a
a a kb j kψ ψ ψ−

− −Ψ = = = ⋅ − ∈] . 
 
Η επιλογή των παραµέτρων 0 01,  0a b> >  εξαρτάται από το κυµατίδιο 

ψ . Στην παράγραφο αυτή µας ενδιαφέρει να κατασκευάσουµε 
κυµατίδια ψ , έτσι ώστε για κάποια επιλογή του ζεύγου ( )0 0,b a  
παραµέτρων, η οικογένεια 0 0,b aΨ  να αποτελεί µια ορθοκανονική 
βάση του ( )2L \  και συνεπώς κάθε συνάρτηση ( )2f L∈ \  να 
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ανακατασκευάζεται µέσω του τύπου     
 

0 0 0 0, ,
, ,, b a b a
j k j kj k

f f ψ ψ∞ ∞

=−∞ =−∞
= ∑ ∑  

 
τουλάχιστον µε την 2L − έννοια. Σηµειώνουµε ότι δεν προκύπτει 
ορθοκανονική βάση για οποιαδήποτε επιλογή των παραµέτρων 
( )0 0,b a . Το πρόβληµα γίνεται πιο απλό αν θεωρήσουµε την 
«βολικότερη» επιλογή 0 2a = , διότι µ’ αυτή την επιλογή έχουµε  
 

2 ,  ja j−= ∈] , 
 
κι έτσι κάθε διαστολή κατά 2 ή ½ αντιστοιχεί σε υποδιπλασιασµό ή 
διπλασιασµό του προηγούµενου βήµατος µετάθεσης. Ενας άλλος 
λόγος είναι ότι τέτοιες τιµές του a  αντιστοιχούν σε δυαδικές µπάντες 
συχνοτήτων που χρησιµοποιούνται ευρύτατα στην πράξη. Για 
απλότητα θεωρούµε 0 1b =  κι έτσι ορίζουµε 
 

( ){ }1,2 / 2
, , 2 2 ,  ,j j
j k j k k j kψ ψ ψ− −Ψ = = = ⋅ − ∈]  

 
και επιδιώκουµε να κατασκευάσουµε συνάρτηση ψ  τέτοια ώστε το 
σύνολο Ψ  να είναι ορθοκανονική βάση του ( )2L \ .   
 
Πρόταση 4.3 Εστω Ψ  είναι µια ορθοκανονική βάση του ( )2L \ . 
Τότε: 

l ( ) l ( )
2 2

0

0
2ln 2d d

ψ γ ψ γ
γ γ

γ γ
∞

−∞
= =∫ ∫ . 

 
H Πρόταση 4.3 µας δίνει µια αναγκαία συνθήκη ορθοκανονικότητας:  
 
H συνάρτηση ψ  θα πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη επιλεξιµότητας 
(7), άρα θα πρέπει να είναι κυµατίδιο.  
 
Η κατασκευή µιας µεγάλης γκάµας ορθοκανονικών κυµατιδίων 
επιτυγχάνεται µέσω της πολυδιακριτής ανάλυσης.  
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4.8 Πολυδιακριτή Ανάλυση του ( )2L \ . 
 
Oρισµός 4.5 Καλούµε πολυδιακριτή ανάλυση του ( )2L \  µια 
«διατεταγµένη» ακολουθία 
 

( )1 0 1 ...,   N NV V V V V N− −⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ∈… … … `  
 
κλειστών υπόχωρων του ( )2L \  έτσι ώστε: 
 
(1)  ( )2j jV L∈ =]∪ \ . 
 
(2)  { }0j jV∈ =]∩ . 
 
(3)  ( ) 02   j

jf V f V j∈ ⇔ ⋅ ∈ ∀ ∈] . 
 
(4)  Yπάρχει συνάρτηση 0Vφ ∈  που καλείται κλιµακωτή συνάρτηση 
τέτοια ώστε το σύνολο ( ){ }:  n nφ ⋅ − ∈]  να αποτελεί µια 
ορθοκανονική βάση του υποχώρου 0V . 
 
Εστω ότι υπάρχει 0Vφ ∈  όπως στην (4) του παραπάνω ορισµού. 
Ορίζουµε  

( )/ 2
, 2 2 ,   ,j j
j k k j kφ φ− −= ⋅ − ∈] . 

 
Τότε είναι εύκολο να δείξουµε ότι για κάθε j∈] , το σύνολο  
 

{ }, :  j k kφ ∈]  
 
είναι µια ορθοκανονική βάση του υποχώρου jV . Πράγµατι λόγω της 
(3) του ορισµού 4.5 έχουµε 
 

( ) 02 j
jf V f V∈ ⇔ ⋅ ∈  

 
         ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ,j j

k
f f k kφ φ

∈
⇒ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ −∑ ]

 
 
         ( ) ( ) ( )2 , 2j j

k
f f k kφ φ −

∈
⇒ = ⋅ ⋅ − ⋅ −∑ ]
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         ( ) ( )2 , 2 2j j j
k

f f k kφ φ− − −
∈

⇒ = ⋅ − ⋅ −∑ ]
 

 
         , ,, j k j kk

f f φ φ
∈

⇒ = ∑ ]
 

και 
, , 0, 0, ,, ,j k j l k l k lφ φ φ φ δ= = . 

 
Παράδειγµα Εστω [ )0,1φ χ= . Τότε οι υπόχωροι 

 
( ) ( )){ }2 2 , 2 1

:  (σταθερα)  j jj j k k
V f L f x χ +

= ∈ = ∀ ∈�\  

 
αποτελούν µια πολυδιακριτή ανάλυση του ( )2L \  που καλείται 
πολυδιακριτή ανάλυση του Haar.  
 
Θεώρηµα 4.6 Σε κάθε πολυδιακριτή ανάλυση { }1:  j j jV V V +⊂  του 

( )2L \  αντιστοιχεί µια ορθοκανονική βάση  
 

( ){ }/ 2
, 2 2 ,   ,j j
j k k j kψ ψ− −= ⋅ − ∈]  

 
του ( )2L \  η οποία παράγεται από διαστολές και µεταθέσεις ενός 
(όχι κατ’ ανάγκη µοναδικού) κυµατιδίου 1Vψ −∈  έτσι ώστε για κάθε 

( )2f L∈ \  να ισχύει 
  
                          1 , ,,j j j k j kk

P f P f f ψ ψ− ∈
= + ∑ ]

,                        (10)    
 
όπου jP f  είναι η ορθογώνια προβολή της f  στον υποχώρο jV  της 
πολυδιακριτής ανάλυσης. Το κυµατίδιο ψ  υπολογίζεται από τη 
σχέση  

( ) 1
1, 1 1,1 ,  k
k kk

ψ φ φ φ−
− − −∈

= −∑ ]
, 

 
όπου φ  είναι η κλιµακωτή συνάρτηση της πολυδιακριτής ανάλυσης. 
 
Απόδειξη. Για κάθε j∈]  ορίζουµε µια ακολουθία (κλειστών) 
υποχώρων { }j j

W
∈]

 έτσι ώστε ο jW  να είναι το ορθογώνιο συµπλή-
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ρωµα του υποχώρου jV  στον υπόχωρο 1jV − . ∆ηλαδή  
 
                                       1j j jV V W− = ⊕ .                                  (11) 
Επειδή 

1 1j j j jW V V W− −⊥ ⊃ ⊥  
προκύπτει ότι 

1  j jW W j− ⊥ ∀ . 
 
Απ’ την άλλη µεριά, εφόσον εξ υποθέσεως έχουµε ( )2j jV L∈ =]∪ \  
και  { }0j jV∈ =]∩ , από τη (11) για ,N M  αρκούντως µεγάλα 
παίρνουµε 
 

( )1 1 1N N N N N NV V W V W W− − − − − + − + −= ⊕ = ⊕ ⊕  
 
        ( )2 2 1N N N NV W W W− + − + − + −= ⊕ ⊕ ⊕ =…  
 
        N

M j M jV W−
== ⊕ , 

 
συνεπώς για ,N M → +∞  παίρνουµε  
 
                                    ( )2 j jL W−∞

=−∞= ⊕\ .                                  (12) 
 
Συνδυάζοντας τις σχέσεις (10) και (11) διαπιστώνουµε ότι για να 
ισχύει η (10) πρέπει και αρκεί να υπάρχει οικογένεια { }, :  j k kψ ∈]  
που να αποτελεί µια ορθοκανονική βάση του υποχώρου jW . Τότε 

λόγω της (12) η οικογένεια { }, :  ,j k j kψ ∈]  θα αποτελεί και µια 
ορθοκανονική βάση του ( )2L \ . Απ’ την άλλη µεριά κάθε χώρος jW  
ανήκει στον 1jV −  και εποµένως λόγω της (3) του ορισµού 4.5 θα 
ισχύει 

( ) 02   j
jf W f W j∈ ⇔ ⋅ ∈ ∀ ∈] . 

 
Συνεπώς (και µε βάση τα παραπάνω) για να είναι η οικογένεια 
{ }, :  ,j k j kψ ∈]  ορθοκανονική βάση του jW  αρκεί να υπάρχει µια 
συνάρτηση 1Vψ −∈  τέτοια ώστε το σύνολο   
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( ){ }0, :  k k kψ ψ= ⋅ − ∈]  
 
να αποτελεί µια ορθοκανονική βάση του υποχώρου 0W . Ετσι λοιπόν 
το πρόβληµά µας ανάγεται στην εύρεση µιας τέτοιας συνάρτησης 

1Vψ −∈  οι ακέραιες µεταθέσεις της οποίας αποτελούν µια 
ορθοκανονική βάση του χώρου 0W . Για την εύρεσή της εργαζόµαστε 
ως εξής: 
 
Εστω φ  είναι κλιµακωτή συνάρτηση οι ακέραιες µεταθέσεις της 
οποίας αποτελούν µια βάση του υποχώρου 0V  όπως στην (4) του 
ορισµού 4.5. Εφόσον 0 1V V−⊂  έχουµε 
 
                                      1, 1,, n nn

φ φ φ φ− −∈
= ∑ ]

                                (13) 
 
µε την 2L − έννοια. Σηµειώνουµε εδώ ότι  
 
                                        

2

1,, 1nn
φ φ−∈

=∑ ]
,                                 (14) 

 
ως άµεση εφαρµογή της ταυτότητας Parseval και της 
ορθοκανονικότητας της φ . Παίρνοντας µετασχηµατισµό Fourier και 
στα δυο µέλη της (13) έχουµε 
 

� ( ) n ( )
( )

�

0

2
2

1, 1, 1,

/ 2

1, ,
22

in

n n nn n

m

e
γπ

γ

γφ γ φ φ φ γ φ φ φ
−

− − −∈ ∈

 = =  
 

∑ ∑] ]����	���

 

 
                 � ( ) �

0 2 2
m γ γφ γ φ   ⇒ =    

   
,                                                 (15) 

όπου 

( ) 2
0 1,

1 ,
2

in
nn

m e π γγ φ φ −
−∈

= ∑ ]
 

 
είναι µια τετραγωνικά ολοκληρώσιµη 1-περιοδική συνάρτηση. 
Επιπλέον η 0m  ικανοποιεί την κάτωθι ιδιότητα   
 

                     ( )
2

2
0 0

1 1
2

m mγ γ + + = 
 

, σ.π. στο [ )0,1                  (16) 
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συνεπεία του γεγονότος ότι το σύνολο ( ){ }:  n nφ ⋅ − ∈]  είναι 
ορθοκανονικό. Πράγµατι,  
 

( ) � � 2
0, 0,0 0,, , , ik
k k k e πδ φ φ φ φ φ φ − ⋅= = ⋅ − =  

 
      � ( ) � ( )

2 212 2nik ik
n n

e d e dπ γ π γφ γ γ φ γ γ
+

∈
= = ∑∫ ∫]\

 
 
       � ( )

21 2

0

ik
n

n e dπ γφ γ γ
∈

= +∑ ∫]   
 
       � ( )

21 2

0

ik
n

n e dπ γφ γ γ
∈

= +∑∫ ]
 (µονότονη σύγκλιση). 

 
Από την τελευταία ισότητα συνάγουµε ότι συντελεστές Fourier της 1-

περιοδικής και ολοκληρώσιµης συνάρτησης � ( )
2

n
nφ γ

∈
+∑ ]

 είναι 

ίσοι µε 0,kδ . Απ’ την άλλη µεριά και οι συντελεστές Fourier της 1-
περιοδικής συνάρτησης [ )0,1g χ=  είναι ίσοι µε 0,kδ . Από το θεώρηµα 
µοναδικότητας των σειρών Fourier προκύπτει ότι  
 
                             � ( )

2
1

n
nφ γ

∈
+ =∑ ]

 σ.π. στο [ )0,1 .                     (17) 
 
Συνδυάζουµε τώρα τις σχέσεις (14), (15) και (17) και έχουµε 
 

� ( ) �
2

2

01 1
2 2n n

n nn m γ γφ γ φ
∈ ∈

+ +   + = ⇔ =   
   

∑ ∑] ]
 

 
� �

2 2

0 0
2 2 2 1 2 1 1

2 2 2 2n n

n n n nm mγ γ γ γφ φ
∈ ∈

+ + + + + +       ⇔ + =       
       

∑ ∑] ]

 
� �

2 2 2 2

0 0
1 1 1

2 2 2 2n n
m n m nγ γ γ γφ φ

∈ ∈

+ +       ⇔ + + + =       
       

∑ ∑] ]
 

 
2 2

0 0
1 1

2 2
m mγ γ +   ⇔ + =   

   
 σ.π. στο [ )0,1 .                  
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Απ’ την τελευταία προκύπτει µε αλλαγή µεταβλητής η (16). Απ’ την 
άλλη µεριά έστω 0f W∈ . Τότε πάλι 0 1W V−⊂  οπότε 
 
                                     1, 1,, n nn

f f φ φ− −∈
= ∑ ]

                               (18) 
 
µε την 2L − έννοια. Παίρνοντας µετασχηµατισµό Fourier και στα δυο 
µέλη της (18) έχουµε 
 

l ( ) n ( )
( )

�2
2

1, 1, 1,

/ 2

1, ,
22

f

in

n n nn n

m

f f f f e
γπ

γ

γγ φ γ φ φ
−

− − −∈ ∈

 = =  
 

∑ ∑] ]����	���

 

 
                 l ( ) �

2 2ff m γ γγ φ   ⇒ =    
   

,                                                (19) 

όπου 

( ) 2
1,

1 ,
2

in
f nn

m f e π γγ φ −
−∈

= ∑ ]
 

 
είναι µια τετραγωνικά ολοκληρώσιµη 1-περιοδική συνάρτηση. 
Επιπλέον η fm  ικανοποιεί την κάτωθι ιδιότητα   
 

        ( ) ( )0 0
1 1 0
2 2f fm m m mγ γ γ γ   + + + =   

   
, σ.π. στο [ )0,1           (20)                 

 
συνεπεία του γεγονότος ότι 0 0f W V∈ ⊥ . Πράγµατι,  
 

( ) l � 2
0,0 , , , ik
kf f k f e πφ φ φ − ⋅= = ⋅ − =  

 
   l ( ) � ( )

1 2

0

ik
n

f n n e dπ γγ φ γ γ
∈

= + +∑ ∫]   
 
   l ( ) � ( )

1 2

0

ik
n
f n n e dπ γγ φ γ γ

∈
= + +∑∫ ]

 (φραγµένη σύγκλιση). 
 
Από την τελευταία ισότητα συνάγουµε ότι συντελεστές Fourier της 1-
περιοδικής και ολοκληρώσιµης συνάρτησης l ( ) � ( )n

f n nγ φ γ
∈

+ +∑ ]
 

είναι ίσοι µε 0, άρα αναγκαστικά  
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l ( ) � ( ) 0
n
f n nγ φ γ

∈
+ + =∑ ]

 σ.π. στο [ )0,1 . 
 
Συνδυάζοντας µε τη (19) και την (16) παίρνουµε   
 

l ( ) � ( ) �
2

00 0
2 2 2fn n

n n nf n n m mγ γ γγ φ γ φ
∈ ∈

+ + +     + + = ⇔ =     
     

∑ ∑] ]
 

 
και αναλύοντας το άθροισµα σε άρτιους και περιττούς όρους 
υπολογίζουµε  
 

� �
2 2

0 0
1 1 1 0

2 2 2 2 2 2f fn n
m m n m m nγ γ γ γ γ γφ φ

∈ ∈

+ + +           + + + =           
           

∑ ∑] ]

 

0 0
1 1 0

2 2 2 2f fm m m mγ γ γ γ+ +       ⇔ + =       
       

, 

 
συνεπώς µε αλλαγή µεταβλητής προκύπτει η (20). Λόγω της (16), οι 

συναρτήσεις 0m  και 0
1
2

m  ⋅ + 
 

 δεν µπορούν να µηδενισθούν 

ταυτόχρονα σ’ ένα σύνολο θετικού µέτρου. Αρα αναγκαστικά θα 
υπάρχει µια 1-περιοδική συνάρτηση λ  τέτοια ώστε 
                 

( ) ( ) 0
1
2fm mγ λ γ γ = + 

 
 σ.π. στο [ )0,1  

και  

                            ( ) 1 0
2

λ γ λ γ + + = 
 

 σ.π. στο [ )0,1 .                    (21) 

 
Προφανώς η επιλογή  

( ) ( )2 2ie vπ γλ γ γ=  
 
όπου ( )2v γ  είναι οποιαδήποτε 1-περιοδική συνάρτηση ικανοποιεί 
τη συνθήκη (21), οπότε  
 

( ) ( )2
0

12
2

i
fm e v mπ γγ γ γ = + 

 
 



 - 156 -

και αντικαθιστώντας στη (19) παίρνουµε 
 

                   l ( ) � ( ) �
0

1
2 2 2 2

i
ff m e v mπ γγ γ γ γγ φ γ φ+       = =       
       

             (22) 

 
για κάθε 0f W∈ . Η παραπάνω υπονοεί να θεωρήσουµε την   
 

                                   l ( ) �
0

1
2 2

ie mπ γ γ γψ γ φ+   =    
   

                          (23) 

 
ως υποψήφιο κυµατίδιο. Μ’ αυτή την επιλογή τουλάχιστον 
φορµαλιστικά, αντικαθιστώντας στην (22) έχουµε   
 

l ( ) ( )l ( ) l( )l ( )2 ik
kk

f v v e π γγ γ ψ γ ψ γ= = ∑ , 

άρα 
l ( )2 ik
kk

f v e kπ γψ= ⋅ −∑  
 
και το σύνολο ( ){ }:  k kψ ⋅ − ∈]  είναι υποψήφιο για τη βάση που 
ψάχνουµε. Αρκεί να δείξουµε ότι [ )2 0,1v L∈  και ( ){ }:  k kψ ⋅ − ∈]  
ορθοκανονικό σύνολο. Για το πρώτο έχουµε 
 

( ) ( ) ( )
2

1/ 2 1/ 22 2 22
0 02 0 0

12 2
2

v d m m dλ γ γ λ γ γ γ γ
  = = + +     

∫ ∫  (λόγω (16)) 

 

( ) ( )
2

1/ 2 1/ 2 2 2

0 20 0

14 4 4
2 f fm d m d mλ γ γ γ γ γ = + = ≤ < ∞ 

 ∫ ∫ . 

 
Τέλος:  
 
         ( ) l l 2, , ...ikk e πψ ψ ψ ψ − ⋅⋅ − = = = l ( )

21 2

0

ik
n

n e dπ γψ γ γ
∈

+∑∫ ]
.     (24) 

 
Aλλά από την (23) έχουµε 
 

l ( ) �
2

2

0
1

2 2n n

n nn m γ γψ γ φ
∈ ∈

+ + +   + =    
   

∑ ∑] ]
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� �
2 2

0 0
2 1 2 2 2 2 1
2 2 2 2n n

n n n nm mγ γ γ γφ φ
∈ ∈

+ + + + + + +       = +       
       

∑ ∑] ]

 
� �

2 2 2 2

0 0
1 1

2 2 2 2n n
m n m nγ γ γ γφ φ

∈ ∈

+ +       = + + +       
       

∑ ∑] ]
 

 
2 2

0 0
1 1

2 2
m mγ γ+   = + =   

   
 σ.π. στο [ )0,1 .                                     (25)        

 
 Αντικαθιστώντας την (25) στην (24) προκύπτει το ζητούµενο. 
Τελικά  

l ( ) �
0

1
2 2

ie mπ γ γ γψ γ φ+   =    
   

,         

 
ή ισοδύναµα στο χρόνο 
 
                               ( ) 1

1, 1 1,1 ,  k
k kk

ψ φ φ φ−
− − −∈

= −∑ ]
.                            ■ 

 
Παρατηρήσεις.  
 
(α) Το θεώρηµα µπορεί να γενικευθεί και για την περίπτωση όπου η 
οικογένεια κυµατιδίων δεν είναι ορθοκανονική βάση αλλά Riesz 
βάση ή πλαίσιο (frame) στον ( )2L \ .          
 
(β) Υπάρχουν ορθοκανονικές βάσεις κυµατιδίων που δεν 
παράγονται από πολυδιακριτή ανάλυση. 
 
(γ) Αποδεικνύεται ότι οποιαδήποτε συνάρτηση ( )2Lφ ∈ \  τέτοια 
ώστε  

• � ( )Lφ ∞∈ \  µε � ( )0 0φ ≠ ,  

• � ( )
2

0
n

n Aφ γ + > >∑  και  

• 1,n nn
cφ φ−= ∑  

 
παράγει µια πολυδιακριτή ανάλυση του ( )2L \ .  
 
(δ) Η πολυδιακριτή ανάλυση οδηγεί µε φυσικό τρόπο σ’ ένα  
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«ιεραρχικό» και «γρήγορο» µοντέλο υπολογισµού των κυµατιδιακών 
συντελεστών ,, j kf ψ . Πράγµατι, έστω  
 

1,,n nh φ φ−=  και 1,,n ng ψ φ−= . 
 
Τότε από τα παραπάνω έχουµε 
 

( ) 11 n
n ng h −= − , 

συνεπώς 
 

( ) ( )/ 2
, 2 2j j
j k x x kψ ψ− −= −  

 
           ( )/ 2 1/ 2 12 2 2 2j j

nn
g x k nφ− − += − −∑  

 
           2 1,n k j nn

g φ− −= ∑ . 
 
Ετσι για 1j =  έχουµε 
 

1, 2 0,, ,k n k nn
f g fψ φ−= ∑ , 

 
δηλαδή η ακολουθία { }1,, :  kf kψ ∈]  προκύπτει από τη συνέλιξη 

της { }0,, :  kf kφ ∈]  µε τη { }:  ng n− ∈]  κρατώντας µόνον τους 
ζυγούς δείκτες. Οµοίως:  
 
                                  , 2 1,, ,j k n k j nn

f g fψ φ− −= ∑                          (26) 
 
υπό την προϋπόθεση ότι η ακολουθία { }1,, :  j nf nφ − ∈]  είναι 
γνωστή. Αλλά µε τον ίδιο τρόπο όπως παραπάνω δείχνουµε ότι  
 

( ) ( )/ 2
, 2 2j j
j k x x kφ φ− −= −  

 
           ( )/ 2 1/ 2 12 2 2 2j j

nn
h x k nφ− − += − −∑  

 
           2 1,n k j nn

h φ− −= ∑ . 
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Γενικεύοντας: 
                                 , 2 1,, ,j k n k j nn

f h fφ φ− −= ∑ .                          (27) 
 
H διαδικασία τώρα είναι απλή:  
 
Ξεκινώντας από την ακολουθία { }0,, :  nf nφ ∈]  στο 1ο επίπεδο/ 
βήµα υπολογίζουµε τους συντελεστές  
 

{ }1,, :  nf nφ ∈]  και { }1,, :  nf nψ ∈]  
 
από τις (26) και (27) και συνεχίζουµε αναδροµικά πάλι µέσω των 
(26) και (27) υπολογίζοντας τους συντελεστές  
 

{ },, :  j nf nφ ∈]  και { },, :  j nf nψ ∈]  
 
στο j -επίπεδο/βήµα. Η συνολική διαδικασία µπορεί να θεωρηθεί 
ως ο υπολογισµός διαδοχικών προσεγγίσεων της συνάρτησης f  
µαζί µε τη «λεπτοµέρεια» µεταξύ των διαδοχικών προσεγγίσεων. 
Στην πράξη ξεκινούµε από µια ικανοποιητική προσέγγιση Nf  της f  
που αντιστοιχεί σ’ έναν υπόχωρο NV− της πολυδιακριτής ανάλυσης 
Στο 1ο βήµα αναλύουµε  
 

( )1 1 1 1

0 1 0 1
1 1,  ,  

N N N NN N Nf f f f V f W
− − − −− + − += + ∈ ∈  

 
όπου 

1

0
N
f

−
 είναι µια λιγότερο καλή προσέγγιση της f  και 

1

1
N
f

−
 είναι η 

«λεπτοµέρεια» που χάνεται κατά την µετάβαση από την προσέγγιση 
Nf  στη λιγότερο καλή προσέγγιση 

1

0
N
f

−
.  Οι φόρµουλες (26) και (27) 

δίνουν τον τρόπο υπολογισµού των συντελεστών κυµατιδίων των 

1

0
N
f

−
 και 

1

1
N
f

−
. Στη συνέχεια συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο για 

πεπερασµένο πλήθος βηµάτων. Για την ανακατασκευή 
ακολουθούµε την αντίστροφη διαδικασία.  
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Παραδείγµατα. 
 
1. Η πολυδιακριτή ανάλυση του Haar. 
 
Παράγεται από την κλιµακωτή συνάρτηση  
 

[ )0,1φ χ= . 
Το κυµατίδιο Ηaar είναι 
 

( )
1, 0 1/ 2
1 1/ 2 1

x
x

x
ψ

≤ <
= − < <

. 

 
2. Η πολυδιακριτή ανάλυση του Shannon. 
 
Παράγεται από την κλιµακωτή συνάρτηση  
 

( ) ( )xx
x

ηµ π
φ

π
= . 

 
Το κυµατίδιο Shannon oρίζεται µέσω του µετασχηµατισµού Fourier 
από τη σχέση 
 

l ( ) 1, 1/ 2 1
0,

γ
ψ γ

αλλου
 ≤ <

= 
 �

. 

 
3. Η πολυδιακριτή ανάλυση του Μeyer. 
 
Eίναι µια οικογένεια πολυδιακριτών αναλύσεων που γενικεύει την 
πολυδιακριτή ανάλυση του Shannon. Παράγεται από την κλιµακωτή 
συνάρτηση  
 

� ( )

1 1/3

3 1 , 1/3 2 /3
2 2

0

v

γ

πφ γ συν γ γ

αλλου

 ≤


   = − < ≤     
 �

, 

 
όπου v  είναι µια λεία συνάρτηση τέτοια ώστε ( ) ( )1 1v vγ γ+ − = . 
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4.8 Ασκήσεις 
 
1. Εστω ( )1 2f L L∈ ∩ \ . ∆είξτε ότι σε κάθε σηµείο συνέχειας της f  
ισχύει η ακόλουθη φόρµουλα αντιστροφής του µετασχηµατισµού 
Gabor 

( ) ( )2

22( ) , i t
a a

af t f x g t x e d dxπ ωω ω
π

= −∫\ . 

 
2. Αν ( )2f L∈ \  είναι παράθυρο στο χρόνο, δείξτε ότι ( )1f L∈ \ .  
 
3. Αν ( )1f L′∈ \  δείξτε ότι ( )lim 0

x
f x

→∞
= . 

 
4. ∆είξτε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier βραχέος χρόνου µιας 
συνάρτησης ( )2f L∈ \  είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. 
 
5. (Γενίκευση θεωρήµατος αντιστροφής κυµατιδίων) Εστω  

( )2,f g L∈ \ , ( )1 2 2, Lψ ψ ∈ \  έτσι ώστε  
 

l ( )m ( )
1 2

1 2
,Cψ ψ

ψ γ ψ γ
γ

= < ∞∫\ . 

∆είξτε ότι 
  

( ) ( )2 1 2 1 2,2, , ,dbdaW f b a W g b a C f g
aψ ψ ψ ψ=∫∫\  

και 

( ) ( )2 1

1 2

2 2
,

1 , b dbdaf W f b a
C a aψ

ψ ψ

ψ − =  
 ∫∫\
ii  

ασθενώς. 
 
6. ∆είξτε το θεώρηµα αντιστροφής της σχέσης (9). 
 
7. Εστω  ( )2f L∈ \  ικανοποιεί σηµειακά το θεώρηµα αντιστροφής 
Fourier. Tότε   
 

( ) ( ) ( ) ( )
,

, 20

0 01 lim  ,
2B C

A a B b aA b C

f x f xdbdaW f b a x
C aψ

ψ

ψ
→+∞

≤ ≤
→ ≤

+ + −
=∫∫ . 
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8. Εστω { }jV  είναι µια πολυδιακριτή ανάλυση του ( )2L \  µε 

κλιµακωτή συνάρτηση � ( )1 2, L Lφ φ ∈ ∩ \ , � ( )0 0φ ≠  και 

� ( ) �
0 2 2
m γ γφ γ φ   =    

   
, όπου  ( ) 2

0 1,, in
nn

m e π γγ φ φ−= ∑  ικανοποιεί την 

ισότητα ( )
2

2
0 0

1 1
2

m mγ γ + + = 
 

. ∆είξτε ότι: 

 

(α)  ( )0 0 1m =  και 0
1 0
2

m   = 
 

 . 

 
(β)  1,, 2nn

φ φ− =∑ . 
 

(γ)  ( ) 1,1 , 0n
nn

φ φ−− =∑ . 
 
9. Εστω { }jV  είναι µια πολυδιακριτή ανάλυση µε κλιµακωτή 
συνάρτηση ( )2Lφ ∈ \ . 
 

(α) Αν � ( )
2

0
n

n Aφ γ + > >∑ , δείξτε ότι { }0j jV =∩ . 

 
(β) Επιπλέον, αν � ( )Lφ ∞∈ \ , � ( )0 0φ ≠  δείξτε ότι ( )2j jV L=∪ \ . 
 
10. ∆είξτε ότι οι ακέραιες µεταθέσεις της κλιµακωτής συνάρτησης 
του Meyer αποτελούν ορθοκανονικό σύστηµα και παράγουν µια 
πολυδιακριτή ανάλυση του ( )2L \ . Υπολογίστε το κυµατίδιο του 
Meyer. 
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Παράρτηµα Α 
 

Στοιχεία θεωρίας µέτρου και ολοκλήρωσης. 
 
Α.1 Χώροι µέτρου 
 
Πέραν της «διαισθητικής» περιγραφής του µέτρου «σχετικά απλών» 
συνόλων στο \  από το µήκος τους (όπως π.χ. είναι τα διαστήµατα, 
ενώσεις/τοµές διαστηµάτων κλπ), πολλές φορές προκύπτουν στην 
ανάλυση αρκετά πιο πολύπλοκα σύνολα, π.χ. ως όρια (µε κάποια 
έννοια) άλλων συνόλων. Ως εκ τούτου, µια επέκταση της έννοιας 
του «µήκους» συνόλου είναι απαραίτητη ώστε αφενός να περιλάβει 
και µη Borel σύνολα, αφετέρου να έχει «καλή» συµπεριφορά (µε 
κάποια έννοια) όσον αφορά τη δράση του ορίου. Ετσι οδηγούµαστε 
στο µέτρο Lebesgue και στη συνέχεια στο ολοκλήρωµα Lebesgue. 
Με µια µη αυστηρή ερµηνεία, το µέτρο Lebesgue γενικεύει την 
έννοια του µήκους σε µη κατ’ ανάγκη Borel σύνολα, τα µετρήσιµα 
σύνολα, ενώ το ολοκλήρωµα Lebesgue επιτρέπει την ολοκλήρωση 
σε πιο σύνθετα σύνολα και σε µεγαλύτερη κλάση συναρτήσεων, τις 
µετρήσιµες συναρτήσεις. Ταυτοχρόνως, το µέτρο Lebesgue επιτρέ-
πει σε χρήσιµες ιδιότητες ακολουθιών συναρτήσεων όπως π.χ. η  
µετρησιµότητα να κληρονοµηθούν από την οριακή συνάρτηση.  
 
Αρχικά ξεκινούµε µε το µέτρο Lebesgue στο \  και µετά γενικεύουµε 
σε αφηρηµένους χώρους µέτρου.   
 
Εστω  είναι το σύνολο των διαστηµάτων της πραγµατικής ευθείας, 
I ∈  και I  είναι το µήκος του I . Η συνολοσυνάρτηση  
 

( )
 φραγµενο

,  µη φραγµενο
0

I I
I I

I


= +∞
 = ∅

�
�A  

 
ορίζει ένα µέτρο πάνω στη σ-άλγεβρα ( )\  των συνόλων Borel. 
Υπενθυµίζουµε ότι µε τον όρο σ-άλγεβρα εννοούµε µια οικογένεια 
συνόλων που είναι κλειστή ως προς το συµπλήρωµα και τις 
αριθµήσιµες ενώσεις (άρα και τοµές) στοιχείων της. Απ’ την άλλη 
µεριά, µια συνολοσυνάρτηση µ  πάνω σε µια σ-άλγεβρα  
υποσυνόλων ενός συνόλου X  καλείται µέτρο, αν 
 



 - 164 -

• ( ) 0  E Eµ ≥ ∀ ∈ , 
 
• ( ) 0µ ∅ = , 

 
• για κάθε ακολουθία  { }nE ∈ , ξένων µεταξύ τους ανα δύο 

συνόλων nE  ισχύει 
   

( ) ( )11 n nnn
E Eµ µ

∞ ∞

==
= ∑∪ . 

 
Η Βοrel σ-άλγεβρα ( )\  είναι η µικρότερη σ-άλγεβρα που περιέχει 
όλα τα ανοικτά (άρα και κλειστά) σύνολα του \ . Θα θέλαµε να 
επεκτείνουµε το µέτρο A  πάνω στο δυναµοσύνολο ( )= \  αλλά 
αυτό δεν είναι εφικτό. Αποδεικνύεται όµως ότι υπάρχει µια επέκταση 
της A  πάνω σε µια σ-άλγεβρα ( ) :\   

 
( ) ( ) ( )⊂ ⊂\ \ \ . 

 
Η ( )\  καλείται σ-άλγεβρα των µετρήσιµων υποσυνόλων του 
\  και περιέχει όλα τα σύνολα B ⊂ \  που ικανοποιούν τη σχέση   
 

( ) ( ) ( )* * * ,  cm B m E B m E B E= ∩ + ∩ ∀ ⊂ \ , 
 
( cB B= −\ ), όπου η συνολοσυνάρτηση   
 

( ) [ ] ( )
{ }

( ){ }* *: 0, :  inf  :  
j j

j jj jA
m m E A E A

∈
∈∈

→ +∞ = ⊆∑
`

`
\ A ∪   

 
καλείται εξωτερικό µέτρο Lebesgue. Αποδεικνύεται ότι η 
συνολοσυνάρτηση  
 

( ) [ ] ( ) ( )*: 0, :  m m B m B→ +∞ =\  
 
είναι µέτρο το οποίο καλούµε µέτρο Lebesgue στην πραγµατική 
ευθεία. Υπάρχουν µη µετρήσιµα υποσύνολα του \ , η κατασκευή 
τους όµως δεν είναι εύκολη. Εφόσον η σ-άλγεβρα των µετρησίµων 
συνόλων περιέχει όλα τα Borel σύνολα, τα ανοικτά και κλειστά 
σύνολα είναι Lebesgue µετρήσιµα, το συµπλήρωµα (στο \ ) 
µετρησίµου συνόλου είναι µετρήσιµο σύνολο και η ένωση/τοµή 
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αριθµησίµου πλήθους µετρησίµων συνόλων είναι επίσης µετρήσιµα 
σύνολα. 
 
Γενικότερα, καλούµε χώρο µέτρου ( ), ,X µ  ένα σύνολο X  µαζί µ’ 
ένα µέτρο µ  που έχει ορισθεί πάνω σε µια σ-άλγεβρα  
υποσυνόλων του X  την οποία καλούµε άλγεβρα των µετρήσιµων 
υποσυνόλων του X . Για παράδειγµα 
 
• η τριάδα ( ), ,m\  είναι χώρος µέτρου. 
  
• Αν X  οποιοδήποτε σύνολο, τότε η τριάδα ( ), ,X µ  είναι χώρος 
µέτρου ως προς το µέτρο αθροισιµότητας  ( ) [ ]: 0, :Xµ → +∞  
 

( )
πληθος στοιχειων του ,  εχει πεπερασµενο πληθος στοιχειων

,  εχει απειρο  πληθος στοιχειων
A A X

A
A X

µ
⊆

=  ∞ ⊆

� � � � � �
� � � �

. 
Αν ( ), ,X µ  είναι χώρος µέτρου τότε ένα σύνολο B∈  καλείται 
µηδενικού µέτρου αν ( ) 0µ B = . Οσον αφορά το µέτρο Lebesgue 
στην πραγµατική ευθεία αποδεικνύεται ότι όλα τα σύνολα µηδενικού 
µέτρου είναι µετρήσιµα. Σε γενικότερες περιπτώσεις αυτό µπορεί να 
µην ισχύει. ∆ηλαδή για B∈  µε ( ) 0µ B = , ενδέχεται να υπάρχει  
A B⊂  µε A∉ . Παρ’ όλα αυτά µπορούµε πάντα να επεκτείνουµε 
το µέτρο µας σε µια µεγαλύτερη σ-άλγεβρα έτσι ώστε ( ) 0Aµ =  για 
τις παραπάνω περιπτώσεις. Τότε όλα τα σύνολα µηδενικού µέτρου  
είναι µετρήσιµα και στο εξής πάντα θα υιοθετούµε αυτή την 
προσέγγιση.                                                                                           
 
Σηµειώνουµε ότι στο χώρο µέτρου ( ), ,m\ , το κενό σύνολο, τα 
µονοσύνολα και ενώσεις αριθµησίµου πλήθους συνόλων µηδενικού 
µέτρου είναι µετρήσιµα σύνολα µηδενικού µέτρου. Αρα τα σύνολα 

,  ,  ` ] _  είναι σύνολα µηδενικού µέτρου Lebesgue. Υπάρχουν όµως 
και υπεραριθµήσιµα σύνολα µηδενικού µέτρου Lebesgue µε το πιο 
χαρακτηριστικό παράδειγµα να είναι το σύνολο Cantor. 
 
Θα λέµε ότι µια ιδιότητα ισχύει µ −σχεδόν παντού (σ.π.) σε κάποιο 
σύνολο E , αν η ιδιότητα αυτή ισχύει στο E  εκτός από ένα 
υποσύνολο του E  µηδενικού µέτρου.                            
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A.1.1 Μετρήσιµες συναρτήσεις 
 
Καλούµε το σύνολο  

{ } [ ],= ∪ ±∞ = −∞ +∞\ \  
 
επεκτεταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Στο εξής 
θεωρούµε πάντα 0 0⋅ ∞ = , ενώ η πράξη ∞ − ∞  είναι απροσδιόριστη. 
Τα ανοικτά σύνολα στο \  είναι τα [ ) ( ] ( ), ,  , ,  ,a b a b−∞ ∞  και 
αριθµήσιµες ενώσεις συνόλων αυτού του τύπου. 
 
Εστω ( ), ,X µ  είναι χώρος µέτρου. Κάθε συνάρτηση :f X →\  
καλείται επεκτεταµένη πραγµατική συνάρτηση.  Καλούµε φορέα 
της f  το σύνολο   

( ){ }supp :  0f x X f x= ∈ ≠ . 
 
Ορισµός A.1 Εστω :f X →\  είναι επεκτεταµένη πραγµατική 
συνάρτηση όπως παραπάνω. Η f  καλείται µετρήσιµη στο X  αν η 
αντίστροφη εικόνα ( )1f V−  κάθε ανοικτού συνόλου V  του \  είναι 
µετρήσιµο σύνολο, δηλαδή ( )1f V− ∈ .                                    
 
Πρακτικά, για τη µετρησιµότητα της f  αρκεί να δείξουµε ότι το 
σύνολο ( ]1 ,f a− +∞  είναι µετρήσιµο για κάθε a∈\ .  
 
Εστω X  είναι τοπολογικός χώρος (για ευκολία θεωρείστε τον X  
µετρικό χώρο) και ( ), ,X µ  χώρος µέτρου. Εφόσον µια συνάρτηση 

:f X →\  είναι συνεχής αν και µόνον αν η αντίστροφη εικόνα κάθε 
ανοικτού συνόλου είναι ανοικτό σύνολο προκύπτει άµεσα ότι  
 
• Kάθε συνεχής συνάρτηση f  είναι µετρήσιµη.                                   
 
Εκτός των συνεχών, υπάρχει και πληθώρα µη συνεχών πλην όµως 
µετρησίµων συναρτήσεων. Μια κλάση τέτοιων συναρτήσεων 
προκύπτει απ’ τη χαρακτηριστική συνάρτηση 

 

( )
1,

: :  ,   
0E E

x E
X x E

x E
χ χ

∈
→ = ∀ ∈ ∈ −
\

\
. 

 
Αυτή είναι µη συνεχής και µετρήσιµη συνάρτηση στο X , διότι  
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( )1

1
, , 0 1

0
E

a
a E a

X a
χ −

∅ >
+∞ = < ≤
 ≤

, 

 
τα οποία είναι όλα µετρήσιµα σύνολα. Σηµειώνουµε ότι γραµµικοί 
συνδυασµοί µετρησίµων συναρτήσεων είναι µετρήσιµες 
συναρτήσεις, όπως επίσης και το γινόµενο και πηλίκο τους (στο 
κοινό πεδίο ορισµού τους).  
 
Ορισµός A.2 Εστω ( ), ,X µ  είναι χώρος µέτρου. Κάθε συνάρτηση 
  
                              ( ) ( )1

: :   
i

n
i Ei

X x a xφ φ χ
=

→ = ∑\ ,                        (1) 
 

όπου { }1,..., ,  n i ja a a a∈ ≠\  και 1,..., nE E  είναι µη κενά, ξένα µεταξύ 
τους ανά δύο µετρήσιµα σύνολα µε ( )nEµ < ∞  καλείται απλή 
συνάρτηση και είναι προφανώς µετρήσιµη.  
 
Σηµείωση. Αν 1,..., nE E  είναι µη κενά, ξένα µεταξύ τους διαστήµατα 
της πραγµατικής ευθείας και { }1,..., ,  n i ja a a a∈ ≠\ , τότε η συνάρτηση 
  

( ) ( )1
: :   

i

n
i Ei

x a xψ ψ χ
=

→ = ∑\ \  
 
καλείται κλιµακωτή συνάρτηση. 

 
Αν :f X →\  είναι µετρήσιµη συνάρτηση και ( ) ( )g x f x=  µ −σ.π. 
στο X , τότε και η g  είναι µετρήσιµη στο X , διότι σύνολα µηδενικού 
µέτρου είναι µετρήσιµα, συνεπώς µε όποιον τρόπο κι αν ορίσουµε 
την g  σε σύνολο µηδενικού µέτρου παραµένει µετρήσιµη (θυµηθείτε 
ότι 0 0⋅ ∞ = ). Με την ίδια λογική,  αν η f  ορίζεται µ −σ.π. στο X , θα 
θεωρούµε ότι η f  είναι µετρήσιµη στο X . Αρα συναρτήσεις 
συνεχείς µ −σ.π. στο X  είναι µετρήσιµες. Αν , :f g X →\  είναι 
µετρήσιµες, τότε και οι συναρτήσεις 
 
(α)  ( ) ( ){ }max ,f x g x , ( ) ( ){ }min ,f x g x , 
 

(β) ( ) ( ) ( )
( )

, 0
: :  

0, 0
f x f x

f X f x
f x

+ +  ≥
→ =  <
\ , 
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(γ) ( ) ( ) ( )
( )

, 0
: :  

0, 0
f x f x

f X f x
f x

− − − ≤
→ =  >
\ , 

 
είναι επίσης µετρήσιµες. Από τις πιο σηµαντικές ιδιότητες της 
µετρησιµότητας είναι ότι διατηρείται υπό τη δράση µιας οριακής 
διαδικασίας. Με άλλα λόγια ο χώρος των µετρήσιµων συναρτήσεων 
είναι κλειστός ως προς το όριο. Eτσι, αν { }nf  είναι µια ακολουθία 
(επεκτεταµένων) µετρησίµων συναρτήσεων στο X , αποδεικνύεται 
ότι και οι συναρτήσεις   
 

{ } { }( )( ) { }sup :  :    sup :  sup ( ) :  n n nf n f n x f x n∈ ∈ = ∈` ` `  
 

{ } { }( )( ) { }inf :  :   inf :  inf ( ) :  n n nf n f n x f x n∈ ∈ = ∈` ` `  
 
είναι µετρήσιµες στο X . Αρα και οι συναρτήσεις lim ,  limn nf f  είναι 
επίσης µετρήσιµες στο X  και έτσι αν 
 

( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
=  σηµειακά, 

 
τότε και η οριακή συνάρτηση f  είναι µετρήσιµη. Το ακόλουθο 
θεώρηµα και πόρισµα είναι σηµαντικά διότι δείχνουν ότι κάθε 
µετρήσιµη συνάρτηση είναι όριο µιας απλής συνάρτησης.   
 
Θεώρηµα Α.1  
 
Εστω 0f ≥  είναι µη αρνητική και µ −σ.π. πεπερασµένη µετρήσιµη 
πραγµατική συνάρτηση στο X . Τότε υπάρχει αύξουσα ακολουθία 
{ }nφ  µη αρνητικών απλών συναρτήσεων τύπου (1), έτσι ώστε   
 

( ) ( )lim nn
x f xφ

→∞
=  σηµειακά στο X . 

 
Απόδειξη. (α) Εστω ( )supp f Mµ = < ∞  για κάποιο 0M >  και 

( )0   supp f x M x f≤ ≤ ∀ ∈ . Ορίζουµε ακολουθία διαµερίσεων  
 

:  0,..., 2
2

k
k k

i i M ∆ = = 
 
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του [ ]0,M  και στη συνέχεια για κάθε k  ορίζουµε τα σύνολα 
 

( ),
1supp :  ,  0,..., 2

2 2
k

i k k k

i iE x f f x i M+ = ∈ ≤ < = 
 

. 

 
Τα σύνολα αυτά είναι ξένα µεταξύ τους ανά δύο, είναι µετρήσιµα 
(λόγω µετρησιµότητας της f ) και 2

,0
supp 

kM
i ki
E f

=
=∪ . Εστω { }kφ  

ακολουθία απλών συναρτήσεων της µορφής: 
 

                                             
,

2

0 2

k

i k

M

k Ek
i

iφ χ
=

= ∑ .                                   (2) 

 
Tότε 0 k f Mφ≤ ≤ ≤  στο supp f . Επιπλέον η { }kφ  είναι αύξουσα. 
Πράγµατι, φιξάρουµε k∈`  και 0 supp x f∈ . Τότε 

00 ,i kx E∈  για κάποιο 

δείκτη 0i  και ( ) 0
0 2k k

ixφ = . Επίσης 
00 2 , 1i kx E +∈  µε ( ) 0

1 0 2k k

ixφ + = , ή  

00 2 1, 1i kx E + +∈  µε ( ) 0
1 0 1

1
2 2k k k

ixφ + += + . Ετσι, σε κάθε περίπτωση  

( ) ( )0 1 0k kx xφ φ +≤  και αφού το 0x  είναι τυχαίο, 1  k k kφ φ +≤ ∀ . Τέλος, 
supp x f∀ ∈  

( ) ( ) 1 0,  
2k kf x x kφ− ≤ → → ∞ , 

 
απ’ όπου προκύπτει η σηµειακή σύγκλιση. 
 
(β) Εστω f  είναι µ −σ.π. πεπερασµένη µετρήσιµη συνάρτηση (όχι 
κατ’ ανάγκην φραγµένη ούτε µε φραγµένο φορέα). Κατασκευάζουµε 
ακολουθία συναρτήσεων { }kf  τύπου (α) µε kf k≤  σε σύνολο 

kA X⊂  µε ( )kA kµ = , 0kf =  στο kX A−  και lim kk
f f

→∞
=  σηµειακά στο 

X . Πράγµατι, έστω  
 

( )
( ) ( )

( )
αν    

, αν    
0

k

k k

k

f x f x k x A
f x k f x k x A

x X A

≤ ∀ ∈
= > ∀ ∈
 ∀ ∈ −

. 

 
Η { }kf  είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων 
πάνω σε φραγµένο φορέα. Επίσης 1k kf f k+≤ ∀ . Οσον αφορά τη 
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σηµειακή σύγκλιση, έστω 0x X∈  και 
0

: xl l= ∈`  έτσι ώστε 

0  kx A k l∉ ∀ < . Τότε ( )0 0 kf x k l= ∀ < . Αν ( )f x l≤ , ( ) ( )0 0kf x f x=  

0x
k l∀ > , άρα lim kk

f f
→∞

= . Αν ( )f x l> , διαλέγουµε τον πρώτο δείκτη 0i  

έτσι ώστε ( )0i l f x l+ ≥ > , οπότε ( ) ( )
00 0 0 k xf x f x k i l= ∀ > +  και έτσι 

( ) ( )0 0lim kk
f x f x

→∞
= . Τελικά σε κάθε περίπτωση έχουµε lim kk

f f
→∞

= .   

Απ’ την άλλη µεριά, για κάθε k  η συνάρτηση kf  έχει φορέα το 
φραγµένο σύνολο kA  και kf k≤ . Αρα από το (α) υπάρχει αύξουσα 
ακολουθία µη αρνητικών απλών συναρτήσεων { },k nψ  τέτοια ώστε 

,lim k n kn
fψ

→∞
=  σηµειακά. Εστω ,k k kφ ψ= . Τότε: 

 

             1 0,   
2k kk k k kkf f f f f f kφ ψ− ≤ − + − ≤ + − → → ∞ .            ■ 

 
Πόρισµα Α.1  
 
Για κάθε µ −σ.π. πεπερασµένη πραγµατική µετρήσιµη συνάρτηση f  
στο X  υπάρχει ακολουθία { }nφ  απλών συναρτήσεων έτσι ώστε 

1  n n f nφ φ +≤ ≤ ∀  και ( ) ( )lim nn
x f xφ

→∞
=  σηµειακά στο X . 

 
Απόδειξη. Γράφουµε f f f+ −= −  όπου ,f f+ −  είναι µη αρνητικές, 
µ −σ.π. πεπερασµένες µετρήσιµες συναρτήσεις όπως παραπάνω. 
Από το Θεώρηµα Α.1 υπάρχουν αύξουσες ακολουθίες { }kη  και { }kψ  
µη αρνητικών απλών συναρτήσεων έτσι ώστε lim kk

fη +

→∞
=  και 

lim kk
fψ −

→∞
=  σηµειακά στο X . Εστω k k kφ η ψ= − . Τότε lim kk

fφ
→∞

=  ση-

µειακά στο X . Αν 
 

( ){ }1 :  0E x f x= < , ( ){ }2 :  0E x f x= >  και ( ){ }3 :  0E x f x= = , 
 
τότε ( ) 30 k x x Eφ = ∀ ∈ , διότι οι , ,f f f+ −  µηδενίζονται στο 3E . Επίσης 

( ) ( ) 1 k kx x x Eφ ψ= − ∀ ∈  και ( ) ( ) 2 k kx x x Eφ η= ∀ ∈ . ∆ηλαδή     
 

k k kφ η ψ= +  
 
η οποία είναι προφανώς αύξουσα.                                                   ■ 
 



 - 171 -

Α.2 Ολοκλήρωµα Lebesgue µετρήσιµων συναρτήσεων  
 
Α.2.1 Φραγµένες συναρτήσεις πάνω σε φραγµένο φορέα. 
 
Αν φ  είναι µια απλή συνάρτηση όπως στην (1), ορίζουµε   
 

( )1
  n

i iiX
d a Eφ µ µ

=
= ∑∫  

 
και αν E X⊂  είναι µετρήσιµο σύνολο,   
 

( )1
    n

Ε i iiE X
d d a E Eφ µ φ χ µ µ

=
= = ∑∫ ∫ ∩ . 

 
Σηµείωση. (α) Ο αριθµός 

X
φ∫  (ή 

E
φ∫ ) είναι πεπερασµένος διότι η φ  

είναι  φραγµένη συνάρτηση πάνω σε φραγµένο φορέα.  
 
(β) Μια απλή συνάρτηση δεν εκφράζεται µε µοναδικό τρόπο µέσω 
της (1). Παρόλα αυτά αποδεικνύεται ότι η τιµή του ολοκληρώµατος 
είναι ανεξάρτητη από τον τρόπο έκφρασης του τύπου της απλής 
συνάρτησης.  
 
(γ) Αν ,φ ψ  είναι απλές συναρτήσεις όπως παραπάνω, τότε  
  

( ),   ,
X X X
a b a b a bφ ψ φ ψ+ = + ∈∫ ∫ ∫ \  

και  
  µ-σ.π. στο   

X X
Xφ ψ φ ψ≤ ⇒ ≤∫ ∫ . 

 
Εστω τώρα f  είναι µια µ −σ.π. πεπερασµένη πραγµατική 
µετρήσιµη συνάρτηση στο X . Λόγω του Πορίσµατος Α.1, ένας 
λογικός τρόπος ορισµού του ολοκληρώµατος της f  θα ήταν  
 

lim  nX Xn
f d dµ φ µ

→∞
=∫ ∫ , 

 
όπου { }nφ  είναι µια αύξουσα ακολουθία απλών συναρτήσεων τέτοια 
ώστε  lim nn

fφ
→∞

=  σηµειακά στο X . Ενας τέτοιος ορισµός όµως εν 

γένει επηρεάζεται απ’ την επιλογή της ακολουθίας { }nφ . Για παρά-
δειγµα έστω 0f =  στο \ . Τότε η ακολουθία ( )0, 1/k kφ χ=  συγκλίνει 
σηµειακά στη µηδενική συνάρτηση και   
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( )0, 1/
10  lim  lim  lim 0k kk k k

f dx dx dx
k

φ χ
→∞ →∞ →∞

= = = = =∫ ∫ ∫\ \ \
. 

 
(θεωρούµε dm dx= ). Απ’ την άλλη µεριά όµως και η ακολουθία 

( )0, 1/k kkψ χ=  συγκλίνει σηµειακά στη µηδενική συνάρτηση, αλλά    
 

( )0, 1/0  lim  lim  lim 1k kk k k

kf dx dx k dx
k

ψ χ
→∞ →∞ →∞

= ≠ = = =∫ ∫ ∫\ \ \
. 

 
Αν όµως η :f X →\  είναι φραγµένη και ( )Xµ < ∞ , τότε 
αποδεικνύεται ότι η τιµή του ολοκληρώµατος είναι ανεξάρτητη της 
επιλογής της ακολουθίας { }nφ . Eτσι δίνουµε τον ακόλουθο: 
 
Ορισµός Α.3 Εστω :f X →\  είναι φραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση 
µε ( )Xµ < ∞ . Ορίζουµε το ολοκλήρωµα Lebesgue της f  στο X  
να είναι ο πεπερασµένος αριθµός 
  

lim nX Xn
f φ

→∞
=∫ ∫ , 

 
όπου { }nφ  είναι µια (οποιαδήποτε) οµοιόµορφα φραγµένη ακολου-
θία  απλών συναρτήσεων στο X  µε lim nn

fφ
→∞

=  σηµειακά στο X .  

 
Παρατήρηση. Συνδυάζοντας τον ορισµό Α.3 µε την απόδειξη της 
περίπτωσης (α) του Θεωρήµατος Α.1 διαπιστώνουµε τη διαφορά 
φιλοσοφίας µεταξύ των ολοκληρωµάτων Riemann και Lebesgue. Το 
ολοκλήρωµα Riemann διαµερίζει το πεδίο ορισµού της f  ενώ το 
ολοκλήρωµα Lebesgue διαµερίζει το πεδίο τιµών της f .  
 
Θεώρηµα Α.2 (Φραγµένης σύγκλισης)  
 
Εστω { }kf  είναι ακολουθία µετρησίµων συναρτήσεων πάνω σε 
σύνολο X  µε ( )Xµ < ∞  έτσι ώστε 
 

•   kf M k≤ ∀  για κάποιο 0M >  και 
  

• lim kk
f f

→∞
=  σηµειακά στο X .  
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Τότε και η οριακή συνάρτηση f  είναι φραγµένη στο X  και  
 

lim  0kXk
f f dµ

→∞
− =∫ . 

Επίσης:   
lim  lim  k kX Xk k

f d f dµ µ
→∞ →∞

=∫ ∫ . 

 
Α.2.2 Μη αρνητικές συναρτήσεις. 
 
Εστω τώρα 0f ≥  είναι µ −σ.π. πεπερασµένη (όχι κατ’ ανάγκη 
φραγµένη) µετρήσιµη συνάρτηση στο X . Τότε πάλι υπάρχει 
αύξουσα ακολουθία { }kf  µη αρνητικών απλών συναρτήσεων πάνω 
σε φραγµένο φορέα τέτοια ώστε lim kk

f f
→∞

=  σηµειακά στο X  (βλ. 

πόρισµα Α.1). Μπορεί κάλλιστα να υπάρχουν και άλλες τέτοιου 
τύπου ακολουθίες συναρτήσεων. Ετσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο 
 
Ορισµός Α.4 Εστω [ ]: 0,f X → +∞  είναι µια σ.π. πεπερασµένη, 
επεκτεταµένη µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε τον (επεκτεταµένο) 
µη αρνητικό αριθµό 

0
sup  

X Xg f
f d g dµ µ

≤ ≤
=∫ ∫ , 

 
όπου g  είναι (οποιαδήποτε) φραγµένη πραγµατική µετρήσιµη 
συνάρτηση πάνω σε φραγµένο φορέα. Λέµε ότι η f  είναι 
ολοκληρώσιµη κατά Lebesgue στο X  και γράφουµε 

( ) ( )1 1: ,f L X L X µ∈ = , αν  
 

X
f dµ < ∞∫ . 

 
Αν E X⊂  είναι µετρήσιµο σύνολο, τότε ορίζουµε 
 
                                        ΕE X

f d f dµ χ µ=∫ ∫ .                                         
 

Αν [ ], : 0,f g X → +∞  είναι µετρήσιµες συναρτήσεις, αποδεικνύεται 
ότι 
 
• 

X X X
af bg a f b g+ = +∫ ∫ ∫ . 

 
•   µ-σ.π. 

X X
f g f g≤ ⇒ ≤∫ ∫ . 
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• Αν ( )1f L X∈ , τότε η f  είναι µ −σ.π. πεπερασµένη στο X . 

 
• Αν 0 0  µ-σ.π.

X
f f= ⇒ =∫   

 
• Αν f g=  µ −σ.π. 

X X
f g⇒ =∫ ∫ . 

 
Εχοντας ορίσει το ολοκλήρωµα µη αρνητικών συναρτήσεων, το 
άµεσο ερώτηµα είναι αν µπορεί να εναλλαχθεί το όριο µε το 
ολοκλήρωµα. Γενικά αυτό δεν είναι πάντα εφικτό. Ισχύει όµως 
πάντοτε το ακόλουθο  
 
Λήµµα Α.1 (Fatou)  
 
Εστω { }nf  είναι µια ακολουθία µη αρνητικών µετρησίµων 
πραγµατικών  συναρτήσεων. Tότε 
  

liminf liminfn nX Xn n
f f

→∞
≤∫ ∫ . 

 
Θεώρηµα Α.3 (Μονότονης σύγκλισης)  
 
Εστω 10 ... ...nf f≤ ≤ ≤ ≤  είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρησίµων 
πραγµατικών συναρτήσεων στο X . Τότε: 
 

lim limn nX Xn n
f f

→∞ →∞
=∫ ∫ . 

 
Πόρισµα Α.2  
 
Εστω { }nf  είναι µια ακολουθία µη αρνητικών µετρησίµων 
πραγµατικών συναρτήσεων στο X . Τότε   
 

( ) ( )1 1n nn nX X
f f∞ ∞

= =
=∑ ∑∫ ∫ . 
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Α.2.3 Το ολοκλήρωµα στη γενική περίπτωση  
 
Ορισµός Α.5 Εστω :f X →\  είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Αν 
τουλάχιστον µια από τις µη αρνητικές συναρτήσεις ,f f+ −  είναι 
Lebesgue ολοκληρώσιµη στο X , τότε ορίζεται ο (επεκτεταµένος) 
αριθµός 
 

   
X X X
f d f d f dµ µ µ+ −= −∫ ∫ ∫ . 

 
Λέµε ότι η f  είναι ολοκληρώσιµη κατά Lebesgue στο X  και 
γράφουµε ( ) ( )1 1: ,f L X L X µ∈ = , αν 
  

 
X
f dµ < ∞∫ . 

 
Αν E X⊂  είναι µετρήσιµο σύνολο, τότε ορίζουµε 
 

  ΕE X
f d f dµ χ µ=∫ ∫ . 

 
Προφανώς ισχύει η ισοδυναµία:  
 

( ) ( )1 1f L X f L X∈ ⇔ ∈ , 
 
άρα η f  είναι ολοκληρώσιµη κατά Lebesgue στο X  αν και µόνον 
αν 

 
X
f dµ < ∞∫ . 

 
Ορισµός Α.6 Εστω : :  f X f u iv→ = +^  είναι µια µιγαδική 
µετρήσιµη συνάρτηση, δηλαδή οι ,u v  είναι µετρήσιµες πραγµατικές 
συναρτήσεις. Ορίζουµε τον (επεκτεταµένο) αριθµό 
 

   
X X X
f d u d i v dµ µ µ= +∫ ∫ ∫ . 

 
Λέµε ότι η f  είναι ολοκληρώσιµη κατά Lebesgue στο X  και 
γράφουµε ( )1f L X∈ , αν  
 

( )1/ 22 2  
X X
f d u v dµ µ= + < ∞∫ ∫ . 
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Ορισµός Α.7 Συµβολίζουµε µε ( ) ( )1 1: ,L X L X µ=  το χώρο όλων των 
ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο X .  
 
Θεώρηµα Α.4 (Κυριαρχούµενης σύγκλισης)  
 
Εστω { }kf  είναι µια ακολουθία µετρήσιµων πραγµατικών 
συναρτήσεων τέτοια ώστε lim kk

f f
→∞

=  σηµειακά µ −σ.π. στο X . Αν 

υπάρχει ( )1g L X∈  έτσι ώστε 
  

 kf g k≤ ∀ ,  
 

τότε ( )1f L X∈  και επιπλέον 
 

lim  lim  k kX Xk k
f d f dµ µ

→∞ →∞
=∫ ∫ . 

 
Σηµείωση. Στο εξής µιλάµε για ολοκληρώσιµες συναρτήσεις και  
εννοούµε ολοκληρώσιµες κατά Lebesgue. Αν ( )1f L∈ \ , τότε οι 
τιµές των ολοκληρωµάτων Lebesgue και Riemann ταυτίζονται. Eτσι 
µπορεί κάποιος να χρησιµοποιήσει όλους τους γνωστούς κανόνες 
ολοκλήρωσης (αντικατάσταση, κατά παράγοντες κλπ.) Για 
παράδειγµα αν ( )1f L∈ \  τότε ισχύει 
 

lim
N

a aN
f f

+∞

→∞
=∫ ∫ , lim

a a

NN
f f

−∞ −→∞
=∫ ∫  

 
(εφαρµογή του θεωρήµατος κυριαρχούµενης σύγκλισης). 
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Παράρτηµα Β  
 

Στοιχεία Θεωρίας Τελεστών και Συναρτησιακής 
Ανάλυσης  

 
Β.1 Χώροι Banach. Βάσεις Schauder.  
 
Στο εξής συµβολίζουµε µε , ,X Y Z  γραµµικούς (διανυσµατικούς) 
χώρους πάνω απ’ το ίδιο σώµα K = \  ή ^  και γράφουµε απλά ότι 
οι , ,X Y Z  είναι χώροι.    
 
Μια απεικόνιση [ ):  0,X⋅ → +∞  καλείται νόρµα αν για κάθε ,x y X∈  
                                 
                                    (i) 0 0x x= ⇔ = . 
                                    (ii) ,   x x Kλ λ λ= ∀ ∈ . 
                                    (iii) x y x y+ ≤ + .         
 
Αν ο X  έχει νόρµα (δεν ισχύει πάντα) τότε λέµε ότι ο X  είναι 
νορµικός χώρος και ορίζεται η µετρική 
 

[ ) ( ): 0, :   ,d X X d x y x y× → +∞ = − . 
Το σύνολο  

( ) { }:  x y X y xε ε= ∈ − <  
 
καλείται ανοικτή περιοχή (ή γειτονιά) κέντρου x X∈  και ακτίνας 
ε . Θεωρώντας ότι ένα υποσύνολο του X  είναι ανοικτό αν και 
µόνον αν είναι (πιθανώς αριθµήσιµη) ένωση ανοικτών περιοχών 
όπως παραπάνω προκύπτει µε φυσικό τρόπο µια τοπολογία στο 
X . Τότε λέµε ότι η ακολουθία { }nx X∈  συγκλίνει στο X  (σε στοιχείο 
x X∈ ), αν 

0 00 :  nn n n x xε ε∀ > ∃ ∈ ∀ > ⇒ − <` . 
 
Επίσης λέµε ότι η σειρά 

1 nn
x∞

=∑  συγκλίνει απόλυτα αν 
1 nn
x∞

=
< ∞∑ . 

Ακόµη λέµε ότι µια απεικόνιση :f X Y→  είναι συνεχής αν για κάθε 
0x X∈  ισχύει 

   
( ) ( ) ( )0 0 00 , 0 :  0

X Y
x x x f x f xε δ δ ε δ ε∀ > ∃ = > ∀ < − < ⇒ − < . 
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Στην παραπάνω ο Y  είναι νορµικός χώρος µε νόρµα 
Y

⋅ . Αν A  είναι 
υποσύνολο ενός νορµικού (ή και τοπολογικού) χώρου, συµβολίζου-
µε µε A  την κλειστότητα του A , δηλαδή το A  µαζί µε τα σηµεία 
συσσώρευσής του. Προφανώς A A=  αν και µόνον αν το A  είναι 
κλειστό.   
 
Ορισµός Β.1 Ενα υποσύνολο A  (αριθµήσιµο ή όχι) ενός νορµικού 
(ή και τοπολογικού) χώρου X  καλείται πυκνό στο X , αν 
  

A X= . 
 
Ορισµός Β.2 Ενας νορµικός χώρος X  καλείται πλήρης ή Banach 
αν κάθε ακολoυθία Cauchy στο X  συγκλίνει στο X , δηλαδή    
 

( )0 00 :  , limm n nn
n n m n x x x x Xε ε∀ > ∃ ∈ ∀ > ⇒ − < ⇒ = ∈` . 

 
Προφανώς κάθε χώρος Banach είναι κλειστός αλλά και κάθε 
κλειστός υπόχωρος χώρου Banach είναι επίσης χώρος Banach. 
Επικεντρωνόµαστε σε χώρους Banach επειδή αυτοί οι χώροι είναι 
αρκετά «πλούσιοι» (εφόσον περιέχουν και όρια) και χρησιµεύουν 
ως ένα στέρεο µαθηµατικό µοντέλο µελέτης διαφόρων φυσικών 
φαινοµένων. Οι χώροι Banach που παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδια-
φέρον είναι  απειροδιάστατοι και χρειάζεται κάποια προσοχή όσον 
αφορά τη γενίκευση της έννοιας της βάσης σε τέτοιους χώρους.     
 
Στο εξής θεωρούµε ότι ο X  είναι χώρος Banach. Οταν γράφουµε 
lim nn
x x

→∞
=  εννοούµε ότι η σύγκλιση είναι ως προς τη νόρµα του X  

εκτός αν κάτι δηλώνεται κάτι διαφορετικό.  
 
Ορισµός Β.3 Eστω { }b b B

ϕ
∈

Φ =  είναι µια οικογένεια στοιχείων του X  

(αριθµήσιµη ή όχι) και K = \  ή ^ . Καλούµε γραµµικό περίβληµα 
του Φ  (ή γραµµική θήκη του Φ ), συµβολικά   
 

( ) { }:  b b bb B
span c c Kϕ

∈
Φ = ∈∑ , 

 
τον υπόχωρο του X  που περιλαµβάνει όλους τους πεπερασµέ-
νους γραµµικούς συνδυασµούς στοιχείων του Φ  (µε την έννοια ότι 

0ba =  εκτός πεπερασµένου πλήθους συντελεστών).                      
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Ορισµός Β.4 Αν υπάρχει αριθµήσιµη οικογένεια { }n XϕΦ = ∈  έτσι 
ώστε ( )span Φ  είναι πυκνό στο X  τότε ο X  καλείται διαχωρίσιµος.                       
 
Ορισµός Β.5 Eστω { }b b B

ϕ
∈

Φ =  είναι µια οικογένεια στοιχείων του X  

(αριθµήσιµη ή όχι). Λέµε ότι η Φ  είναι γραµµικά ανεξάρτητη (ή τα 
στοιχεία της είναι γραµµικώς ανεξάρτητα), αν 
  

0 0  b b bb
c c b Bϕ = ⇒ = ∀ ∈∑ . 

 
Σηµείωση. Με τον ορισµό που δώσαµε, αν η Φ  είναι γραµµικά 
ανεξάρτητη τότε και κάθε πεπερασµένο υποσύνολό της είναι 
γραµµικά ανεξάρτητο. Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει.  
 
Ορισµός Β.6 Λέµε ότι µια αριθµήσιµη οικογένεια { }n XϕΦ = ∈  είναι 
µια βάση Schauder στο X , αν υπάρχει µοναδική ακολουθία 
συντελεστών { }nc c K= ∈  τέτοια ώστε 
  
                                           n nn

f c ϕ= ∑ , 
µε την έννοια  

1
lim 0N

n nnN
f c ϕ

=→∞
− =∑ . 

 
Σηµείωση. (α) Η σύγκλιση της παραπάνω σειράς επηρεάζεται απ’ 
τη «διάταξη» της Φ . ∆ηλαδή, δεν ισχύει ότι κάθε αναδιάταξη της 
σειράς συγκλίνει παρά µόνον κάτω υπό επιπλέον συνθήκες πάνω 
στη Φ . Στην περίπτωση απειροδιάστατων χώρων ακόµη κι η 
απόλυτη σύγκλιση µιας σειράς συναρτήσεων δε διασφαλίζει το 
γεγονός ότι κάθε αναδιάταξη της σειράς συγκλίνει.  
 
(β) Ακόµη και αν ο X  είναι διαχωρίσιµος µπορεί να µην έχει βάση 
Schauder. Αν όµως έχει βάση Schauder τότε είναι διαχωρίσιµος.    
 
(γ) Με βάση τα παραπάνω η ακολουθία Φ  είναι µια βάση στον X  
αν είναι γραµµικά ανεξάρτητη και ( )span XΦ = .  
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Β.2 Tελεστές και συναρτησιακά    
 
Ορισµός Β.7 Κάθε απεικόνιση :T X Y→  τέτοια ώστε  
 

( ) ( ) ( )    , ,  ,T x y T x T y x y X Kλ µ λ µ λ µ+ = + ∀ ∈ ∀ ∈  
 
καλείται γραµµικός τελεστής. Γραµµικοί τελεστές της µορφής 

:T X K→  καλούνται γραµµικά συναρτησιακά.                             
 
Στο εξής για απλότητα µιλάµε για τελεστές (ή συναρτησιακά) και  
γράφουµε Tx  αντί ( )T x . 
 
Εστω ,X Y  είναι νορµικοί χώροι µε νόρµες 

X
⋅  και 

Y
⋅  αντιστοίχως 

και :T X Y→  είναι τελεστής. Το σύνολο  
 

( ) { }:  0Ker T x X Tx= ∈ =  
 
καλείται πυρήνας του T  και είναι υπόχωρος του X . Ο T  είναι 1-1 
αν και µόνον αν ( ) { }0Ker T = . Το σύνολο  
 

( ) { }:    R T y Y y Tx x X= ∈ = ∀ ∈  
 
καλείται εικόνα του T  και είναι υπόχωρος του Y . Αν ο T  είναι 1-1, 
τότε ο T  είναι αντιστρέψιµος µε την έννοια ότι ορίζεται ο 
αντίστροφος τελεστής 
 

( )1 1: :   T R T X T y x y Tx− −→ = ⇔ = , 
 
ο οποίος είναι επίσης γραµµικός. 
 
Ορισµός Β.8 Ενας τελεστής :T X Y→  καλείται φραγµένος αν 
υπάρχει θετική σταθερά M  τέτοια ώστε    
 
                                      

Y X
Tx M x x X≤ ∀ ∈ .                                 

Πρόταση Β.1  
 
Ο τελεστής :T X Y→  είναι συνεχής στο X  αν και µόνον αν είναι 
φραγµένος στο X .  
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Απόδειξη. Αν ο T  είναι συνεχής στο X  τότε είναι συνεχής και στο 
στοιχείο 0 X∈ . Αρα υπάρχει 0δ >  έτσι ώστε 
 
                                       1

X Y
x Txδ≤ ⇒ ≤ .                                   

 

Εστω 
X

xz
x
δ

= . Τότε 
X

z δ= , άρα 1
Y

Tz ≤ . Αλλά 1 Y
Y

X

Tx
Tz

x
δ

≥ = , 

οπότε 1
Y X

Tx x
δ

≤ , άρα ο T  είναι φραγµένος. Αντιστρόφως, έστω 

ότι ο T  είναι φραγµένος και x X∈ . Για κάθε 0ε >  και y X∈  µε 
0

X
y x ε< − <  έχουµε  

 
                       ( )Y XY

Ty Tx T y x M y x Mε− = − ≤ − < .                   
 
Αρα ο T  είναι συνεχής.                                                                     ■ 
 
Συµβολίζουµε µε ( ),X Y  το γραµµικό χώρο όλων των φραγµένων 
τελεστών :T X Y→  πάνω απ’ το σώµα K = \  ή ^  µε τις συνήθεις 
πράξεις. Αν X Y=  γράφουµε ( )X  (αντί ( ),X X ). Καλούµε δυϊκό 
χώρο *X  του X  το γραµµικό χώρο όλων των φραγµένων 
συναρτησιακών :T X K→  πάνω απ’ το σώµα K .                                      
 
Η απεικόνιση  
 

( ) [ ) { }: , 0, :  sup :   1
Y X

X Y T Tx x X x⋅ → +∞ = ∀ ∈ µε ≤  
 
είναι είναι µια νόρµα στο ( ),X Y  που στο εξής  καλούµε συνήθη 
νόρµα του T  και συµβολίζουµε απλά µε T .  
 
Αποδεικνύεται ότι αν ο Y  είναι χώρος Banach τότε και ο ( ),X Y  
είναι επίσης χώρος Banach (ως προς τη νόρµα ⋅ ). Τέλος είναι 
εύκολο να δούµε ότι   
  

   
Y X

Tx T x x X≤ ∀ ∈ . 
 
Αν ( ),S X Y∈  και ( ),T Y Z∈  ορίζεται ο σύνθετος τελεστής 

:T S X Z→D , συµβολικά TS . Επιπλέον ( ),TS X Z∈  και 
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TS T S≤ . 
 
Ο τελεστής :T X Y→  καλείται ισοµορφισµός αν είναι 1-1 και επί 
του Y . Τότε οι χώροι ,X Y  καλούνται ισόµορφοι. Ο T  καλείται 
ισοµετρικός ισοµορφισµός αν είναι ισοµορφισµός και ισοµετρία 
(δηλ. 

X Y
x Tx= ). Τότε οι ,X Y  καλούνται ισοµετρικά ισόµορφοι.  

 
Σηµειώνουµε ότι αν ( ),T X Y∈  είναι 1-1 και επί, τότε ( )1 ,T Y X− ∈ .  
 
Θεώρηµα Β.1  
 
Εστω X  είναι νορµικός χώρος και Y  είναι χώρος Banach. Aν D  
είναι πυκνός υπόχωρος του X  και ο τελεστής 0 :T D Y→  είναι 
φραγµένος, τότε: 
 
(α) υπάρχει µοναδικός φραγµένος τελεστής :T X Y→  που 
επεκτείνει τον 0T  σ’ όλο το X .  
 
(β) 0T T= . 
 
Απόδειξη. (α) Εστω ,x x X′∈ . Εφόσον ο D  είναι πυκνός στο X , 
υπάρχουν ακολουθίες { }nx ,{ }nx D′ ∈  έτσι ώστε lim nn

x x=  και 

lim nn
x x′ ′=  αντιστοίχως. Λόγω συνεχείας του 0T  οι ακολουθίες { }0 nT x  

και { }0 nT x′  είναι Cauchy άρα συγκλίνουν στο Y  στα στοιχεία y  και 
y′  αντιστοίχως. Εστω 
 

0: :  lim nn
T X Y Tx y T x→ = =  

 
για κάθε ακολουθία { }nx D∈  που συγκλίνει στο x X∈ . Τότε ο T  
είναι µοναδική επέκταση του 0T . 
 
(β) Προφανώς 0T T≤ . Εστω 0 1/ 2ε< < . Τότε υπάρχει  x∈ ( )1 0π  
έτσι ώστε ( )1Tx Tε≥ − . Εφόσον το D  είναι πυκνό υπάρχει 
σηµείο z D∈  τέτοιο ώστε z x ε− ≤ . Τότε Tx Tz Tε− ≤ , άρα 

( )1 2Tz Tε≥ − . Επίσης 1z ε≤ + , άρα 
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                           0
1 2 ,  0
1

Tz
T T T

z
ε ε

ε
−

≥ ≥ → →
+

.                       ■ 

 
Β.3 Χώροι Hilbert. Συζυγής τελεστής. Oρθοκανονικές βάσεις.   
 
Μια απεικόνιση , :  X X K⋅ ⋅ × →  καλείται εσωτερικό γινόµενο αν 
για κάθε ,x y X∈  ισχύουν 
     
                                   (i) , ,x y y x= . 
                                   (ii) , , ,   ax y a x y a K= ∀ ∈ . 
                                   (iii) , , ,x y z x z y z+ = + .  
                                   (iv) , 0 και , 0 0x x x x x≥ = ⇔ = .                   
 
Τότε ο X  καλείται χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Για παράδειγµα 
η απεικόνιση  

1
, :  :  , nn n

k kk
x y x y

=
⋅ ⋅ × → = ∑^ ^ ^  

 
είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο χώρο 
 

( ){ }1,..., :  Tn
n ix x x x= = ∈^ ^  

 
µε στοιχεία διανύσµατα στήλες. Ισοδύναµα γράφουµε  
 

*,x y y x= i , 
 
όπου *y  είναι ο συζυγής ανάστροφος του στοιχείου y  και η πράξη i  
δηλώνει γινόµενο πινάκων.    
 
Αν X  είναι χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ,⋅ ⋅  τότε για κάθε ,x y X∈  
ισχύει η ανισότητα Cauchy-Schwartz 
 

,  x y x y≤ . 
 
Ορισµός Β.9 Ενας χώρος Βanach X  µε εσωτερικό γινόµενο ,⋅ ⋅  

και  νόρµα [ ):  0, :  ,X x x x⋅ → +∞ =  καλείται χώρος Hilbert.  
 
Στο εξής συµβολίζουµε µε H  ένα χώρο Hilbert. ∆υο στοιχεία 
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,x y H∈  καλούνται κάθετα αν , 0x y =  και ισχύει το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα 

2 2 2x y x y+ = + . 
Αν A H⊂  ορίζουµε  
 

{ }:  , 0  A y H x y x A⊥ = ∈ = ∀ ∈  
 
να είναι το ορθογώνιο συµπλήρωµα του A  (στον H ). Σηµειώνου-
µε ότι ο A⊥  είναι κλειστός υπόχωρος του H  και  
 

{ }0A A⊥∩ = . 
Προφανώς { }0H ⊥ =  και 

 
• αν A  είναι πυκνό στο H  τότε { }0A⊥ = . 

 
Τέλος: 
 

• Αν , ,   a x a y a H x y= ∀ ∈ ⇒ = , διότι { }0x y H ⊥− ∈ = . 
 
Πρόταση Β.2  
 
Εστω E  είναι κλειστός υπόχωρος του H . Τότε 
 

H E E⊥= ⊕ . 
 
Με άλλα λόγια, οι E ,E⊥  είναι κλειστοί υπόχωροι του H  µε τοµή το 
µηδενικό στοιχείο του H  και κάθε στοιχείο του H  αναλύεται µε 
µοναδικό τρόπο ως άθροισµα δυο κάθετων µεταξύ τους στοιχείων 
των υποχώρων E ,E⊥ .  
 
Θεώρηµα Β.2 (Riesz)  
 
Για κάθε στοιχείο *HΛ ∈  υπάρχει µοναδικό στοιχείο x H∈  έτσι ώστε 

( ) ,y y xΛ = . 
 
Ας θυµηθούµε τώρα την ακόλουθη ισότητα από τη γραµµική 
άλγεβρα:  
 
Aν : n mA →^ ^  είναι ένας m n×  πίνακας και * : m nA →^ ^  είναι ο 
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συζυγής ανάστροφος του A  (δηλ. *
, ,i j j iA A= ), τότε αν mx∈^  και 

ny∈^  είναι διανύσµατα στήλες έχουµε:  
 

( )** * * *, ,n mAx y y Ax y A x A y x x A y= ⋅ = ⋅ = ⋅ =^ ^
. 

 
Η ισότητα αυτή γενικεύεται και για τελεστές σε απειροδιάστατους 
χώρους Hilbert. Πράγµατι, έστω ( )1 2,T H H∈  όπου 1 2,H H  είναι 
χώροι Hilbert µε εσωτερικά γινόµενα 

1
,

H
⋅ ⋅  και 

2
,

H
⋅ ⋅  αντιστοίχως. 

Σταθεροποιούµε προς στιγµήν τυχαίο στοιχείο 2y H∈  και ορίζουµε 
την απεικόνιση 
 

( )
21: :  ,y y H

g H g x Tx y→ =^ . 
 
Η yg  είναι γραµµική και φραγµένη άρα ανήκει στο δυϊκό χώρο *

1H . 
Από το Θεώρηµα αναπαράστασης του Riesz (βλ. Θεώρηµα Β.1), 
υπάρχει στοιχείο 1yz z H= ∈  τέτοιο ώστε  
 

1
,y y H

g z= ⋅  

και ορίζεται ο τελεστής  
 

( )* *
2 1: :  yT H H T y z→ = , 

άρα 
( )

2 1

*, ,
H H

Tx y x T y=  1 2,  x H y H∀ ∈ ∈ . 

 
Ο τελεστής *T  είναι µοναδικός διότι αν υπήρχε και άλλος, έστω *Λ , 
τότε  

( )( ) ( ) ( )
1

* * * *
10 ,  

H
x T y x H T y y= − Λ ∀ ∈ ⇒ = Λ . 

 
Επιπλέον ισχύει η ακόλουθη 
 
Πρόταση Β.3  
 
Εστω ( )1 2,T H H∈ . Υπάρχει µοναδικός τελεστής ( )*

2 1,T H H∈  που 
καλείται συζυγής του T  έτσι ώστε 
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2 1

*, ,   ,
H H

Tx y x T y x y H= ∀ ∈  

και 
                                               *T T= .                                           
 
Είναι εύκολο να δούµε ότι   
 

( ) ( )

( ) ( )

*

*

Ker T R T

Ker T R T

⊥

⊥

 =


=

    και     
( ) ( )

( ) ( )

*

*

Ker T R T

Ker T R T

⊥

⊥

 =

 =

. 

 
Σηµειωτέον ότι ο πυρήνας ( )Ker T  είναι κλειστός αν και µόνον αν ο 
T  είναι φραγµένος. Επίσης: 
 

• ( )* * *
1 2 1 2  T T T T+ = + , 

• ( )* * *TS S T= , 

• ( )**T T= , 

• ( ) ( )1 ** 1T T
− −= , 

 
υπό την προϋπόθεση ότι οι παραπάνω τελεστές ορίζονται. Εστω 

( )T H∈ . Ο T  καλείται ορθοκανονικός αν  
 

* *TT T T I= = , 
 
όπου I  είναι ο ταυτοτικός τελεστής.                                                      
 
Πρόταση Β.4  
 
Εστω H  είναι µιγαδικός χώρος Hilbert  και ( )T H∈ . Τότε τα ακό-
λουθα είναι ισοδύναµα:  
 
           (β1) Ο T  είναι ορθοκανονικός. 
  
           (β2) ( )R T H=  και , ,  ,Tx Ty x y x y H= ∀ ∈ . 
 
           (β3) ( )R T H=  και   Tx x x H= ∀ ∈ . 
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Ορισµός Β.11 Μια οικογένεια  { }b b B
Hϕ

∈
Φ = ∈  (αριθµήσιµη ή όχι) 

καλείται ορθογώνια αν , 0 a b a bϕ ϕ = ∀ ≠ . Επιπλέον, αν 1 b bϕ = ∀  
τότε η Φ  καλείται ορθοκανονική.                                 
 
Κάθε ορθογώνια οικογένεια Φ  (µε µη µηδενικά στοιχεία) είναι 
γραµµικά ανεξάρτητη διότι 
 

0 , 0 , 0 0 b b b b a a b a ab b
c c a c a c aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ⇒ = ∀ ⇒ = ∀ ⇒ = ∀∑ ∑ . 

 
Ορισµός Β.12 Μια οικογένεια { }b b B

Hφ
∈

Φ = ∈  καλείται Βessel αν 
υπάρχει θετική σταθερά C  τέτοια ώστε 
 
                               

2 2,   bb
f C f f Hφ ≤ ∀ ∈∑ .                             

 
Είναι εύκολο να δούµε ότι κάθε ορθοκανονική οικογένεια 

{ }b b B
Hϕ

∈
Φ = ∈  είναι Bessel. Επιπλέον, αν f H∈  και  
 

l ( ): :  ,b b bf H K c f f ϕ→ = , 
 
τότε η ακολουθία l{ }b

b B
f

∈
 καλείται ακολουθία συντελεστών Fourier 

της f  και το ανάπτυγµα  
 

, n nb
f ϕ ϕ∑  

 
καλείται (γενικευµένη) σειρά Fourier της f H∈ .  
 
Θεώρηµα Β.3  
 
Εστω ,X Y  είναι νορµικοί χώροι, ο X  είναι χώρος Banach και 

:f X Y→  είναι φραγµένος τελεστής. Αν f  είναι ισοµετρία πάνω σε 
πυκνό σύνολο D  του X  και η εικόνα ( )f D  είναι πυκνή στο Y , τότε 
ο τελεστής f  επεκτείνεται σε µια ισοµετρία σ’ όλο X  η οποία είναι 
επί του Y .    
 
Απόδειξη. Εστω y Y∈ . Εφόσον το ( )f D  είναι πυκνό στο Y , 
υπάρχει ακολουθία { }nx D∈  έτσι ώστε ( )lim nn

f x y= . Αρα η 
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ακολουθία ( ){ }nf x Y∈  είναι Cauchy. Εφόσον  η f  είναι ισοµετρία 
στο D  και η ακολουθία { }nx  είναι Cauchy και αφού ο X  είναι  
χλωρος Banach, υπάρχει x X∈  έτσι ώστε lim nn

x x= . Τότε λόγω 

συνεχείας της f  έχουµε ( ) ( )lim nn
f x f x y= = . Αρα η f  είναι επί. Η 

επέκταση σε ισοµετρία είναι άµεση συνέπεια της συνέχειας της f  
και της πυκνότητας των D  και ( )f D .                                             ■ 
Eστω 

( ) { }{ }2
2 :  n bb B
B x x x

∈
= = < ∞∑A  

 
είναι ο χώρος των τετραγωνικά αθροίσιµων ακολουθιών µε νόρµα  
 

( ) ( )
2

1/ 22
bB b

x x= ∑A
. 

 
Παρατήρηση. Σηµειώνουµε ότι 
 

{ }2 2sup :   ,   πεπερασµενοb ab a A
x x A B A

∈
= ∀ ⊂∑ ∑ � . 

 
Αν { }b b B

Hϕ
∈

Φ = ∈  είναι µια ορθοκανονική οικογένεια και  
 

( ) ( ) { }2: :   , b b
T span B Tf f ϕΦ → =A , 

 
τότε o T  είναι ισοµετρία, άρα από το θεώρηµα Β.3  επεκτείνεται στο 

( )span Φ  σε µια ισοµετρία επί του χώρου ( )2 BA . Αρα ισχύει:  
 
Θεώρηµα Β.4  
 
Εστω { }b b B

Hϕ
∈

Φ = ∈  είναι µια ορθοκανονική οικογένεια. Οι ακόλου-
θες προτάσεις είναι ισοδύναµες:  
 
(α) Η { }b b B

Hϕ
∈

Φ = ∈  είναι µια ορθοκανονική βάση του H . 

(β) ( )span HΦ = . 

(γ) 22 ,   bb
f f f Hϕ= ∀ ∈∑  (ταυτότητα Parseval).  

(δ) , , ,   ,b bH b
f g f g f g Hϕ ϕ= ∀ ∈∑ . 
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Αποδεικνύεται ότι κάθε χώρος Hilbert H  έχει ορθοκανονική βάση 
{ }b b B
ϕ

∈
Φ =  (όχι κατ’ ανάγκην αριθµήσιµη). Αρα: 
 

• Κάθε χώρος Hilbert H  είναι ισοµετρικά ισόµορφος µε το χώρο  
των τετραγωνικά αθροίσιµων ακολουθιών { } 2:  n nn

x x < ∞∑ .                         
 
Β.4 Μερικά από τα βασικά θεωρήµατα συναρτησιακής 
ανάλυσης. Συζυγής τελεστής σε χώρους Banach.   
 
Θεώρηµα Β.5 (Ηahn-Banach)  
 
Eστω M  είναι υπόχωρος γραµµικού χώρου X  και p  είναι µια ηµι-
νόρµα στο X  (δηλαδή ισχύουν όλες οι ιδιότητες της νόρµας εκτός 
της ( ) 0 0p x x= ⇔ = ). Αν  0 :T M K→  είναι συναρτησιακό µε   
 

( )0   T x p x x M≤ ∀ ∈ , 
 
τότε το 0T  επεκτείνεται σ’ ένα συναρτησιακό :T X K→  µε 
  

( ) ( )  Tx p x x X≤ ∀ ∈ . 
Πόρισµα Β.1  
 
Eστω X  είναι νορµικός χώρος και 0x X∈ . Υπάρχει συναρτησιακό 

: X KΛ →  έτσι ώστε 
  

( )0 0x xΛ =  και   y y y XΛ ≤ ∀ ∈ . 
 
Εστω  X  είναι χώρος Banach και *X  είναι ο δυϊκός χώρος του X , 
δηλαδή ο χώρος όλων των φραγµένων συναρτησιακών 

: :  X K xΛ → Λ = Λ . Στο εξής θα χρησιµοποιούµε και το συµβολισµό  
 

,x xΛ = Λ . 
 
Aν Λ  είναι η συνήθης νόρµα του Λ , τότε   
 

{ }*sup :   1x x X= Λ ∀Λ ∈ µε Λ ≤ . 
 
Η παραπάνω ισότητα ισχύει γιατί αφ’ ενός  x xΛ ≤ Λ  και αφ’ 
ετέρου από το Πόρισµα Β.1 για x X∈  υπάρχει Λ  τέτοιο ώστε 
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x xΛ = . Αρα για κάθε x X∈ , η απεικόνιση  
 

( )*: :  ,x x xX Kφ φ→ Λ = ⋅ Λ  
 
είναι φραγµένο συναρτησιακό που ανήκει στο δεύτερο δυϊκό χώρο 

( )** **:X X=  του X  µε νόρµα ίση µε x . Ετσι η απεικόνιση 
 

( )**: :  , xX X xφ φ→ = ⋅ Λ  
είναι ισοµετρία. 
 
Εστω ( ),T X Y∈ . Για κάθε *YΛ ∈  ο σύνθετος τελεστής TΛ D  είναι 
στοιχείο του δυϊκού χώρου *X . Ετσι ορίζεται µια απεικόνιση   
 

( )* * * *: :  T Y X T T→ Λ = Λ D . 
 
Η απεικόνιση *T  καλείται συζυγής τελεστής του T . Τότε έχουµε  
 

( ) ( )* *, ,Tx T x T x x TΛ = Λ = Λ = ΛD . 
Αρα 

*, ,Tx x TΛ = Λ . 
 
Η παραπάνω είναι η γενίκευση της έννοιας του συζυγούς τελεστή σε 
χώρους Banach. Απoδεικνύεται ότι ο *T  είναι γραµµικός και 
επιπλέον    

*T T= . 
 
Θεώρηµα Β.6 (Αρχή του οµοιόµορφα φραγµένου) 
 
Eστω X είναι χώρος Banach, Y  είναι νορµικός χώρος και F  είναι 
µια συλλογή φραγµένων τελεστών :T X Y→  έτσι ώστε για κάθε 
x X∈  ισχύει 

sup
Y

T F
Tx

∈
< ∞ . 

Tότε 
sup
T F

T
∈

< ∞ , 

 
όπου T  είναι η συνήθης νόρµα του τελεστή T .                             
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Παράρτηµα Γ 
 

Eνότητα Γ.1 
 
Απόδειξη  θεωρήµατος 1.5 Kεφαλαίου 1.  
 
Eστω f  είναι συνεχής και πραγµατική συνάρτηση στο T  κανονι-
κοποιηµένη (αφαιρώντας µια σταθερά) ώστε ( ) 0f x dx =∫T .  Eστω 

ru P f= ∗  αρµονική µε ( )0,0 0u =  και v  συζυγής αρµονική της u  µε 
( )0,0 0v = . Τότε η  

h u iv= +  
 
είναι αναλυτική στο D  µε ( )0 0h = . Για φιξαρισµένο 0 1r< <  και για 
πεπερασµένο 1,2,...k = , από το Θεώρηµα µέσης τιµής του Gauss 
έχουµε:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) 21 12 2

0 0
0 0

kk k it it ith h re dt u re iv re dt = = = + ∫ ∫  
 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 2 1 2 2

0 0 0

2
...

1
k it k it it k k itk

u re dt i u re v re dt i v re dt− 
= + + + 

 
∫ ∫ ∫ . 

 
Αναδιατάσσουµε την παραπάνω ισότητα ως εξής: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 2 1 2

0 0 0

2
...

2 1
k it it k it k itk

v re dt u re v re dt u re dt
k

− 
≤ + + − 

∫ ∫ ∫  

 
και στον j −όρο εφαρµόζουµε την ανισότητα Holder 
χρησιµοποιώντας τους συζυγείς εκθέτες 2 /k j  και ( )2 / 2k k j− . Για 

απλότητα γράφουµε ( )( )1/(2 )1 2

0

k
k itS u re dt= ∫ , ( )( )1/(2 )1 2

0

k
k itT v re dt= ∫ . 

Τότε η παραπάνω γίνεται:  
 

2 2 1 2 2 2 2 1 22 2 2
...

2 1 2 2 1
k k k k kk k k

T ST S T S T S
k k

− − −     
≤ + + + +     − −     

. 

 
Eστω /U S T= . Τότε: 
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2 2 1 2 22 2 2
... 1

2 1 2 2 1
k k kk k k

U U U U
k k

− −     
≤ + + + +     − −     

 

ή 
1 2 2 2 12 2 2

...
2 1 2 2 1

k kk k k
U U U U

k k
− − + − +     

≤ + + + +     − −     
. 

 
Αν 1U ≤  η απόδειξη παραλείπεται (εύκολη). Για 1U ≥  έχουµε 
 

22 2 2
... 1 2

2 1 2 2 1
kk k k

U
k k

     
≤ + + + + ≤     − −     

. 

 
Αρα 22 kT S≤  και για 1r −→  έχουµε 
 

( ) ( )2 2
2

k k

k
L L

Hf f≤
T T

 
 
διότι  ,  1h u iv f i Hf r −= + → + → . Εφόσον το σύνολο των συνεχών 
συναρτήσεων είναι πυκνό στον ( )2kL T , ο H  επεκτείνεται µε 
µοναδικό τρόπο σ’ ένα φραγµένο τελεστή πάνω στον ( )2kL T . 
Εφόσον τώρα ο H  είναι φραγµένος στυς ( ) ( )2 4, ,...L LT T , µε 
εφαρµογή του θεωρήµατος Riesz-Thorin θα είναι φραγµένος στον 

( )   2pL p∀ ≤ < ∞T . Τότε λόγω δυϊκότητας είναι φραγµένος και στον 
( ),   1 2pL p∀ < <T  µε την εξής έννοια: 

 
Eστω ( )pf L∈ T  όπου 1 2p< <  και ( )qg L∈ T  όπου q  είναι ο 
συζυγής εκθέτης του p . Σηµειώνουµε ότι 2 q< < ∞ . Τότε 
 

( ) ( ){ }sup  :  1
p qL L

Hf Hf x g x dx g= ⋅ ≤∫T   

 
(βλ. Παράρτηµα Β). Αλλά: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) Hf x g x dx f y x y dy g x dxσφ π ⋅ = − ∫ ∫ ∫T T T
 

 
                           ( ) ( )( ) ( )g x y x dx f y dyσφ π = − − ∫ ∫T T
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                           ( ) ( )Hg y f y dy= −∫T  
και  

( ) ( )
q p q q pL L L L L

Hg y f y dy Hg f H f
→

≤ ≤∫T . 
 
Αρα 

p p q qL L L L
H H

→ →
≤  και το αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα.        ■ 
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Ενότητα Β 
 
Απόδειξη θεωρήµατος Riesz-Thorin (θεώρηµα 1.6, Κεφάλαιο 1). 
 
Πριν την απόδειξη του θεωρήµατος Riesz-Thorin χρειαζόµαστε δυο 
λήµµατα. 
 
Λήµµα Α  
 
Εστω 1 ,p q≤ ≤ ∞  είναι συζυγείς εκθέτες. Αν ( )1 ,g L E µ′∈ , ( )Eµ ′ < ∞  
και αν  

( ) απλη και 1
sup  

p p
Ef L E f
fg d Mµ

′′∈ ≤
= < ∞∫

�
,   

 
τότε ( )qg L E′∈  και 

q
g M= . 

 
Απόδειξη. (α) 1  p≤ < ∞ . Ορίζουµε το συναρτησιακό   
 

( )g E
f fg dµ

′
Λ = ∫ . 

 
Τότε η απόδειξη προκύπτει εύκολα από την πρόταση Γ.6 και το 
θεώρηµα Γ.1 του κεφαλαίου 1.  

 
(β) p = ∞ , 1q = . Προφανώς 

L L
fg g

∞ ∞
≤ . Εστω ( )h sign g= . Τότε η 

h  είναι απλή,  
1

1h =  και 
1E

hg g M
′

= =∫ .                                      ■ 
 
Λήµµα Β (Τριών γραµµών)  
 
Εστω :Φ →^ ^  είναι συνεχής και φραγµένη στην κατακόρυφη 
λωρίδα ( )0 Re 1z≤ ≤  και αναλυτική στο εσωτερικό της λωρίδας 
αυτής. Αν ( ) 0z MΦ ≤  πάνω στη συνοριακή ευθεία ( )Re 0z =  και 

( ) 1z MΦ ≤  πάνω στη συνοριακή ευθεία ( )Re 1z =  αντιστοίχως για 
κάποιες θετικές σταθερές 0 1,M M , τότε  
  

( ) 1
0 1
x xx iy M M−Φ + ≤ , για κάθε y∈\  και ( )0,1x∈ . 

 
Απόδειξη. Εστω 0ε >  και ( ) ( ) ( )11

0 1
z zz zz z M M eε

ε
−− −Φ = Φ . Αν ( )Re 0z =  



 - 195 -

τότε 
   

( ) ( ) ( ) 2 2
0 11 log /

0 1 1iy iy iy M Miy iy y iy yiy M M e e e e eε ε ε ε
ε

−− − − −Φ ≤ = = ≤ . 

 
Οµοίως, αν ( )Re 1z =  έχουµε  
 

( ) ( )( ) ( ) 2 2
0 11 1 1 log /

0 11 1iy iy iy M Miy iy y iy yiy M M e e e e eε ε ε ε
ε

+ + −− − − −Φ + ≤ = = ≤ . 

 
Απ’ την άλλη µεριά για κάθε ( ),  0,1y x∈ ∈\  έχουµε 
 

( ) ( ) ( )( )11
0 1

x iy x iyx iy x iyx iy x iy M M eε
ε

+ + −+ − − −Φ + = Φ +  

 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 11 log log 2 1x x yx iy M x iy M iy xx iy e e e eε ε− −+ − − + −= Φ +  

 

                 ( ) ( )2 2 21
0 1

x xx x y yx iy M M e e Ceε ε ε−− − − −= Φ + ≤ , 

 
διότι τόσο η Φ  όσο και η ( )2x xeε −  είναι φραγµένες στη λωρίδα  

( )0 Re 1z< <  και στο ( )0,1  αντιστοίχως. Εφόσον 
2

0,  ye yε− → → ∞ , 
έχουµε ( ) 0,  z yεΦ → → +∞ . Αρα µπορούµε να επιλέξουµε 
αρκούντως µεγάλο 0A >  έτσι ώστε ( ) 1zεΦ ≤  πάνω στο σύνορο του 
ορθογωνίου ( ) ( ){ }:  0 Re 1,  Imz z A z A≤ ≤ − ≤ ≤ . Από την αρχή 
µεγίστου προκύπτει ( ) 1zεΦ ≤  και στο εσωτερικό του ορθογωνίου. 
Εφόσον το A  είναι αρκούντως µεγάλο, ισχύει ( ) 1zεΦ ≤  σ’ όλη τη 
λωρίδα ( )0 Re 1z≤ ≤ . Αφήνοντας 0ε → , παίρνουµε  
 
             ( ) ( ) ( )1 1

0 1 0 10
1 lim x x x xz z M M z M Mεε

− − −

→
≥ Φ = Φ ⇒ Φ ≤ .              ■ 

 
Απόδειξη θεωρήµατος Riesz-Thorin: 
 
Η απόδειξη χωρίζεται στα ακόλουθα βήµατα:  
 
(α) Κατασκευάζουµε συνάρτηση Φ  που ικανοποιεί το Λήµµα τριών 
γραµµών. 
 



 - 196 -

(β) Μέσω της Φ  και µε τη βοήθεια των Ληµµάτων A και B δείχνουµε 
ότι ο τελεστής ( ) ( ): , ,p qT L X L Yµ ν→  είναι φραγµένος για κάθε απλή 
συνάρτηση ( ),pL Xφ µ∈ . 
  
(γ) Επεκτείνουµε το αποτέλεσµα σε κάθε στοιχείο f ( ),pL X µ∈  
λόγω πυκνότητας. 
 
Εφόσον ( )0 p

T Tφ φ φ= , όπου 1
0 p

φ φ φ −= , αρκεί να δείξουµε ότι η 

νόρµα 0 q
Tφ  είναι φραγµένη για κάθε απλή συνάρτηση pLφ ∈  µε 

1
p

φ = . Ξεκινούµε µε την υπόθεση 0 1p p< . 
 
Βήµα (α): Εστω    

1 1
k

k k

n n i
k E k Ek k
a a e θφ χ χ

= =
= =∑ ∑  

 
είναι απλή συνάρτηση µε 1

p
φ = , όπου { }kE  είναι µια ακολουθία 

µετρήσιµων συνόλων ξένων µεταξύ τους ανά δύο µε ένωση το X . 
Οµοίως, έστω  

1 1
k

k k

m m i
k E k Ek k
b b e θψ χ χ′

′ ′= =
= =∑ ∑  

 
είναι απλή συνάρτηση στον ( )qL Y′  µε 1

qL
ψ

′
= , όπου q′  είναι ο 

συζυγής εκθέτης του q . Ορίζουµε δυο µιγαδικές συναρτήσεις α  και 
β  ως εξής: 

( )
0 1

1 z zz
p p

α −
= +     και   ( )

0 1

1 z zz
q q

β −
= + . 

 

Αν ( )0,1t∈  τότε ( ) 1t
p

α =  και ( ) 1t
q

β =  (βλέπε εκφώνηση). Φιξά-

ρουµε ( )0,1t∈  και ορίζουµε τις συναρτήσεις   
 

( ) ( )/

1
k

k

n z t i
z k Ek

a eα α θφ χ
=

= ∑  
και  

( )( ) ( )( ) ( )
( )

1 / 1

1
1

1

k

k

m z t i
k Ek

z

b e t

t

β β θ χ β
ψ

ψ β

− − ′
′=

 ≠= 
=

∑ . 

Τέλος, ορίζουµε 
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( ) ( )z zE
z T dφ ψ ν

′
Φ = ∫ . 

Τότε:    
 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 / 1/

1 1

/

1 1

, 1

1

jk

k j

k j

k j

z tm n z t ii
k j E Ej k E

m n z t i
k j E Ej k E

a e b e T t
z

a b e T t

β βα α θθ

α α θ θ

χ χ β

χ χ β

− − ′
′= = ′

′+
′= = ′

 ≠Φ = 
 =

∑ ∑ ∫
∑ ∑ ∫

 

Η Φ  είναι ολόµορφη και φραγµένη στη λωρίδα ( )0 1Re z≤ ≤ . Θα 
δείξουµε ότι ( ) 0z MΦ ≤  για ( )Re 0z =  και ( ) 1z MΦ ≤  για ( ) 1Re z =   
και για κάποιες θετικές σταθερές 0 1,M M . Πράγµατι, για jx E∈  
έχουµε   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11
1 00

/ / loglog jjj

j

z t z t iyp p p ap p ai
iy j E jx a e a e e

α α α αθφ χ
− −− −

= = =  

 
                  ( )

1
0 00

/ /log j
p p p pp p a

je a xφ
−

= = = . 

 

Με παρόµοιο τρόπο έχουµε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 01 / 1 /q q q q
iy x x xψ ψ ψ

− − ′ ′− −
= = , 

όπου 0 0,q q′  είναι οι συζυγείς εκθέτες των 0,q q . Τότε  
 

( ) 0 0

0 0 0 0

/ /
0 0 0

p p q q
iy iy iy iy p qq q p q

iy T M M Mφ ψ φ ψ φ ψ ′

′′ ′
Φ ≤ ≤ = = . 

 
Με την ίδια λογική προκύπτει ότι 1 iyφ + = 1/p pφ , 1/

1
q q

iyψ ψ ′ ′

+ =  και  
 

( ) 1 1

1 1 1 1

/ /
1 1 1 1 1 1 11 p p q q
iy iy iy iy p qq q p q

iy T M M Mφ ψ φ ψ φ ψ ′

+ + + + ′′ ′
Φ + ≤ ≤ = = . 

 
Αρα η Φ  ικανοποιεί το Λήµµα τριών γραµµών και έτσι  
 

( ) ( ) ( )1
0 1 ,   0,1t t

z zE
t iy T M M tφ ψ −

′
Φ + = ≤ ∈∫ . 

 
(β) Εφόσον η zψ  είναι τυχαία απλή συνάρτηση στον qL ′ , από το 
Λήµµα A προκύπτει άµεσα ότι z qT Lφ ∈  και   
 

( )1
0 1 ,   0,1 ,  t t

q
T M M tφ φ−≤ ∈  απλή µε 1

p
φ = . 
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(γ) Για να επεκτείνουµε την παραπάνω σ’ όλο τον pL , απλά 
θυµόµαστε ότι ο χώρος των απλών συναρτήσεων είναι πυκνός στον 
qL ′ . Ετσι αν pf L∈  και g Tf=  τότε lim nn

Tf Tφ= , όπου { }nφ  είναι µια 

αύξουσα ακολουθία απλών συναρτήσεων µε nf f→  ως προς τη 
νόρµα. Από το Λήµµα Fatou έχουµε 
 

1 1
0 1 0 1lim limt t t t

n nq pq pn n
Tf T M M M M fφ φ− −≤ ≤ ≤ . 

 
Αν 0 1p p p= = , τότε από την Πρόταση Γ.5 και για 0 1q q q< <  έχουµε 
 
                           

0 1

1 1
0 1

t t t t
q q q p

Tf Tf Tf M M f− −≤ ≤ .                          ■ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


