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ΚEΦΑΛΑΙΟ 1   
 

Πίνακες  
1.1 Γενικά 
 
Εστω \  και ^  είναι το σώµα∗ των πραγµατικών και των µιγαδικών 
αριθµών αντιστοίχως. Στο εξής όταν γράφουµε F  θα εννοούµε είτε το 
\  είτε το ^ .  
 
Ορισµός 1.1 Eστω F = \  ή ^  και ,n m∈` . Κάθε ορθογώνια διάταξη 
m n⋅  αριθµών ijA F∈  της µορφής  
 

11 1

1

n

m mn

A A
A

A A

 
 =  
 
 

…
# % #

"
,      

 

καλείται πίνακας ( )ijA A=  διάστασης m n×  (ή m n×  πίνακας A) µε 

στοιχεία (ή συντελεστές) ijA . Αν F = \  τότε ο A καλείται πραγµατικός 
πίνακας ενώ αν F = ^  τότε ο A καλείται µιγαδικός πίνακας. Το σύνολο 
όλων των m n×  πινάκων µε στοιχεία από το F  συµβολίζεται µε 

( )m nM F× . 
 
Από τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι κάθε γραµµή και στήλη ενός 
πίνακα A  ορίζει µονοσήµαντα τη θέση κάθε στοιχείου ijA  µέσω των 
δεικτών i και j. O πρώτος δείκτης (δηλ. ο δείκτης i) δηλώνει πάντα ότι το 
στοιχείο ijA  είναι τοποθετηµένο στην i − γραµµή του πίνακα A , ενώ ο 

δεύτερος δείκτης (δηλ. ο δείκτης j) δηλώνει πάντα ότι το στοιχείο ijA  

είναι τοποθετηµένο στη j −στήλη του πίνακα A . Για παράδειγµα αν 
θεωρήσουµε τον 2 3×  πίνακα   
 

2 1 0

2 8 2
A

 
=  

− − 
, 

 

                                                 
∗ Με τον όρο σώµα εννοούµε ότι το \  (ή το ^ ) είναι εφοδιασµένα µε τις συνήθεις πράξεις της 
πρόσθεσης και του πολ/σµού πραγµατικών (ή µιγαδικών) αριθµών. 
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τότε 23 21 122,  2,  1A A A= − = − =  κλπ. Από τα παραπάνω εύκολα 
διαπιστώνουµε ότι οι πίνακες  
 

( )
3 2 2

1 2 1 ,         ,         
1 1 0

A i B C
−   

= − = =   −   
, 

 
είναι 1 4,×  2 1×  και 2 2×  πίνακες αντιστοίχως (ή ισοδύναµα είναι 
πίνακες διάστασης 1 4,×  2 1×  και 2 2×  αντιστοίχως) µε στοιχεία από 
το ^  όσον αφορά τον Α και από το \  όσον αφορά τους πίνακες Β και C.   
 
Ορισµός 1.2 Εστω πίνακας ( ) ( ):   m n ijA M F A A×∈ = . Tα στοιχεία  
 

11 22, ,..., ,kkA A A  
 

όπου min{ , }k m n=  καλούνται στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του 
πίνακα Α.  
 
Για παράδειγµα αν θεωρήσουµε τους πίνακες 
 

( )
2 3

2 0 3 ,         
1 10

A B
− 

= =  
 

, 

 
τότε το 11 2A =  είναι το µόνο στοιχείο της κυρίας διαγωνίου του Α, ενώ 
τα στοιχεία 11 222,   10B B= − =  είναι τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου 
του Β. 
 
Ορισµός 1.3 (Ισότητα πινάκων) Εστω ( ), :m nA B M F×∈   

( ) ( ),  ij ijA A B B= = . Θα λέµε ότι οι πίνακες A και B  είναι ίσοι και θα 

γράφουµε A B=  αν και µόνον αν τα αντίστοιχα στοιχεία τους είναι ίσα, 
δηλαδή ij ijA B=  για κάθε 1,..., ,  1,...,i m j n= = . 
 
Σηµείωση: Συνήθως συµβολίζουµε έναν πίνακα µε κεφαλαία γράµµατα 
της αγγλικής αλφαβήτου. ∆ηλαδή Α,Β,C, κλπ. Ισοδύναµοι συµβολισµοί 
στη βιβλιογραφία είναι οι ακόλουθοι: 

( )ijA A=  ή ( ),i jA A=  ή ( )ijA a=  ή ( ),i jA a=  ή ijA A =    ή ,i jA A =    ή      

ijA a =    ή ,i jA a =   .  
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1.2 Είδη πινάκων. Τετραγωνικοί πίνακες. 
 
Eνας πίνακας διάστασης 1 n×  µε στοιχεία από το F  καλείται και ως 
πίνακας γραµµή ενώ ένας πίνακας διάστασης 1m×  καλείται και ως 
πίνακας στήλη. Σηµειώνουµε ότι ένας πίνακας γραµµή (ή στήλη) µπορεί 
να θεωρηθεί και ως ένα διάνυσµα µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες του 
να δίνονται από τα στοιχεία του πίνακα.  
 
Εστω ( ) ( ):   m n ijA M F A A×∈ = . 
 
Αν 0ijA =  για κάθε 1,...,i m=  και 1,...,j n=  τότε ο A  καλείται 

µηδενικός πίνακας, συµβολικά m n×0 . 
 
Καλούµε ανάστροφο του A , έναν νέο n m×  πίνακα, συµβολικά TA , µε 
στοιχεία  

( )T
jiij

A A= ,    1,...,i n= , 1,...,j m= . 

Για παράδειγµα  αν ( )2 0 3A = , τότε  

2
0
3

TA
 
 =  
 
 

. 

 
∆ηλαδή οι γραµµές του πίνακα A  είναι στήλες του αναστρόφου πίνακα 

TA  (και οι στήλες του A  είναι γραµµές του TA ).  
 
Καλούµε συζυγή του A , έναν νέο m n×  πίνακα, συµβολικά A , µε 
στοιχεία   

( ) ijij
A A= , 1,...,i m= , 1,...,j n= . 

 
Για παράδειγµα αν ( )3 1 1A i i= − + , τότε ( )3 1 1A i i= − . 
Καλούµε συζυγή ανάστροφο του A  έναν έναν νέο n m×  πίνακα, 
συµβολικά *A , µε στοιχεία   
  

( )*
jiij

A A= , 1,...,i n= , 1,...,j m= . 

 
 
 
 



 7

1.3. Τετραγωνικοί πίνακες. 
 
Ορισµός 1.4 Ενας πίνακας A που έχει τον ίδιο αριθµό γραµµών και 
στηλών καλείται τετραγωνικός πίνακας. ∆ηλαδή ένας m n×  πίνακας A 
είναι τεραγωνικός αν m n= . Στην περίπτωση αυτή αντί να γράφουµε 

( )n nA M F×∈  θα γράφουµε απλά ( )nA M F∈ .  
 
Εστω ( ) ( ):   n ijA M F A A∈ = . Τότε: 
 
• ο A  καλείται συµµετρικός αν , 1,...,ij jiA A i j n= ∀ = . Με άλλα 

λόγια ο A  είναι συµµετρικός αν ταυτίζεται µε τον ανάστροφό του 
TA , δηλαδή TA A= . 

 
• ο A  καλείται αντισυµµετρικός αν , 1,...,ij jiA A i j n= − ∀ = . Με 

άλλα λόγια ο A  είναι αντισυµµετρικός αν ταυτίζεται µε τον αντίθετο 
του αναστρόφου του, δηλαδή TA A= − . 

 
• ο A  καλείται Ερµητιανός αν , 1,...,ij jiA A i j n= ∀ = . Με άλλα 

λόγια ο A  είναι Ερµητιανός  αν ταυτίζεται µε τον συζυγή ανάστροφό 
του *A , δηλαδή *A A= . 

 
• ο A  καλείται Aντιερµητιανός αν , 1,...,ij jiA A i j n= − ∀ = . Με 

άλλα λόγια ο A  είναι Αντιερµητιανός  αν ταυτίζεται µε τον αντίθετο 
του συζυγή αναστρόφου του, δηλαδή *A A= − . 

 
• ο A  καλείται διαγώνιος αν 0  ijA i j= ∀ ≠ . Για παράδειγµα οι 3 3×  

πίνακες  
1 0 0 5 0 0
0 2 0 ,     0 2 0
0 0 3 0 0 0

A B i
   
   = − = +   
   
   

 

    
 είναι διαγώνιοι. Στην ειδική περίπτωση όπου 0  ijA i j= ∀ ≠  και 

1,   1,...,iiA i n= = , τότε ο A  καλείται µοναδιαίος πίνακας και 
συµβολίζεται ως  nI . Για παράδειγµα οι πίνακες  
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2 3

1 0 0
1 0

,     0 1 0
0 1

0 0 1
I I

 
   = =      

 

 

    είναι µοναδιαίοι. 
 
• ο A  εκαλείται άνω τριγωνικός αν 0  ijA i j= ∀ > . Οµοίως θα λέµε 

ότι ο A  είναι κάτω τριγωνικός αν ισχύει 0  ijA i j= ∀ < . Για 
παράδειγµα ο 3 3×  πίνακας 

  
1 3 4
0 2 1
0 0 0

A
 
 = − 
 
 

 

    
είναι άνω τριγωνικός ενώ ο 3 3×  πίνακας   

 
5 0 0
2 2 0

0 0 1
B i

 
 = − + 
 
 

 

       
είναι κάτω τριγωνικός. 
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1.4 Πράξεις µε πίνακες. 
 
Ορισµός 1.5 (Αθροισµα πινάκων) Εστω ( ), :m nA B M F×∈   

( ) ( ),  ij ijA A B B= =  είναι δύο m n×  πίνακες. Καλούµε άθροισµα των 
πινάκων A  και B  έναν νέο m n×  πίνακα A B+  µε στοιχεία 
 

( ) , 1,..., ,  1,...,ij ijij
A B A B i m j n+ = + = = . 

 

Για παράδειγµα αν 
2 1 0
4 3 1

A  
=  − − 

 και 
8 5 3

2 0 7
B

− 
=  

 
, τότε 

 
2 8 1 5 0 3 6 6 3
4 2 3 0 1 7 2 3 6

A B
− + + −   

+ = =   − + + − + −   
. 

 
Ορισµός 1.6 (Γινόµενο αριθµού επί πίνακα) Εστω k F∈  και ( )ijA A=  

είναι ένας m n×  πίνακας. Καλούµε γινόµενο του αριθµού k  µε τον 
πίνακα A έναν νέο m n×  πίνακα kA  µε στοιχεία   
 

( ) ,  1,..., ,  1,...,ijij
kA ka i m j n= = = . 

 

Για παράδειγµα αν 2k = −  και 

1 2
3 2

2 4
A

 
 = − − 
 − 

, τότε  

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 2 1 2 2 2 4
2 2 3 2 2 3 2 2 6 4

2 4 2 2 2 4 4 8
A

− ⋅ − ⋅ − −    
    − = − − − = − ⋅ − − ⋅ − =    

    − − ⋅ − ⋅ − −    

. 

 
Ορισµός 1.7 (Γινόµενο πινάκων) Εστω ( )ijA A=  είναι ένας m n×  

πίνακας  και ( )jsB B=  είναι ένας n k×  πίνακας. Καλούµε γινόµενο των 

πινάκων A και B  έναν νέο m k×  πίνακα A B⋅ µε στοιχεία  
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( )
1

,   1,..., ,  1,...,
n

ij jsis
j

A B a b i m s k
=

⋅ = = =∑ . 

 

Για παράδειγµα αν 

1 2
3 2

2 4
A

 
 = − − 
 − 

 και 
a c e

B
b d f

 
=  

 
, τότε  

 
1 2
3 2

2 4

a c e
A B

b d f

 
  ⋅ = − − ⋅     − 

 

 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2
3 2 3 2 3 2

2 4 2 4 2 4

a b c d e f
a b c d e f

a b c d e f

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ 
 = − ⋅ + − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ + − ⋅ 
 ⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅ 

 

 

          
2 2 2

3 2 3 2 3 2
2 4 2 4 2 4

a b c d e f
a b c d e f

a b c d e f

+ + + 
 = − − − − − − 
 − − − 

. 

 
Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι το γινόµενο A B⋅  δύο πινάκων 
A  και B  ορίζεται µόνον όταν   
 
Αριθµός στηλών του πίνακα A  =  αριθµό γραµµών του πίνακα B . 

 
Τότε για να υπολογίσουµε το στοιχείο της i -γραµµής και s -στήλης του 
πίνακα A B⋅  εργαζόµαστε ως εξής: 
 
πολλαπλασιάζουµε το 1ο στοιχείο της i -γραµµής του πίνακα A  µε το 1ο 
στοιχείο της s -στήλης του πίνακα B , στη συνέχεια πολλαπλασιάζουµε 
το 2ο στοιχείο της i -γραµµής του πίνακα A  µε το 2ο στοιχείο της s -
στήλης του πίνακα B  κλπ και στο τέλος αθροίζουµε όλα τα γινόµενα που 
έχουν προκύψει.  
 
Σηµείωση: Η αφαίρεση δύο m n×  πινάκων A  και B  ορίζεται ως 
άθροισµα του A  µε τον αντίθετο πίνακα του B  ο οποίος είναι ο πίνακας 
( )1 B B− = − . ∆ηλαδή 
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( )A B A B− = + − . 
 
Προσοχή:  ∆εν ορίζεται διαίρεση πινάκων. 
 
Mπορούµε να ορίσουµε δυνάµεις ενός πίνακα A  υπό την προϋπόθεση 
ότι ο A  είναι τετραγωνικός πίνακας. Πιο συγκεκριµένα έχουµε: 
 
Ορισµός 1.8 (∆ύναµη τετραγωνικού πίνακα) Εστω A είναι ένας n n×  
τετραγωνικός πίνακας και k ∈` . Τότε ορίζουµε την k -δύναµη του A να 
είναι ο n n×  πίνακας    

...k

k

A A A A
φορες−

= ⋅ ⋅ ⋅
�

��	�
 . 

 
Ορισµός 1.9 (Αντίστροφος τετραγωνικού πίνακα) Εστω A είναι ένας 
n n×  τετραγωνικός πίνακας. Τότε ο A καλείται αντιστρέψιµος αν 
υπάρχει  n n×  πίνακας B  τέτοιος ώστε    
 

nA B B A I⋅ = ⋅ = , 
 
όπου ο nI  είναι ο µοναδιαίος πίνακας (βλέπε σελ. 4). Σ’ αυτή την 
περίπτωση ο πίνακας B  καλείται αντίστροφος του πίνακα A και 
γράφουµε 1B A−= . Αρα  
 
                                       1 1

nA A A A I− −⋅ = ⋅ = .                                     (1) 
 
Παρατηρήσεις: (α) O µοναδιαίος πίνακας nI  παίζει τον ρόλο της 
µονάδας στο χώρο των τετραγωνικών πινάκων. ∆ηλαδή η γνωστή 
ιδιότητα «το γινόµενο οποιουδήποτε αριθµού x µε το 1 αφήνει τον 
αριθµό x αναλλοίωτο» µεταφράζεται στους πίνακες ως εξής: «Το 
γινόµενο οποιουδήποτε m n×  πίνακα A  µε το µοναδιαίο πίνακα nI  
αφήνει τον πίνακα A  αναλλοίωτο».     
 
(β) Με την ίδια λογική, όπως ο αντίστροφος ενός µη µηδενικού αριθµού 

x  είναι ο 1 1x
x

− =  (διότι 1 1 1x x x
x

−⋅ = ⋅ = ) έτσι και ο αντίστροφος 1A−  

τετραγωνικού πίνακα A  (αν υπάρχει) ικανοποιεί την (1).  
 
(γ) Ο αντίστροφος τετραγωνικού πίνακα A  (όταν υπάρχει) είναι 
µοναδικός.    
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(δ) Αν ο A  είναι αντιστρέψιµος πίνακας τότε µπορούµε να ορίσουµε 
δυνάµεις του A  µε εκθέτη αρνητικό ακέραιο ως εξής: 
 

1 1 1...k

k

A A A A
φορες

− − − −

−

= ⋅ ⋅ ⋅
�

���	��
 . 

 
(ε)   Εστω A  είναι ένας αντιστρέψιµος πίνακας. Τότε ο A  καλείται 
ορθοµοναδιαίος (ή ορθοκανονικός) αν ισχύει  
 

1 TA A− = . 
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1.5 Ιδιότητες των πράξεων πινάκων. 
 
Eστω ( ), , m nA B C M F×∈ , 0  είναι ο µηδενικός πίνακας διάστασης 
m n×  και ,k Fλ ∈ . Τότε για την πρόσθεση πινάκων ισχύουν οι 
ακόλουθες ιδιότητες: 
 
• A B B A+ = +  (αντιµεταθετική), 
 
• ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  (προσεταιριστική), 
 
• υπάρχει µοναδικός πίνακας (ο µηδενικός) έτσι ώστε 
 

A A A+ = + =0 0 , 
 

• για κάθε πίνακα A  υπάρχει µοναδικός πίνακας (ο αντίθετος του A) 
έτσι ώστε 

( )A A A A+ − = − + = 0 . 
 

Οσον αφορά το γινόµενο αριθµού επί πίνακα έχουµε: 
 

• ( ) ,k A B kA kB+ = +  
 
• ( )k A kA Aλ λ+ = + , 
 
• ( ) ( ) ( )k A k A kAλ λ λ= = . 
 
Τέλος για το γινόµενο πινάκων έχουµε (υπό την προϋπόθεση ότι οι 
ακόλουθες  πράξεις µε πίνακες είναι καλά ορισµένες): 
 

( ) ( )A B C A B C⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  (προσεταιριστική). 
 

( )A B C A B A C⋅ + = ⋅ + ⋅  (επιµεριστική). 
 

( )A B C A C B C+ ⋅ = ⋅ + ⋅  (επιµεριστική). 
 
                        ( ) ( ) ( )k A B kA B A kB⋅ = ⋅ = ⋅ . 
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Εστω τώρα ( )nA M F∈ , nI  είναι ο µοναδιαίος πίνακας διάστασης 
n n×  και 0  είναι ο µηδενικός πίνακας διάστασης n n× . Τότε ισχύει: 
 
• n nA I I A A⋅ = ⋅ =   και   A A⋅ = ⋅ =0 0 0 . 
 

•  ( ) ( ),   ,    
k kk k n nk k kA A A A A A Aλ λ µ µ+⋅ = = = , ,k λ ∈` . 

 
Προσοχή:  (α) Εν γένει ∆ΕΝ ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα για το 
γινόµενο πινάκων. ∆ηλαδή γενικά ισχύει A B B A⋅ ≠ ⋅ .  
 
Κατά συνέπεια εν γένει ∆ΕΝ ισχύει και η ιδιότητα ( )k k kA B A B⋅ = ⋅  
όπου ,A B  τετραγωνικοί πίνακες και k ∈` . 
 
Πίνακες που ικανοποιούν την ιδιότητα A B B A⋅ = ⋅  καλούνται 
αντιµεταθετικοί πίνακες. 
 
(β) Αν A B⋅ = 0  ∆ΕΝ ισχύει πάντα A = 0  ή B = 0 . Κατά συνέπεια 
∆ΕΝ ισχύει πάντα A B A C B C⋅ = ⋅ ⇒ = . Αν όµως ο πίνακας A  είναι 
αντιστρέψιµος τότε ισχύει A B B⋅ = ⇒ =0 0 . Γενικά στην απαλοιφή 
πινάκων πρέπει να είµαστε πολύ προσεκτικοί.  
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1.6 Άλλες χρήσιµες ιδιότητες. 
 

• ( )TTA A= . Οµοίως ( )**A A= . 
 
• ( )T T TA B A B+ = + . Οµοίως  ( )* * *A B A B+ = + . 
 
• ( )T T TA B B A⋅ = ⋅ . Οµοίως  ( )* * *A B B A⋅ = ⋅ . 
 
• Αν ,A B  είναι τετραγωνικοί αντιστρέψιµοι πίνακες, τότε:  
 

( ) 1 1 1A B B A− − −⋅ = ⋅ . 
 
Οι παραπάνω ιδιότητες ισχύουν υπό την προϋπόθεση ότι οι πράξεις είναι 
καλά ορισµένες και αποδεικνύονται εύκολα µε χρήση των ορισµών. 
 
• Αν ,A B  είναι τετραγωνικοί και αντιµεταθετικοί πίνακες (δηλ. 

A B B A⋅ = ⋅ ) και k ∈` , τότε ισχύει το δυωνυµικό ανάπτυγµα 
 

( ) ( )0

!,    
! !

n
k n k k

k

n n nA B A B
k k k n k

−

=

   
+ = =    −   

∑ . 
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Λυµένες Ασκήσεις 

 

1. Εστω 
2 3 0
2 8 1

A
 

=  − − 
, 

1 5
7 0
4 9

B
 
 =  
 − 

, 

2 1 4
3 0 9

8 1 5
C

 
 = − 
 − 

.  

 
Να υπολογίσετε τις παραστάσεις  
 

( ),  2 3 , ,  2 ,  ,  3 TT TA B A B A B C A B B A C A B+ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ . 
 
Λύση: Η παράσταση A B+  δεν έχει νόηµα διότι η πρόσθεση πινάκων 
ορίζεται υπό την προϋπόθεση ότι οι πίνακες A  και B  έχουν τις ίδιες 
διαστάσεις. Εφόσον ο A  είναι πίνακας 2 3×  και ο B  είναι πίνακας 
3 2×  το άθροισµα A B+  δεν ορίζεται. 
 
• Η παράσταση 2 3 TA B−  ορίζεται διότι ο A  είναι πίνακας 2 3×  και ο 

TB  (ο ανάστροφος του B ) είναι επίσης πίνακας 2 3×  (αφού ο B  είναι 
πίνακας 3 2× ). Εχουµε λοιπόν 
 

2 3 0 1 7 4
2 3 2 3

2 8 1 5 0 9
TA B

−   
− = −   − −   

 

 
4 6 0 3 21 12 4 3 6 21 0 12
4 16 2 15 0 27 4 15 16 0 2 27

− − + − − +     
= + =     − − − − − − + − −     
 

1 15 12
19 16 29

− 
=  − − 

. 

 
• Η παράσταση A B⋅  ορίζεται διότι ο A  είναι πίνακας 2 3×  και ο B  
είναι πίνακας 3 2× , δηλαδή το πλήθος των στηλών του A  ισούται 
µε το πλήθος των γραµµών του B . Εχουµε λοιπόν 

 
1 5

2 3 0
7 0

2 8 1
4 9

A B
 

   ⋅ = ⋅   − −   − 
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( )

( ) ( ) ( )
2 1 3 7 0 4 2 5 3 0 0 9

2 1 8 7 1 4 2 5 8 0 1 9
 ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ 

=  − ⋅ + ⋅ + − ⋅ − − ⋅ + ⋅ + − ⋅ 
 

 

        
2 21 0 10 0 0 23 10
2 56 4 10 0 9 58 19
+ + + +   

= =   − + + − + − −   
. 

 
• Η παράσταση 2TC A B+ ⋅  δεν έχει νόηµα διότι η πρόσθεση πινάκων 
ορίζεται υπό την προϋπόθεση ότι όλοι οι προσθετέοι έχουν τις ίδιες 
διαστάσεις. Παρατηρούµε ότι ο TC  είναι πίνακας 3 3×  (αφού ο C  είναι 
πίνακας 3 3× ) ενώ όπως είδαµε παραπάνω το γινόµενο A B⋅  είναι 
πίνακας 2 2× , άρα  και ο 2A B⋅  είναι επίσης πίνακας 2 2× . Εποµένως 
το άθροισµα 2TC A B+ ⋅  δεν ορίζεται. 
 

• Η παράσταση B A⋅  ορίζεται διότι ο B  είναι πίνακας 3 2×  ενώ ο A  
είναι πίνακας 2 3× , δηλαδή το πλήθος των στηλών του B  ισούται µε το 
πλήθος των γραµµών του A . Εχουµε λοιπόν 
 

1 5
2 3 0

7 0
2 8 1

4 9
B A

 
  ⋅ = ⋅    − −  − 

 

 

           

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 5 2 1 3 5 8 1 0 5 1
7 2 0 2 7 3 0 8 7 0 0 1
4 2 9 2 4 3 9 8 4 0 9 1

⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − 
 = ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − 
 − ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − 

 

 

           

2 10 3 40 0 5 8 43 5
14 0 21 0 0 0 14 21 0
8 18 12 72 0 9 26 60 9

− + − − −   
   = + + − =   
   − − − + − − − −   

. 

 
Παρατηρήστε ότι A B B A⋅ ≠ ⋅ . 
 
• Η παράσταση ( )3 TC A B+ ⋅  δεν έχει νόηµα διότι η πρόσθεση 
πινάκων ορίζεται υπό την προϋπόθεση ότι όλοι οι προσθετέοι έχουν τις 
ίδιες διαστάσεις. Παρατηρούµε ότι ο C  είναι πίνακας 3 3×  (άρα και ο 
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3C  είναι επίσης πίνακας 3 3× ) ενώ όπως είδαµε παραπάνω το γινόµενο 
A B⋅  είναι πίνακας 2 2× , άρα  και ο ( )TA B⋅  είναι επίσης πίνακας 

2 2× . Εποµένως το άθροισµα ( )3 TC A B+ ⋅  δεν ορίζεται.    � 
 
2. Να βρεθούν όλοι οι πίνακες ( )ijX X=  µε στοιχεία ijX ∈\  έτσι 

ώστε A X X A⋅ = ⋅ , όπου 
1 1
2 4

A
− 

=  
 

. 

 
Λύση: Είναι εύκολο να δούµε ότι για να ορίζονται τα γινόµενα 

,A X X A⋅ ⋅  θα πρέπει ο ( )ijX X=  να είναι πίνακας 2 2× . Τότε 
έχουµε: 
 

11 12 11 12

21 22 21 22

1 1 1 1
2 4 2 4

X X X X
A X X A

X X X X
− −      

⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅      
      

 

 

11 21 12 22 11 12 11 12

11 21 12 22 21 22 21 22

2 4
2 4 2 4 2 4

X X X X X X X X
X X X X X X X X

− − + − +   
⇔ =   + + + − +   

 

 

11 21 11 12 21 12

12 22 11 12 11 22 12

11 21 21 22 11 21 22

12 22 21 22 12 21

2 2
4 3

2 4 2 2 3 2
2 4 4 2

X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X

X X X X X X

− = + − = 
 − = − + − = ⇔ ⇔ + = + + = 
 + = − + = − 

 

 

( )

21 12 21 12
21 12

11 22 12 11 22 12
11 22 12

11 12 22 11 12 22

2 2
2

3 3
3

2 3 2 2 3

X X X X
X X

X X X X X X
X X X

X X X X X X

− = − = 
− = ⇔ − = ⇔ − = ⇔   − = + ⋅ − = − =

 
Eστω 12X a=  και 11X b= , ,a b ∈\ . Τότε 21 2X a= −  και 

22 3X b a= − . Συνεπώς: 
   

                       11 12

21 22

,  ,
2 3

X X b a
X a b

X X a b a
   

= = ∈   − −  
\ .               � 
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3. Εστω A  είναι τετραγωνικός πίνακας n n×  τέτοιος ώστε  
 

3 23 3 2 nA A A I− ⋅ + ⋅ − ⋅ = 0 . 
 
∆είξτε ότι ο A  είναι αντιστρέψιµος και υπολογίστε τον αντίστροφό του. 
Επίσης δείξτε ότι ο nA k I− ⋅ , k ∈\  είναι αντιστρέψιµος για κάθε 

2k ≠ . 
 
Λύση:  Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει τετραγωνικός πίνακας B  τέτοιος 
ώστε A B I⋅ = . Aπό τη σχέση 3 23 3 2 nA A A I− + − = 0  έχουµε: 
 

( )3 2 3 213 3 2 3 3
2n nA A A I A A A I− + − = ⇔ − + =0  

 

                                           
2 3 3

2
n

n
A A IA I

 − +
⇔ ⋅ = 

 
. 

 

Aρα ο A  είναι αντιστρέψιµος και 
2

1 3 3
2

nA A IA− − +
= .   

 
Εστω τώρα nC A k I= − ⋅ . Τότε nA C k I= + ⋅  και αντικαθιστώντας 

στην 3 23 3 2 nA A A I− + − = 0  παίρνουµε: 
 

( ) ( ) ( )3 23 3 2n n n nC k I C k I C k I I+ ⋅ − + ⋅ + + ⋅ − = 0  
 

( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 23 3 3 2 3 2n n n nC k C kC k I C kC k I C kI I⇔ + + + − + + + + − = 0
 

( ) ( ) ( )3 2 2 3 23 1 3 6 3 3 3 2 nC k C k k C k k k I⇔ + − + − + = − − + − .      (2) 
 
Eπειδή ( )( )3 2 23 3 2 2 1k k k k k k− + − = − − +  έχουµε  
 

( )( )3 2 23 3 2 2 1 0k k k k k k− + − = − − + ≠  για κάθε 2k ≠ .  
 
Τότε για κάθε 2k ≠  η (2) γράφεται ως  
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( ) ( )( ) ( )2 2 3 23 1 3 6 3 3 3 2n nC C k C k k I k k k I⋅ + − + − + = − − + −  

 
και διαιρώντας και τα δύο µέλη µε το µη µηδενικό αριθµό 

( )3 23 3 2k k k− − + −  προκύπτει το ζητούµενο.                                      � 
 

4. Αν 
0 1
1 0

A  
=  − 

 υπολογίστε τον πίνακα nA . 

 

Λύση: Εχουµε: 2
2

0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1

A I
−    

= = = −    − − −    
 

 
                           3 2

2A A A I A A= ⋅ = − ⋅ = − ,  
 
                          ( ) ( )4 2 2

2 2 2A A A I I I= ⋅ = − ⋅ − = . 
Aρα: 

                            

2

2

, 4
, 4 1

 ,   
, 4 2
, 4 3

n

I n k
A n k

A k
I n k
A n k

=
 = += ∈− = +
− = +

` .                               � 

 
5. Αν ,A B  είναι τετραγωνικοί m m×  πίνακες και αν mA B B A I⋅ − ⋅ =  
δείξτε ότι 

1 1 ( 1) ,  0,1,....n n nA B B A n A n+ +⋅ − ⋅ = + =  
 
Λύση: Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο επαγωγής. Για n=0 έχουµε:  
 

0
mA B B A A I⋅ − ⋅ = =  που ισχύει λόγω υπόθεσης. 

 
Eστω ότι η πρόταση ισχύει για n k= , 1 1 ( 1) .k k kA B B A k A+ +⋅ − ⋅ = +  
 
Θα δείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για 1n k= + . Πολ/ζουµε και τα δύο 
µέλη της ισότητας 1 1 ( 1)k k kA B B A k A+ +⋅ − ⋅ = +  µε A  και έχουµε 
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( )1 1 1 1 1( 1) ( 1)k k k k k kA B B A k A A A B B A k A+ + + + +⋅ − ⋅ = + ⇒ ⋅ ⋅ − ⋅ = +
 

( ) ( )2 1 1 2 1 1( 1) ( 1)k k k k k kA B A BA k A A B AB A k A+ + + + + +⇒ − = + ⇒ − = +
 

( )2 1 1( 1)k k k
mA B BA I A k A+ + +⇒ − + = +  (λόγω της mAB BA I− = ) 

 
2 2 1 1 2 2 1( 1) ( 2)k k k k k k k

mA B BA I A k A A B BA k A+ + + + + + +⇒ − − = + ⇒ − = +
 
Aρα η πρόταση ισχύει για 1n k= +  και συνεπώς ισχύει για κάθε n .     � 
 
6. Εστω , ,A B Γ  είναι τετραγωνικοί m m×  πίνακες. Αν ο A  είναι 
αντιστρέψιµος και A B= + Γ  δείξτε ότι 1 1BA A B− −Γ = Γ . 
 
Λύση: Εφόσον ο A  είναι αντιστρέψιµος υπάρχει ο αντίστροφός του 

1A− . Τότε:  
 

( ) ( ) ( )( )1 1 1
mBA A A A B I A A B− − −Γ = − Γ − = − Γ −  

 
            1 1 1A B A B A B A B− − −= − − Γ + Γ = + Γ = Γ0 .                           � 
 
7. Αν A  είναι πραγµατικός συµµετρικός n n×  πίνακας και B  είναι 
n m×  πίνακας δείξτε ότι ο πίνακας TB AB  είναι συµµετρικός. 
 

Λύση: ( ) ( )T TT T T T T T TB AB B A B B A B B AB= = = .                        � 
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Aλυτες ασκήσεις 
 

1.1. Εστω 
2
1

A  
=  

 
, ( )1B i= − , 

2 1
3 0

C  
=  − 

. Υπολογίστε τις 

παραστάσεις  ( ) ( )( )2 *
1,  2 3 ,  ,  T TA B C AB BA I A B A B+ − + + + . 

                                      

                                     Απάντ. 
3

,
1 i

 
 − 

 
8 6 8 12
12 3 3 6

i i
i i

− + + 
 − + + 

, 3 i− , 11.  

 

1.2. Αν 
1 1
0 1

A
 

=  
 

 υπολογίστε τον πίνακα nA . Απάντ. 
1
0 1

n n
A

 
=  

 
 

 
1.3. Υπολογίστε όλους τους πραγµατικούς 2 2×  πίνακες A  που 
ικανοποιούν την εξίσωση   2A = 0 . 
 

                 Απάντ. 
0 0

0
A

x
 

=  
 

 ή 
0
0 0

x
A

 
=  

 
 ή 2 /

x y
A

x y x
 

=  − − 
. 

 
1.4. Aν A  είναι τετραγωνικός πίνακας έτσι ώστε 2 4 3A A I= −  δείξτε 
ότι ο A  είναι αντιστρέψιµος και υπολογίστε τον αντίστροφό του. Στη 

συνέχεια δείξτε ότι 
3 1 3 3 ,  

2 2

n n
nA A I n− −

= + ∈` . 

                                                                                Απάντ. 1 4
3

I AA− −
= . 

 
1.5. Εστω ( ), nA B M F∈  είναι αντιστρέψιµοι και υπάρχει ο 

( ) 1A B −+ . Υπολογίστε τον ( ) 11 1A B
−− −+ .     Απάντ. ( ) 1B A B A−⋅ + ⋅   

 
1.6. ∆είξτε ότι το γινόµενο άνω (κάτω) τριγωνικών πινάκων είναι άνω 
(κάτω) τριγωνικός πίνακας. 
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1.7. Υπολογίστε τον πίνακα 

1/ 3 1/ 3

1/ 6 1/ 6

1/ 2 1/ 2

x

A y

z

 
 

=  
  − 

 ώστε ο A  να 

είναι ορθοµοναδιαίος.              Aπάντ. 1/ 3,  2 / 3,  0x y z= = − = .  
 
1.8. Εστω ( ), nA B M F∈ . ∆είξτε ότι: 
 

• Ο πίνακας TAA  είναι συµµετρικός. 
 
• Αν ,A B  είναι αντισυµµετρικοί τότε ο πίνακας A B B A⋅ − ⋅  είναι 

επίσης αντισυµµετρικός. 
 

• Αν ,A B  είναι συµµετρικοί, τότε το γινόµενο A B⋅  είναι 
συµµετρικός πίνακας αν και µόνον αν A B B A⋅ = ⋅ . 

 
1.9. Εστω ( )nA M F∈  τέτοιος ώστε kA = 0 . ∆είξτε ότι ο πίνακας 
I A+  είναι αντιστρέψιµoς και υπολογίστε τον αντίστροφό του.        
 
                                                 Απάντ. 1 1 2 ... ( 1)k k k

nA A A I− − −= − + + −   
 
Υπόδειξη: Xρησιµοποιείστε την ταυτότητα 
  

( ) ( )( )1 21 1 ... 1 kk k kx x x x− −+ = + − + + − . 

 
1.10. Αν ,A B  είναι τετραγωνικοί πίνακες δείξτε ότι 
 

(α) ( )( )2 2A B A B A B A B B A− = + − ⇔ ⋅ = ⋅ , 
 

                     (β) ( )2 2 22A B A A B B A B B A+ = + ⋅ + ⇔ ⋅ = ⋅ . 
 

1.11. Να δείξετε ότι ο 
3 5
3 5

A
 

=  − − 
 δεν έχει αντίστροφο πίνακα. 
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1.12. Υπολογίστε τον αντίστροφο του πίνακα 
4 6
2 1

A
 

=  
 

. 

                                                                      Απάντ. 1 1/8 3/ 4
1/ 4 1/ 2

A− − 
=  − 

. 

 
1.13. ∆είξτε την προσεταιριστική ιδιότητα ( ) ( )A B C A B C⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . 
 
1.14. Αν ,A B  είναι τετραγωνικοί πίνακες δείξτε ότι 
 

(α) ( ) 11A A
−− = , (β) ( ) 1 1 1A B B A− − −⋅ = ⋅ . 

 
1.15. Αν ,A B  είναι τετραγωνικοί πίνακες έτσι ώστε A B B A⋅ = ⋅  
δείξτε ότι 
 
(α) 1 1 1 1A B B A− − − −⋅ = ⋅ , (β) 1 1B A A B− −⋅ = ⋅ , (γ) 1 1A B B A− −⋅ = ⋅ . 

 
1.16. Αν A  είναι τετραγωνικός πίνακας έτσι ώστε 2A A=  δείξτε ότι 

kA A= , k ∈` . 
 
1.17. Αν ,A B  είναι τετραγωνικοί πίνακες δείξτε ότι 
 

 (α) ( )T T TA B A B+ = + , (β) ( )T T TA B B A⋅ = ⋅ , 
 
                      (γ) ( )* * *A B A B+ = + , (δ) ( )* * *A B B A⋅ = ⋅ . 
 
1.18. Αν A  είναι συµµετρικός πίνακας δείξτε ότι ο TA A+  είναι 
συµµετρικός ενώ ο TA A−  είναι αντισυµµετρικός. Στη συνέχεια δείξτε 
ότι ο A µπορεί πάντα να γραφεί ως άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός 
αντισυµµετρικού πίνακα. 
 
1.19. ∆είξτε ότι ( ) ( )2

n n nA I I A I A= ⇔ − ⋅ + = 0 . 
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ΚEΦΑΛΑΙΟ 2   
 

Γραµµικά Συστήµατα  
 
Στο Κεφάλαιο αυτό θα αναπτύξουµε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss 
που χρησιµοποιείται ευρύτατα για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων. 
 
2.1. Αναγωγή πίνακα σε κλιµακωτό. Απαλοιφή Gauss. Tάξη πίνακα. 
 
Εστω ( )ijA A=  είναι ένας m n×  πίνακας µε στοιχεία ijA F∈ . Στο 
εξής θα συµβολίζουµε µε  

{ }: 1,...,i ijA A j n= =  
 
την i -γραµµή του πίνακα A . 
 
Κάθε µία από τις ακόλουθες διαδικασίες καλείται στοιχειώδης πράξη 
στις γραµµές του πίνακα A : 
 

• Αντιµετάθεση της γραµµής iA  µε τη γραµµή jA , συµβολικά  

i jA A↔ . 
 
• Αντικατάσταση της γραµµής iA  µε τη γραµµή ,  ikA k F∈ , 

0k ≠ , συµβολικά i iA kA→  . 
 

• Αντικατάσταση της γραµµής iA  µε τη γραµµή i jA kA+  για 

κάποιο k F∈ , συµβολικά i i jA A kA→ + . 
 
Ορισµός 2.1 Ένας πίνακας ( )m nA M F×∈  µε στοιχεία από το σώµα F  
( F = \  ή F = ^ ) καλείται  κλιµακωτός κατά γραµµές αν έχει τις 
ακόλουθες ιδιότητες: 
 

• Σε κάθε γραµµή το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο εξ αριστερών είναι 
το 1. To στοιχείο αυτό καλείται καθοδηγητική µονάδα. 

  
• Tο πρώτο 1 σε κάθε µη µηδενική γραµµή βρίσκεται πάντα εκ δεξιών 
του πρώτου 1 της προηγούµενης γραµµής.  
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• Ολες οι µηδενικές γραµµές (αν υπάρχουν) βρίσκονται κάτω από 
όλες τις µη µηδενικές γραµµές. 

 
Ορισµός 2.2 Θα λέµε ότι ένας κλιµακωτός πίνακας είναι σε ελαττωµένη 
κλιµακωτή µορφή γραµµών αν το πρώτο 1 σε κάθε γραµµή είναι το 
µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο της στήλης που το περιέχει.  
 
Για παράδειγµα οι πίνακες    
 

0 1 3 0 1
1 0 0 0

0 0 1 0 9
0 0 1 0 ,

0 0 0 1 9
0 0 0 1

0 0 0 0 0

A B

 
   
   = =       

 

 

 
είναι κλιµακωτοί κατά γραµµές και επιπρόσθετα ο A  είναι σε 
ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. 
 
Περιγράφουµε τώρα τον αλγόριθµο του Gauss που µετατρέπει έναν 
m n×  πίνακα A  σε κλιµακωτή µορφή γραµµών.  
 

• Βήµα 1:  
 
(a) Επιλέγουµε την πρώτη µη µηδενική στήλη του A , έστω στη θέση 

0j . Από τα µη µηδενικά στοιχεία της στήλης 0j  επιλέγουµε αυτό που 
βρίσκεται στη µικρότερη γραµµή, έστω 

0 0,i jA . Τότε αντιµεταθέτουµε 
την 1η γραµµή µε την 0i -γραµµή: 

01 iA A↔ .  
 
(b) Αντικαθιστούµε την 1η γραµµή που προέκυψε µετά το (a) µε τη 
γραµµή 1

11 1A A− ⋅ . ∆ηλαδή: 1
1 11 1A A A−→ ⋅ .  

 
(c) Αντικαθιστούµε όλες τις υπόλοιπες γραµµές ,  2,...,iA i m=  του 
πίνακα A  µε τις γραµµές 1 1i i iA A A A→ − ⋅ . Μετά το πέρας του 
βήµατος 3 έχουµε καταλήξει σ’ έναν n n×   πίνακα (1)A  του οποίου η 

1η στήλη είναι η 

1

1
0

0
m×

 
 
 
 
 
 

#

. 

 
• Βήµα 2: Εστω i1A  είναι ο ( ) ( )1 1m n− × −  πίνακας που 

προκύπτει µε διαγραφή της 1ης γραµµής και της 1η στήλης του 
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πίνακα (1)A  που προέκυψε στο βήµα 1. Επαναλαµβάνουµε τα (a)-
(c) του βήµατας 1 για τον πίνακα i1A  ώστε να προκύψει πίνακας 

(2)A  του οποίου η 1η στήλη να είναι η 

( )1 1

1
0

0
m× −

 
 
 
 
 
 

#
. Τότε η 2η στήλη 

του αρχικού πίνακα µετασχηµατίσθηκε στη στήλη 

(1)
12

1

1
0

0
m

A

×

 
 
 
 
 
 
 
 

#

.   

 
• Βήµα 3: Εστω  2A�  να είναι ο ( ) ( )2 2m n− × −  πίνακας που 

προκύπτει µε διαγραφή της 1ης γραµµής και της 1η στήλης του 
πίνακα (2)A .  επαναλαµβάνουµε τα (a)-(c) και συνεχίζουµε µε τον 
ίδιο τρόπο. 

   
Ορισµός 2.3 Εστω ( )m nA M F×∈ . Καλούµε τάξη ή βαθµό του πίνακα A , 
συµβολικά ( )rank A  το πλήθος όλων των καθοδηγητικών µονάδων στην 
κλιµακωτή µορφή γραµµών του A . 
 
Παρατηρήσεις: (α) Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει άµεσα ότι η 
τάξη ενός m n×  πίνακα A  ικανοποιεί τη σχέση  
 

( ) { }min ,rank A m n≤ . 
 
(β) Η τάξη πίνακα A  είναι φυσικός αριθµός καλά ορισµένος. Πράγµατι 
αποδεικνύεται ότι αν ( )m nA M F×∈  και ( ), m nB C M F×∈  είναι δύο πίνακες 
σε κλιµακωτή µορφή γραµµών οι οποίοι προκύπτουν από τον A  µε 
χρήση διαφορετικών στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών, τότε το 
πλήθος όλων των καθοδηγητικών µονάδων στην κλιµακωτή µορφή του 
A  είναι το ίδιο είτε η κλιµακωτή µορφή του A  ταυτίζεται µε τον πίνακα 
B  είτε µε τον πίνακα C . 
 
Θεώρηµα 2.1 Εστω A  είναι ένας τετραγωνικός n n×  πίνακας. Τότε ο A  
είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν ισχύει ( )rank A n= . 
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2.2. Επίλυση γραµµικών συστηµάτων µε επαυξηµένο πίνακα. 
 
Ορισµός 2.4 (γραµµικά συστήµατα) Καλούµε γραµµικό σύστηµα m  
εξισώσεων µε nαγνώστους κάθε σύστηµα της µορφής 
  

                      
11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

...
,  ,  

...

n n

ij i

m m mn n m

A x A x A x B
A B

A x A x A x B

+ + + =
 ∈ ∈
 + + + =

# \ \ .               (1) 

 
Το παραπάνω σύστηµα (1) µπορεί να γραφεί υπό τη µορφή πινάκων ως  
 

A X B⋅ = , 
όπου  ο m n×  πίνακας  

11 1

1

n

m mn

A A
A

A A

 
 =  
 
 

"
# % #

…
 

 
καλείται πίνακας των συντελεστών των αγνώστων 1,..., nx x , ο πίνακας  
 

1

m

B
B

B

 
 =  
 
 

#  

 
καλείται πίνακας στήλη των σταθερών όρων, ενώ ο  πίνακας  
 

1

n

x
X

x

 
 =  
 
 

#  

 
καλείται πίνακας στήλη των αγνώστων. Ο ( )1m n× +  πίνακας  
 

[ ]

11 1 1

21 2 2

1

|
|

,
|
|

n

n

m mn m

A A B
A A B

A B

A A B

 
 
 =
 
 
 

"
"

# % # #
"
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καλείται επαυξηµένος (ή επεκτεταµένος) πίνακας του συστήµατος. Αν 
ένα γραµµικό σύστηµα m  εξισώσεων µε n  αγνώστους έχει τουλάχιστον 
µία λύση τότε λέµε ότι το σύστηµα είναι συµβιβαστό ενώ αν δεν έχει καµία 
λύση τότε λέµε ότι είναι ασυµβίβαστο (ή αδύνατο). Αν ένα συµβιβαστό 
σύστηµα έχει άπειρες λύσεις τότε καλείται αόριστο. Στην ειδική περίπτωση 
κατά την οποία όλοι οι σταθεροί όροι του γραµµικού συστήµατος 
εξισώσεων (1) είναι ίσοι µε το µηδέν, δηλαδή  1 ... 0mB B= = =  τότε λέµε 
ότι το γραµµικό σύστηµα είναι οµογενές. 
 
Θεώρηµα 2.2 Εστω A X B⋅ =  είναι ένα γραµµικό σύστηµα m  εξισώσεων 
µε n  αγνώστους όπως παραπάνω. Αν [ ],A B  είναι ο επαυξηµένος πίνακας 
του συστήµατος και αν [ ],A B′ ′  είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον 
[ ],A B  µετά από οποιονδήποτε στοιχειώδη µετασχηµατισµό γραµµών, τότε 
το σύστηµα A X B′ ′⋅ =  έχει το ίδιο σύνολο λύσεων µε το αρχικό σύστηµα 
A X B⋅ = .  
 
Σηµείωση: To Θεώρηµα 2.2 είναι πολύ σηµαντικό διότι µας επιτρέπει 
να εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο απαλοιφής του Gauss στον επαυξηµένο 
πίνακα [ ],A B  ώστε να µετασχηµατισθεί σ’ έναν πίνακα [ ],A B′ ′  σε 
κλιµακωτή µορφή γραµµών χωρίς να επηρεασθούν οι λύσεις του αρχικού 
συστήµατος. Αν κατά την πορεία µετασχηµατισµού του πίνακα [ ],A B  

βρούµε µία γραµµή της µορφής  
 

( )0 0 | c"  
 

για κάποιο 0c ≠ , τότε το σύστηµα µας είναι αδύνατο. Αυτό συµβαίνει 
διότι µέσω των στοιχειωδών µετασχηµατισµών που κάναµε κάποια από 
τις m  εξισώσεις του αρχικού συστήµατος πήρε τη µορφή   
 

( )0   0c c= ≠  
 
η οποία είναι αδύνατη άρα και το σύστηµά µας είναι αδύνατο. Αν κατά 
την πορεία µετασχηµατισµού του πίνακα [ ],A B  βρούµε µία γραµµή της 
µορφής  

( )0 0 | 0" , 
 
τότε µέσω των στοιχειωδών µετασχηµατισµών που κάναµε κάποια από 
τις m  εξισώσεις του αρχικού συστήµατος πήρε τη µορφή   

 
0 0= , 
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η οποία ισχύει πάντα. Αρα κάποια εξίσωση «περισσεύει». Για το σύνολο 
λύσεων ενός γραµµικού συστήµατος ισχύουν τα ακόλουθα: 
 
Θεώρηµα 2.3 Έστω ένα γραµµικό σύστηµα m  εξισώσεων µε n  
αγνώστους της µορφής A X B⋅ = . Τότε:  
 
• Aν ( ) ( )[ , ]rank A B rank A≠  τότε το σύστηµα είναι αδύνατο.  
 
• Αν ( ) ( )[ , ]rank A B rank A=  τότε το σύστηµα έχει λύσεις. Eπιπλέον: 
 

• το σύστηµα έχει µοναδική λύση aν ( ) ( )[ , ]rank A B rank A n= = . 
 

•   το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις aν ( ) ( )[ , ]rank A B rank A n= < . 
 
Ειδικά αν το σύστηµα είναι οµογενές, δηλαδή A X⋅ = O , τότε προφανώς 

( ) ( )[ , ]rank A B rank A= , άρα έχει πάντοτε λύσεις. Αυτό είναι και 
διαισθητικά αληθές αφού µια προφανής λύση ενός οµογενούς 
συστήµατος είναι η µηδενική. Ετσι το παραπάνω Θεώρηµα γίνεται:  
 
Θεώρηµα 2.4 Ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα m εξισώσεων και n 
αγνώστων της µορφής A X⋅ = O  έχει πάντοτε µία λύση (τη µηδενική).  
 

• Aν ( )rank A n=  τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση (τη µηδενική). 
 
•  Αν ( )rank A n<  τότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 

 
Σηµείωση: Συνέπεια του Θεωρήµατος 2.4 και του γεγονότος 

{ }( ) min ,rank A m n=  είναι ότι αν m n< , δηλαδή αν ο αριθµός 
εξισώσεων είναι µικρότερος του αριθµού των αγνώστων τότε ένα 
οµογενές γραµµικό σύστηµα A X⋅ = O  έχει πάντα άπειρες λύσεις. 
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Λυµένες ασκήσεις 
 

1. Να βρεθούν όλες οι λύσεις του οµογενούς συστήµατος 
  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3 0
2 2 2 0

2 4 2 3 0

x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =
 + − + =
 + − + =

. 

 
Λύση: To σύστηµα γράφεται υπό µορφή πινάκων ως  
 

1

2

3

4

1 2 4 3 0
1 2 2 2 0
2 4 2 3 0

x
x
x
x

 
−    

    − ⋅ =       −      
 

. 

 
Θα εργασθούµε µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss για τον επαυξηµένο 
πίνακα  

[ ]
1 2 4 3 | 0

| 1 2 2 2 | 0
2 4 2 3 | 0

A B
− 

 = − 
 − 

 .  

Eχουµε: 
 

[ ]
2 2 1

3 3 12

1 2 4 3 | 0 1 2 4 3 | 0
, 1 2 2 2 | 0 0 0 2 1 | 0

2 4 2 3 | 0 0 0 6 3 | 0

A A A

A A A
A B

→ −

→ −

− −   
   = − −   
   − −   

∼   

 
                                     

3 2 32 2 6/ 2
1 2 4 3 | 01 2 4 3 | 0

0 0 1 1/ 2 | 0 0 0 1 1/ 2 | 0
0 0 6 3 | 0 0 0 0 0 | 0

A A AA A →− +→

 −−    − −     −     

∼ ∼ . 

 
Aρα: 
 

1 2 3 4 1 2 4 4 1 2 4

3 4 3 4 3 4

2 4 3 0 2 4 / 2 3 2
/ 2 0 / 2 / 2

x x x x x x x x x x x
x x x x x x

+ − + = = − + ⋅ − = − −  
⇒ ⇒  − = = =  

. 
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Θέτουµε 2 4,  ,    ,x c x d c d= = ∈\ . Τότε το σύνολο λύσεων του 
συστήµατος είναι: 
 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , , 2 , , / 2, 2 , ,0,0 ,0, / 2,x x x x c d c d d c c d d d= − − = − + −  
 
                     ( ) ( )2,1,0,0 1,0,1/ 2,1 ,   ,c d c d= − + − ∈\ .                             � 
 
 
 
 
2. Να βρεθούν οι τιµές του a ∈\  για τις οποίες το σύστηµα  
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3
0

3
4 2

x x x
x x x
x x x a

x x x a

+ + =
 − − =
− + + =
 + − =

 

 
είναι συµβιβαστό. 
 
Λύση: Aπό το Θεώρηµα 2.3 για να είναι το σύστηµα συµβιβαστό πρέπει 
και αρκεί [ ]( ) ( ),rank A B rank A= . Εχουµε λοιπόν: 
 

[ ]
2 2 1

3 3 1
44 4 1
3

1 1 1 | 3 1 1 1 | 3
1 1 1 | 0 0 2 2 | 3

,
3 1 1 | 0 4 4 | 9

4 1 2 | 0 3 6 | 12
A A A

A A A

A A A
A B

a a
a a

→ −

→ −

→ +

   
   − − − − −   =
   − +
   − − − − +   

∼  

 

3 3 22 2

4 4 2

4/ 2

3

1 1 1 | 3 1 1 1 | 3
0 1 1 | 3/ 2 0 1 1 | 3/ 2
0 4 4 | 9 0 0 0 | 3
0 3 6 | 12 0 0 3 | 15/ 2

A A AA A

A A Aa a
a a

→ −→−

→ +

   
   
   
   + +
   − − − + − − +   

∼ ∼ . (2) 

 

3 4 3 3 / 3

1 1 1 | 3 1 1 1 | 3
0 1 1 | 3/ 2 0 1 1 | 3/ 2
0 0 3 | 15/ 2 0 0 1 | 5/ 2 /3
0 0 0 | 3 0 0 0 | 3

A A A A

a a
a a

↔ →−

   
   
   
   − − + −
   + +   

∼ ∼  
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Αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε να έχει το σύστηµα λύση είναι    
 

[ ]( ) ( ),rank A B rank A= ⇔ 3 0 3a a+ = ⇔ = − . 
 

3. Να επιλυθεί το σύστηµα  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1
2
3 2 0

x x x
x x x a

x x x

− − =
 + − =
 − + =

 για τις διάφορες τιµές της 

παραµέτρου a ∈R .  
 
Λύση: Σχηµατίζουµε τον επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος και 
εφαρµόζουµε τη µέθοδο Gauss: 
 

[ ]
2 2 1

3 3 1

2

3

1 2 1 | 1 1 2 1 | 1
, 2 1 1 | ~ 0 5 1 | 2

3 1 2 | 0 0 5 5 | 3

A A A

A A A
A B a a

→ −

→ −

− − − −   
   = − − +   
   − −   

 

 

3 3 22 2 5/ 5
1 2 1 | 1 1 2 1 | 1

~ 0 1 1/5 | ( 2) /5 ~ 0 1 1/5 | ( 2) /5
0 5 5 | 3 0 0 4 | ( 1)

A A AA A

a a
a

→ −→
− − − −   

   − −   
   − − +   

 

 

3 3 / 4
1 2 1 | 1

~ 0 1 1/5 | ( 2) /5
0 0 1 | ( 1) / 4

A A

a
a

→
− − 

 − 
 − + 

. 

 
Aρα έχουµε µοναδική λύση που προκύπτει άµεσα από τον τελευταία 
πίνακα ως εξής: 
 

1 2 3 1

2 3 2

3 3

2 1 (5 1) / 20
/5 ( 2) /5 ... (5 7) / 20

( 1) / 4 (1 ) / 4

x x x x a
x x a x a

x a x a

− − = = + 
 + = − ⇒ ⇒ = − 
 = − + = − + 

. 

 
4. Να εξεταστεί για ποιες τιµές των ,a b∈R  το σύστηµα  
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
2

2

x x ax
x x x b

x x x a

+ + =
− − + =
 − + =
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έχει (a) µοναδική λύση, (b) άπειρες λύσεις, (c) καµιά λύση. 
 
Λύση: Εχουµε: 
 

[ ]
2 2 1

3 3 1

2
1 1 | 1 1 1 | 1

, 2 1 1 | ~ 0 1 2 1 | 2
1 1 2 | 0 2 2 | 1

A A A

A A A

a a
A B b a b

a a a

→ +

→ −

   
   = − − + +   
   − − − + −   

 

 

3 3 22
1 1 | 1

~ 0 1 2 1 | 2
0 0 3 4 | 2 3

A A A
a

a b
a a b

→ +
 
 + + 
 + + + 

.                                                  (3) 

 
1η περίπτωση: Eστω 3 4 0 4/3a a+ ≠ ⇔ ≠ − . Τότε  
 

[ ]
( )3 3 / 3 4

1 1 | 1
, ~ 0 1 2 1 | 2

0 0 1 | ( 2 3) /(3 4)

A A a
a

A B a b
a b a

→ +
 
 + + 
 + + + 

 

 
οπότε παίρνουµε µε προς τα πίσω αντικατάσταση 
 

2
1

2
2

3

( 2 1) /(3 4)
( 2 2 5) /(3 4)

( 2 3) /(3 4)

x a ab b a a
x a ab b a a

x a b a

 = − − + − +
 = − − + − + +
 = + + +

. 

 
Αρα για κάθε 4 /3a ≠ −  και για κάθε b∈\  το σύστηµα έχει την ανωτέρω 
µοναδική λύση. 
 
2η περίπτωση: Eστω 3 4 0 4/3a a+ = ⇔ = − . Τότε η (3) γίνεται 
 

                               
1 1 4 /3 | 1

[ , ] 0 1 5/3 | 2
0 0 0 | 2 5/3

A B b
b

− 
 − + 
 + 

∼ .                     (4) 

 
• Eστω 5 /3 2 0 5/ 6b b+ ≠ ⇔ ≠ − . Τότε το σύστηµα είναι αδύνατο διότι 

ο επαυξηµένος πίνακας έχει γραµµή της µορφής ( )0 0 | c"  για 
κάποιο 0c ≠ . 
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•  Eστω 5 /3 2 0 5/ 6b b+ = ⇔ = − . Τότε το σύστηµα (4) γίνεται: 
 

1 1 4 /3 | 1
[ , ] 0 1 5/3 | 7 / 6 .

0 0 0 | 0
A B

− 
 − 
 
 

∼  

 
Aρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις διότι 
 

[ ]( ) ( ), 2 3rank A B rank A n= = < = . 
Τελικά: 

                          
4 /3,  µοναδικη λυση

4/3,  5/ 6,   αδυνατη
4/3,  5/ 6 απειρες λυσεις

a b
a b
a b

≠ − ∈
 = − ≠ −
 = − = −

� �\
�

� �
.                          � 

 
5. Να υπολογισθεί ο αντίστροφος του πίνακα  
 

0 1 2
2 1 3
3 1 0

A
− 

 =  
 − 

. 

 
Λύση: Θεωρούµε τον πίνακα  
 

[ ]3

0 1 2 | 1 0 0
, 2 1 3 | 0 1 0

3 1 0 | 0 0 1
A I

− 
 =  
 − 

. 

 
Θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Gauss ώστε να µετασχηµατίσουµε τον 
πίνακα [ ]3,A I  στη µορφή [ ]3,I B . Τότε 1B A−= . Εχουµε: 
 

[ ]
2 1

3

0 1 2 | 1 0 0 2 1 3 | 0 1 0
, 2 1 3 | 0 1 0 0 1 2 | 1 0 0

3 1 0 | 0 0 1 3 1 0 | 0 0 1
~

A A

A I
↔

−   
   = −   
   − −   
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3 3 11 1 3/ 2
1 1/ 2 3/ 2 | 0 1/ 2 0 1 1/ 2 3/ 2 | 0 1/ 2 0
0 1 2 | 1 0 0 0 1 2 | 1 0 0
3 1 0 | 0 0 1 0 5/ 2 9 / 2 | 0 3/ 2 1

~ ~
A A AA A → +↔

   
   − −   
   −   

 

3 31 1 2

3 3 2

2 /19/ 2

5 / 2

1 0 5/ 2 | 1/ 2 1/ 2 0 1 0 5/ 2 | 1/ 2 1/ 2 0
0 1 2 | 1 0 0 0 1 2 | 1 0 0
0 0 19/ 2 | 5/ 2 3/ 2 1 0 0 1 | 5/19 3/19 2 /19

~ ~
A AA A A

A A A

↔→ −

→ −

− −   
   − −   
   − −   

 

1 1 3

2 2 3

5 / 2

2

1 0 0 | 3/19 2 /19 5/19
0 1 0 | 9 /19 6 /19 4 /19
0 0 1 | 5/19 3/19 2 /19

~
A A A

A A A

→ −

→ +

− 
 
 
 − 

. 

Τελικά: 

                     1

3/19 2 /19 5/19 3 2 5
19/19 6 /19 4/19 9 6 4

19
5/19 3/19 2/19 5 3 2

A−

− −   
   = =   
   − −   

.                   � 

 
6. Να επιλυθεί το σύστηµα  
 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4
2 3 3 3
5 7 4 5

x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =
 + + − =
 + + + =

. 

 
Λύση: Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι 
 

 [ ]
2 2 1

3 3 1

2

5

1 1 2 3 | 4 1 1 2 3 | 4
, 2 3 3 1 | 3 ~ 0 1 7 7 | 5

5 7 4 1 | 5 0 2 14 14 | 15

A A A

A A A
A B

→ −

→ −

− −   
   = − − −   
   − −   

.  

 

3 3 22
1 1 2 3 | 4

~ 0 1 7 7 | 5
0 0 0 0 | 5

A A A→ −
− 

 − − 
 − 

. Aρα το σύστηµα είναι αδύνατο.         � 
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7. Eστω , , ,a b c λ ∈\ . Να επιλυθεί ως προς x,y,z το σύστηµα 
 

2 2 2 2

1x y z
ax by cz

a x b y c z
λ
λ

+ + =
 + + =
 + + =

. 

 
Λύση: Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι   
 

[ ]
2 2 1

2
3 3 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 | 1 1 1 1 | 1
, | ~ 0 |

| 0 |

A A aA

A A a A
A B a b c b a c a a

a b c b a c a a
λ λ
λ λ

→ −

→ −

   
   = − − −   
   − − −   

.  

 
Περίπτωση Α: Eστω 0b a b a− ≠ ⇔ ≠ . Τότε από την παραπάνω 
έχουµε   
 

[ ]
2 2 /( )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 | 1
, ~ 0 1 ( ) /( ) | ( ) /( )

0 |

A A b a

A B c a b a a b a
b a c a a

λ
λ

→ −
 
 − − − − 
 − − − 

 

 

        
2 2

3 3 2( )
1 1 1 | 1

~ 0 1 ( ) /( ) | ( ) /( )
0 0 ( )( ) | ( )( )

A A a b A

c a b a a b a
c a c b a b

λ
λ λ

→ + −
 
 − − − − 
 − − − − 

. 

 
Υποπερίπτωση Α1: Eστω ( )( ) 0c a c b c a− − ≠ ⇔ ≠  και c b≠ . Τότε 
από την παραπάνω έχουµε   
 

[ ]
3 3 /(( )( ))

1 1 1 | 1
, ~ 0 1 ( ) /( ) | ( ) /( )

0 0 1 | ( )( ) /(( )( ))

A A c a c b

A B c a b a a b a
a b c a c b

λ
λ λ

↔ − −
 
 − − − − 
 − − − −   

Τότε προκύπτει µε προς τα πίσω αντικατάσταση µοναδική λύση η  
 



 38

( )( )
( ) /( )
( )( )
( ) /( )
( )( )
( )( )

b cx
b a c a

a cy
b a c b

a bz
c a c b

λ λ

λ λ

λ λ

 − −
= − −

 − −
= − −

 − −
= − −

. 

 
Υποπερίπτωση Α2: Eστω ( )( ) 0c a c b c a− − = ⇔ =  ή c b= . Τότε  
 

[ ]
1 1 1 | 1

, 0 1 ( ) /( ) | ( ) /( )
0 0 0 | ( )( )

A B c a b a a b a
a b

λ
λ λ

 
 − − − − 
 − − 

∼ , 

 
οπότε αν ( )( ) 0a b aλ λ λ− − ≠ ⇔ ≠  και bλ ≠ , το σύστηµα είναι 
αδύνατο ενώ αν aλ =  ή bλ =  τότε το σύστηµα είναι αόριστο. 
Ειδικότερα: 
 

• αν c a=  και aλ = , τότε έχουµε:  
 

[ ]
1 1 1 | 1

, 0 1 0 | 0
0 0 0 | 0

A B
 
 
 
 
 

∼  

συνεπώς  
1 1

0 0
x y z x z

y y
+ + = = − 

⇒ = = 
, 

 
άρα ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , , 1,0,0 1,0,1 ,x y z z  0  z z  z= − = + − ∈\ . 
 

• αν c a=  και bλ = , τότε έχουµε:  
 

[ ]
1 1 1 | 1

, 0 1 0 | ( ) /( )
0 0 0 | 0

A B a b aλ
 
 − − 
 
 

∼ , 

συνεπώς: 
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1 1 ax y z x z
b a

a ay yb a b a

λ

λ λ

−+ + = = − −   −⇒ − −=  =−  −

, 

άρα: 
 

( ) ( ), , 1 , , 1 , ,0 1,0,1 ,a a a ax y z z   z z  z
b a b a b a b a
λ λ λ λ− − − −   = − − = − + − ∈   − − − −   

\

. 
 

• αν c b=  και aλ =  τότε έχουµε:  
 

[ ]
1 1 1 | 1

, 0 1 ( ) /( ) | 0
0 0 0 | 0

A B c a b a
 
 − − 
 
 

∼  

συνεπώς: 

1 1

0

c bx y z x z
b a

c a c ay z y zb a b a

−+ + = = −   −⇒ − −+ =  = −−  −

 

άρα: 
 

( ) ( ), , 1 , , 1,0,0 , ,1 ,c b c a c b c ax y z z z  z z  z
b a b a b a b a

− − − −   = − − = + − − ∈   − − − −   
\  

 
• αν c b=  και bλ =  τότε έχουµε:  

 

[ ]
1 1 1 | 1

, 0 1 ( ) /( ) | ( ) /( )
0 0 0 | 0

A B c a b a a b aλ
 
 − − − − 
 
 

∼ , 

συνεπώς: 
 

1 1 a c a b c bx y z x z z x z
b a b a b a b a

c a a a c a a c ay z y z y zb a b a b a b a b a b a

λ λ

λ λ λ

− − − − + + = = − + − = +    − − − −⇒ ⇒  − − − − − −+ =  = − = −− −  − − − − 

, 

 
άρα: 
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( ), , , ,b c b a c ax y z z z  z
b a b a b a b a

λ λ− − − − = + − − − − − 
 

 
                                    , ,0 , ,1 ,b a c b c az  z

b a b a b a b a
λ λ− − − −   = + − ∈   − − − −   

\ . 

 
Περίπτωση B: Eστω 0b a b a− = ⇔ = . Tότε: 
 

[ ]
2 2 2 2

1 1 1 | 1
, 0 0 |

0 0 |
A B c a a

c a a
λ

λ

 
 − − 
 − − 

∼ . 

 
Υποπερίπτωση B1: Eστω 0c a c a− ≠ ⇔ ≠ . Τότε: 
 

[ ]
2 2 /( )

2 2 2 2

1 1 1 | 1
, 0 0 1 | ( ) /( )

0 0 |

A A c a

A B a c a
c a a

λ
λ

↔ −
 
 − − 
 − − 

∼  

 

       
2 2

3 3 2( )
1 1 1 | 1
0 0 1 | ( ) /( )
0 0 0 | ( )( )

A A a c A

a c a
a c

λ
λ λ

→ + −
 
 − − 
 − − 

∼ , 

 
οπότε αν ( )( ) 0a c aλ λ λ− − ≠ ⇔ ≠  και cλ ≠ , τότε το σύστηµα είναι 
αδύνατο, ενώ αν aλ =  ή cλ =  τότε το σύστηµα είναι αόριστο. 
Ειδικότερα:  
  

• αν aλ =  τότε:  

[ ]
1 1 1 | 1

, 0 0 1 | 0
0 0 0 | 0

A B
 
 
 
 
 

∼ , 

συνεπώς: 
1 1

0 0
x y z x y

z z
+ + = = − 

⇒ = = 
, 

άρα: 
( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , ,0 1,0,0 1,1,0 ,x y z y y y  y= − = + − ∈\ . 
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• αν cλ =  τότε:  
 

[ ]
1 1 1 | 1

, 0 0 1 | ( ) /( )
0 0 0 | 0

A B a c aλ
 
 − − 
 
 

∼ , 

συνεπώς: 

1 cx y z x y
c a

a az zc a c a

λ

λ λ

−+ + = = − +   −⇒ − −=  =−  −

, 

άρα: 
 

( ) ( ), , , , ,0, 1,1,0 ,c a c ax y z y y y  y
c a c a c a c a

λ λ λ λ− − − −   = − + = + − ∈   − − − −   
\ . 

 
Υποπερίπτωση B2: Eστω 0c a c a− = ⇔ = . Τότε: 
 

[ ]
2 2

1 1 1 | 1
, 0 0 0 |

0 0 0 |
A B a

a
λ

λ

 
 − 
 − 

∼
 

 
οπότε αν ( ) 0a aλ λ− = ⇔ =  τότε το σύστηµα είναι αόριστο µε λύση 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,0 ,0, 1,1,0 1,0,1x y z y z y z y y z z y z= − − = − + − = − + − , 
 
ενώ αν aλ ≠  τότε το σύστηµα είναι αδύνατο.                                          �
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Αλυτες Ασκήσεις. 
 

2.1. Nα επιλυθούν µε τη µέθοδο Gauss τα γραµµικά συστήµατα: 
  

1 2 3 4

1 2 3 4

3 3 6 2 1
( )

2 5 6
x x x x

A  
x x x x

− − − =
 − − + =

,               

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 2 0
2 3 4 0

( )
3 0
3 0

x x x
x x x

B  
x x x
x x x

− − =
− + + =
 − − =
 − + =

 , 

 

     
3 4

1 2 3 4

1 2 4

6 2 1
( ) 2 5 6

2 0

x x
C  x x x x

x x x

− − =
 − − + =
 + − =

,       
1 2 3 4 5

3 4 5

1 3 4

2 0
( ) 4 1

2 2

x x x x x
D  x x x

x x x

+ − + − =
 + + = −
 + − =

. 

 
Aπάντ.  
• Αόριστο.  
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 2 3 2 3, , , 1,0,0,1 0,1,1,0 2,0,1,0 ,  ,x x x x x x x x= + + ∈\ . 
 
• Μοναδική λύση  ( ) ( )1 2 3, , 0,0,0x x x = . 
 
• Απειρες λύσεις 
 
 ( ) ( ) ( )1 2 3 4 4 4, , , 38/9, 3/5, 1/ 6,0 22/9,29 /9, 1/3,1 ,  x x x x x x= − − + − − ∈\  
 
• Απειρες λύσεις 
 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 4 5, , , , 8, 6, 1,0,0 27,18, 4,0,0 28,19, 5,0,0x x x x x x x= − − − + − − + − −
 

2.2. Να διερευνηθεί το σύστηµα 

2

1

x y az a
x ay z a
ax y z

 + + =
 + + =
 + + =

για όλες τις τιµές της 

παραµέτρου a ∈R  και να υπολογισθούν οι λύσεις αυτού (όταν 
υπάρχουν).      
 
Απάντ. Για { }2,1a ∈ − −\  µοναδική λύση. Για 2a = −  αδύνατο και για 

1a =  αόριστο.  
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2.3. Για ποιες τιµές των ,a b∈\  το σύστηµα  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2
2 1
3 1
2 4

x x x
x x ax
x x bx
x x x

+ + =
 − + =
 + + =
 − + =

  

 
είναι αδύνατο;   Απάντ.  Για  1,  a b= ∈\  ή για 1a ≠  και 5 3 1 0a b− + ≠ . 
 

2.4. Να υπολογίσετε τον αντίστροφο του πίνακα  

0 0 1 2
2 1 0 2

0 2 1 3
2 5 6 1

A

 
 − =
 
 
 

. 

Απάντ. 1

1/16 9/16 7 /16 1/16
5/8 1/ 24 3/8 1/ 24

1/ 2 1/ 6 1/ 2 1/ 6
1/ 4 1/12 1/ 4 1/12

A−

− − − 
 − =
 −
 − − 

.  

 
2.5. Για ποιες τιµές του a ∈\  ο πίνακας 
  

1 1 2 1
2 1 1 1
2 2 2

3 3 6

A
a

a

− 
 
 =
 −
 − 

  

είναι αντιστρέψιµος;                                                    Απάντ. 1 13 .
3

a ±
≠  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  
 

Ορίζουσες 
 
Στο Κεφάλαιο αυτό ασχολούµαστε αποκλειστικά µε τετραγωνικούς 
πίνακες.  
 
3.1. Ορισµοί. 
 
Ορισµός 3.1 Εστω A  είναι ένας n n× τετραγωνικός πίνακας. Στο εξής θα 
συµβολίζουµε µε ijM  έναν ( ) ( )1 1n n− × −  πίνακα που προκύπτει από τον 
A  αν διαγράψουµε την i γραµµή και j  στήλη του. Κάθε τέτοιος πίνακας 
καλείται ελάσσων πίνακας του πίνακα A . 
 
Ορισµός 3.2 Εστω ( )ijA A=  είναι ένας n n×  πίνακας και ijM  είναι ένας 
ελάσσων πίνακας του A  όπως παραπάνω, µε , 1,...,i j n= . Καλούµε 
ορίζουσα του πίνακα A , συµβολικά ( )Det A  (ή ( )D A  ή A  ) ή 
 

( )
11 1

1

n

m mn

a a
Det A

a a
=

…
# % #

"
, 

τον αριθµό  
 

( ) ( )0

0 0, ,
1
( 1)

n
i j

i j i j
j

Det A a Det M+

=

= −∑  

         
( ) ( ) ( )0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 2
,1 ,1 ,2 ,2 , ,( 1) ( 1) ... ( 1)i i i n

i i i i i n i na Det M a Det M a Det M+ + += − + − + + −

 
όπου ο δείκτης i0 µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή µεταξύ των τιµών 
1,...,n . Τότε λέµε ότι υπολογίζουµε το ανάπτυγµα της ορίζουσας ως προς 
την 0i  γραµµή του πίνακα A . Ισοδύναµα καλούµε ορίζουσα ( )Det A  του 
πίνακα A  τον αριθµό 
  

( ) ( )0

0 0, ,
1

( 1)
n

i j
i j i j

i

Det A a Det M+

=

= −∑  

  
( ) ( ) ( )0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 2
1, 1, 2, 2, , ,( 1) ( 1) ... ( 1)j j j n

j j j j n j n ja Det M a Det M a Det M+ + += − + − + + −
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όπου ο δείκτης j0 µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή µεταξύ των τιµών 
1,...,n . Τότε λέµε ότι υπολογίζουµε το ανάπτυγµα της ορίζουσας ως προς 
την 0j  στήλη του πίνακα A .  
 
Παρατηρήσεις: (α) Η ορίζουσα  1 1×  πίνακα ( )11A A=  ορίζεται ως  
 

( ) 11Det A A= . 
 

(β) Η ορίζουσα 2 2×  πίνακα 11 12

21 22

A A
A

A A
 

=  
 

 είναι ο αριθµός  

 
( ) 11 22 12 21.Det A A A A A= −  

 
(γ) Η τιµή ( )Det A  δεν εξαρτάται από την τιµή του δείκτη 0i  (ή από την 
τιµή του δείκτη 0j ) που επιλέγουµε για να την υπολογίσουµε. Η επιλογή 
του δείκτη 0i  ή 0j  βασίζεται συνήθως (χωρίς αυτό να είναι απαραίτητο) 
στο πλήθος των µηδενικών στοιχείων που περιέχει η εκάστοτε γραµµή ή 
στήλη. Συνήθως επιλέγουµε ως τιµή για το δείκτη 0i  (ή 0j ) εκείνη τη 
γραµµή (ή στήλη) του πίνακα A  που περιέχει τα περισσότερα µηδενικά. 
Για παράδειγµα έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την ορίζουσα του 
πίνακα  

1 2 0
3 0 2
1 0 2

A
− − 

 =  
 − 

. 

 
Το πρώτο πράγµα που κάνουµε είναι να επιλέξουµε µία γραµµή ή στήλη 
ώστε να εφαρµόσουµε κάποια από τις δύο ισοδύναµες ισότητες του 
ορισµού 3.2. Είναι εύκολο να δούµε ότι η δεύτερη στήλη του A  περιέχει 
τα περισσότερα µηδενικά στοιχεία σε σχέση µε όλες τις υπόλοιπες 
στήλες και γραµµές του A . Θα υπολογίσουµε λοιπόν την ορίζουσα του 
πίνακα A  κατά τη 2η στήλη εφαρµόζοντας τη δεύτερη ισότητα του 
ορισµού 2 για j0=2. Eχουµε λοιπόν: 
 

( ) ( )0

0 0

3

, ,
1

( 1)i j
i j i j

i

Det A a Det M+

=

= −∑  

 
             ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3

12 12 22 22 32 32( 1) ( 1) ( 1)a Det M a Det M a Det M+ + += − + − + −  
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3 2 1 0 1 0 3 2

( 2) 0 0 ( 2)
1 2 1 2 3 2 1 2

= − − ⋅ + ⋅ − ⋅ = − − ⋅
− − −

 

 
             ( )( ) ( )( 2) 3 2 1 2 2 6 2 16= − − ⋅ ⋅ − − ⋅ = − − = − . 
 
Στο ίδιο αποτέλεσµα θα καταλήξουµε αν επιλέξουµε 0 1j =  ή 0 3j = . 
Επίσης στο ίδιο αποτέλεσµα θα καταλήξουµε αν επιλέξουµε 0 1i =  ή 

0 2i =  ή 0 3i =  και εργασθούµε µε την 1η σχέση του ορισµού 2. 
 
(δ) Ειδικά για τον υπολογισµό της ορίζουσας ενός 3 3×  πίνακα A  
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον λεγόµενο κανόνα Sarrus: 
 

( )
11A

Det A =
12A

+

13A
+

21 22A A

+

23A

31A 32A
−

33A
−

11

  

A

−

21A

31A

12

  

A

22

23

A
A

 

             
11 22 33 12 23 31 13 21 23 31 22 13 32 23 11 33 21 12A A A A A A A A A A A A A A A A A A= + + − − − .  

 
3.2 Ιδιότητες οριζουσών. 
 
Εστω ,A B  είναι n n×  πίνακες.  
 
1. Αν ο A  έχει µια µηδενική γραµµή (ή στήλη) τότε ( ) 0Det A = . 

 
2. Αν ο A  έχει δύο ανάλογες γραµµές (ή στήλες) τότε ( ) 0Det A = . 
 
3. Αν B  είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον A  µε αντιµετάθεση δύο 

οποιονδήποτε γραµµών (ή στηλών) του A  τότε 
 

( ) ( ) Det B Det A= − . 
 
3. Αν B  είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον A  πολλαπλασιάζοντας 

µια γραµµή (ή µια στήλη) του A  µε πραγµατικό αριθµό k , τότε 
 

( ) ( ) Det B k Det A= . 
 
    Αµεση συνέπεια αυτού είναι η ( ) ( )nDet kA k Det A= . 
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5. Αν B  είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον A  αντικαθιστώντας µια 
γραµµή iΓ  (ή µια στήλη jΣ ) του A  µε τη γραµµή 

0i ikΓ + Γ  (ή µε τη 
στήλη 

0j jλΣ + Σ ), τότε 
 

( ) ( ) Det B Det A= . 
 

6. 

11 1 11 1 11 1

1 1 1 1

1 1 1

n n n

i i in in i in i in

n nn n nn n nn

A A A A B B

A B A B A A B B

A A A A B B

+ + = +

" " "
# # # # # #

" " "
# # # # # #

" " "

. 

 
      Ανάλογη ιδιότητα ισχύει και για τις στήλες του πίνακα. 
 
      Προσοχή: Γενικά ( ) ( ) ( )Det A B Det A Det B± ≠ ± .  
 
7. ( ) ( ) ( )Det A B Det A Det B⋅ = ⋅ . 
 
8. Αν ο A  είναι άνω (ή κάτω) τριγωνικός πίνακας τότε η ορίζουσα του A  

ισούται µε το γινόµενο των διαγωνίων στοιχείων του.  
 
9. Η ορίζουσα ορθοκανονικού πίνακα ισούται µε ± 1. 
 
10. Αν TA  είναι ο ανάστροφος πίνακας του A  τότε 
 

( ) ( )TDet A Det A= . 

11. ( ) ( )Det A Det A= . 
  
12. ( ) ( )*Det A Det A= . 
 
Επειδή ο απευθείας υπολογισµός της ορίζουσας είναι αρκετά πολύπλοκος 
(ειδικά για πίνακες µεγάλων διαστάσεων) οι παραπάνω ιδιότητες µας 
επιτρέπουν να εξάγουµε γρήγορα την τιµή µιας ορίζουσας για κάποιες 
µορφές πινάκων. Για παράδειγµα παρατηρούµε ότι η ορίζουσα  
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a b c
x y z
a b c− − −

 

  
ισούται µε µηδέν διότι η 1η και η 3η γραµµή είναι ανάλογες. Επίσης  
 

0 0
1 0 ,
0

x
a x a c
b c

= ⋅ ⋅  

 
διότι η παραπάνω είναι ορίζουσα ενός κάτω τριγωνικού πίνακα. 
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3.3. Εφαρµογές ορίζουσας. 
 
Θεώρηµα 3.1  Έστω A  είναι ένας n n×  πίνακας και ijM  είναι οι 
ελάσσονες πίνακες αυτού όπως στον ορισµό 1. Τότε  
 

A  αντιστρέψιµος ( ) 0Det A⇔ ≠  
 
και ο 1A−  υπολογίζεται από την ισότητα   
 

( ) ( )1 1A adj A
Det A

− = , 

 
όπου ( )adj A  είναι ο προσαρτηµένος πίνακας του A  που ορίζεται ως  
 

( ) ( )( )( 1) ,  ( , 1,..., )i j
jiadj A Det M i j n+= − =  

 
Μια άλλη εφαρµογή των οριζουσών εµφανίζεται στην επίλυση 
γραµµικών συστηµάτων n  εξισώσεων µε n  αγνώστους. 
 
Θεώρηµα 3.2 (Κανόνας Cramer) Εστω  
 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

...

...

n n

n n nn n n

A x A x A x B

A x A x A x B

+ + + =


 + + + =

# , 

 
είναι ένα γραµµικό σύστηµα n  εξισώσεων µε n  αγνώστους. Όπως είπαµε 
στο Κεφ. 2 το παραπάνω σύστηµα µπορεί να γραφεί υπό τη µορφή 
AX B= , όπου A  είναι ο n n×  πίνακας των συντελεστών των αγνώστων, 
X  είναι ο πίνακας στήλη των αγνώστων και B  είναι ο πίνακας στήλη των 
σταθερών όρων. Eστω ( )  1,...,iD A i n=  είναι οι ορίζουσες που 
προκύπτουν από τον πίνακα των συντελεστών A αν αντικαταστήσουµε την 
i  στήλη αυτού µε τη στήλη των σταθερών όρων.  Τότε: 
 
• To σύστηµα έχει µοναδική λύση αν και µόνον αν  

 
( ) 0Det A ≠ . 

 
Στην περίπτωση αυτή η µοναδική λύση δίνεται από τις ισότητες 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2
1 ,..., ,..., n

i n

D A D A D A
x x x

Det A Det A Det A
= = = . 

 
• To σύστηµα είναι αδύνατο αν και µόνον αν  

 
( ) 0Det A =  

 
και υπάρχει τουλάχιστον ένας δείκτης 0 1,...,i n=  τέτοιος ώστε 

( ) 0iD A ≠ .  
 

• To σύστηµα είναι αόριστο αν και µόνον αν  
 

( ) ( ) ( )1 ... 0nDet A D A D A= = = = . 
 
Αµεση συνέπεια είναι το ακόλουθο Θεώρηµα για n n×  οµογενή 
συστήµατα:  
 
 Θεώρηµα 3.3 Εστω  

11 1 12 2 1

1 1 2 2 1

... 0

... 0

n n

n n n n

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


 + + + =

# , 

 
είναι ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα n  εξισώσεων µε n  αγνώστους.  
 
• To σύστηµα έχει µοναδική λύση (τη µηδενική) αν και µόνον αν  

 
( ) 0Det A ≠ . 

 
• To σύστηµα είναι αόριστο αν και µόνον αν ( ) 0Det A = . 
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Λυµένες ασκήσεις 
 
1. Υπολογίστε τις κάτωθι ορίζουσες 
 

2 1 1 0
1 4 0

2 1 3 4 2 1
, 3 2 1 ,

4 3 4 0 1 1
2 1 1

2 0 2 2

i
i

−
− −

−
+

−
−

. 

Λύση: (α) Εχουµε: 
  

( )( )
2 1

2 3 4 1 3
4 3

i
i i i

i
−

= − + − ⋅ = −
+

. 

 
(β) Aναπτύσσουµε την ορίζουσα κατά την 1η γραµµή και έχουµε:  
 

1 4 0
2 1 3 1 3 2

3 2 1 1 4 0
1 1 2 1 2 1

2 1 1

− −
− = + ⋅ − ⋅ + ⋅

− −
−

 

 
                                                ( ) ( )1 2 1 4 3 2 1 4 5= ⋅ − + − ⋅ − = − − = − . 
 
(γ) Aναπτύσσουµε την ορίζουσα κατά την 2η στήλη (επειδή έχουµε 
πολλά µηδενικά) και έχουµε:  
 

2 1 1 0
3 2 1 2 1 0

3 4 2 1
1 4 1 1 4 4 1 1

4 0 1 1
2 2 2 2 2 2

2 0 2 2

−
− −

−
= − ⋅ + ⋅

− −
−

 

 

                                                       

2 1 0 2 1 0
0 3 2 1 0 3 2 1

2 2 2 4 1 1

− −
+ ⋅ − + ⋅ −

−
. 

Αλλά: 
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( )
3 2 1

1 1 4 1 4 1
4 1 1 3 2 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2

−
= ⋅ − − ⋅ + ⋅

− −
−

 

                         
                        ( ) ( )3 0 2 8 2 1 8 2 30= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + = . 

Eπίσης: 
 

( )
2 1 0

1 1 4 1 4 1
4 1 1 2 1 0

2 2 2 2 2 2
2 2 2

−
= ⋅ − − ⋅ + ⋅

− −
−

 

 
                        ( ) ( )2 0 1 8 2 0 8 2 10= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + = . 

Τελικά: 
 

                                      

2 1 1 0
3 4 2 1

1 30 4 10 10
4 0 1 1
2 0 2 2

−
−

= − ⋅ + ⋅ =

−

.                        � 

 
2. Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα  
 

10 11 12 13
14 15 16 17
18 19 20 21
22 23 24 25

A

 
 
 =
 
 
 

. 

 
Λύση: Προφανώς µπορούµε να αναπτύξουµε την ορίζουσα ως προς µια 
γραµµή ή στήλη σύµφωνα µε τον ορισµό (µε κόστος πολλές πράξεις). 
Χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών οι οποίοι 
αφήνουν αναλλοίωτη την ορίζουσα (βλέπε ιδιότητα 5) έχουµε: 
 

2 2 1

4 4 3

10 11 12 13 10 11 12 13
14 15 16 17 4 4 4 4
18 19 20 21 18 19 20 21
22 23 24 25 4 4 4 4

A A A

A A A
A B

→ −

→ −

   
   
   = =
   
   
   

∼ . 
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Tότε: 
( ) ( ) 0Det A Det B= =  

 
διότι πίνακας µε δύο ίσες γραµµές έχει ορίζουσα ίση µε µηδέν (βλέπε 
ιδιότητα 2).                                                                                                 � 
 
3. Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα  
 

1 0 0 0
4 2 0 0
2 3 5 1
0 1 4 1

A

 
 − =
 
 
 

 . 

 
Λύση: Λόγω της ιδιότητας 5 αν αντικαταστήσουµε την 3η γραµµή του 
πίνακα A  µε την γραµµή 3 4A A−  τότε η ορίζουσα δεν µεταβάλλεται. 
∆ηλαδή: 
 

( )

1 0 0 0 1 0 0 0
4 2 0 0 4 2 0 0

1 2 1 1 2
2 3 5 1 2 2 1 0
0 1 4 1 0 1 4 1

− −
= = ⋅ − ⋅ ⋅ = − , 

 
διότι ο πίνακας που προκύπτει είναι κάτω τριγωνικός, άρα ισχύει η 
ιδιότητα 8.                                                                                                  � 
 

4. (α) Αν 
1
1 0 3
1 3

x y
z

w
=

−
, να υπολογισθεί η ορίζουσα 

2 2 2
6 0 6
3 3 9

x y
z

w−
. 

 

(β) Να υπολογισθεί η  ορίζουσα 
a x a x
b y b y
c z c z

+
+
+

. 

 
Λύση: (α) Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα 4 έχουµε: 
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2 2 2 1 1
6 0 6 2 6 0 6 2 6 1 0
3 3 9 3 3 9 3 3 9

x y x y x y
z z z

w w w
= ⋅ = ⋅ ⋅

− − −
 

 

                        ( )
1

12 3 1 0 36 3 108
1 3

x y
z

w
= ⋅ − ⋅ = − ⋅ = −

−
. 

 
(β) Χρησιµοποιώντας πρώτα την ιδιότητα 6 και στη συνέχεια την 
ιδιότητα 2 παίρνουµε: 
 

                  0 0 0
a x a x a x a a x x
b y b y b y b b y y
c z c z c z c c z z

+
+ = + = + =
+

.                      � 

 

5. Έστω ο n n×  πίνακας 

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

1 1 1 0

nA

 
 
 
 =
 
 
 
 

…
…
…

# # # % #
…

. Να δείξετε ότι  

( ) 1( 1) ( 1)n
nDet A n−= − − . 

 
Λύση: Προσθέτουµε στα στοιχεία της πρώτης στήλης τα στοιχεία των 
υπολοίπων στηλών και βγάζοντας κοινό παράγοντα έχουµε: 
 

( )

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1

11 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0

n
n

nn

n

−
−

= = −−

−

… … …
… … …
… … …

# # # % # # # # % # # # # % #
… … …

. 

 
Αντικαθιστούµε τη 2η γραµµή από τη γραµµή 2 1Γ − Γ , την 3η γραµµή από 
τη γραµµή 3 1Γ − Γ , κλπ. Λόγω της ιδιότητας 5 η ορίζουσα δε 
µεταβάλλεται, συνεπώς:  
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( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0 0

1 11 1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 0 1

n n
−

− = − −

−

… …
… …
… …

# # # % # # # # % #
… …

. 

 
O τελευταίος πίνακας είναι άνω τριγωνικός οπότε από την ιδιότητα 8 
παίρνουµε: 

                      ( ) ( )( ) 1

1 1 1 1
0 1 0 0

1 1 10 0 1 0

0 0 0 1

nn n −

−
= − = − −−

−

…
…
…

# # # % #
…

.                    � 

 
6. Υπολογίστε την ορίζουσα του n n×  πίνακα 
 

0 1 2 3 ... 1
1 0 1 2 ... 2
2 1 0 1 ... 2

...
2 3 4 5 ... 1
1 2 3 4 ... 0

n
n
n

A

n n n n
n n n n

− 
 − 
 −

=  
 
 − − − −
  − − − − 

 

 
Λύση: Θα φέρουµε τον πίνακα σε τριγωνική µορφή. Αντικαθιστούµε 
την πρώτη στήλη 1Σ  µε τη στήλη 1 2Σ − Σ , τη δεύτερη στήλη 2Σ  µε τη 
στήλη 2 3Σ − Σ , κλπ και την προτελευταία στήλη 1n−Σ  µε τη στήλη 

1n n−Σ − Σ , οπότε έχουµε 
 

( )

1 1 1 1 1
1 1 1 ... 1 2
1 1 1 ... 1 3
... ... ... ... ... ...
1 1 1 ... 1 1
1 1 1 ... 1 0

n
n
n

Det A

− − − − −
− − − −

− − −
=

−

. 
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Αντικαθιστούµε τώρα τη δεύτερη γραµµή 2Γ  µε τη γραµµή 1 2Γ + Γ , την 
τρίτη γραµµή 3Γ  µε τη γραµµή 1 3Γ + Γ , κλπ και την τελευταία γραµµή  

nΓ  µε τη γραµµή 1 nΓ + Γ , οπότε έχουµε 
 

( ) ( )( ) ( )2

1 1 1 1 1
0 2 2 2 2 3
0 0 2 2 2 4

1 2 1

0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 1

n

n
n
n

Det A n

n
n

−

− − − − −
− − − −

− − −
= = − − −

−
−

, 

 
διότι ο τελευταίος πίνακας είναι άνω τριγωνικός, άρα η ορίζουσά του 
ισούται µε το γινόµενο των διαγωνίων στοιχείων του.                              � 
 
7. Να υπολογισθεί ο αντίστροφος του πίνακα  
 

1 1 2
2 1 1 .
1 2 3

A
 
 = − 
 − 

 

 
Λύση: Ηδη γνωρίζουµε έναν τρόπο υπολογισµού του αντιστρόφου 
πίνακα µε χρήση του αλγορίθµου Gauss. Στην άσκηση αυτή θα 
χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 3.1. Κατ’ αρχήν υπολογίζουµε την 
ορίζουσα του πίνακα A  και παίρνουµε:  
 

( )
1 1 2 1 2 1

2 1 5 6 12
2 3 1 3 1 2

Det A
− −

= − + = − − − = −
− −

. 

 

Tότε 
( ) ( )1 1A adj A

Det A
− = , όπου ( )adj A  είναι ο προσαρτηµένος 3 3×  

πίνακας µε στοιχεία ( )( ) ( ) ( )1 i j
jiij

adj A Det M+= − , όπου jiM  είναι οι 

ελάσσονες πίνακες του A  όπως ορίσθηκαν στην αρχή του Κεφαλαίου. 
Αρα: 

( )
11 21 31

12 22 32

13 23 33

M M M
adj A M M M

M M M

 −
 = − − 
 − 

. 
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Aλλά: 

11 12 13

1 1 2 1 2 1
1,    5,    3

2 3 1 3 1 2
M M M

− −
= = − = = = = −

− −
. 

 
Oµοίως:  
 

          21 22 23

1 2 1 2 1 1
7,     1,     3

2 3 1 3 1 2
M M M= = = = = = −

− −
 και 

 

          31 32 33

1 2 1 2 1 1
3,    3,    3

1 1 2 1 2 1
M M M= = = = − = = −

− −
. 

 

Τελικά: 1

1 7 3 1 7 3
1 15 1 3 5 1 3
12 12

3 3 3 3 3 3
A−

− − −   
   = − = − −   −    − − −   

.                            � 

 
8. Να υπολογισθεί η ορίζουσα του n n×  πίνακα  
 

2 1 0 0
1 2 1
0 1 2 0

1
0 0 1 2

nA

 
 
 
 =
 
 
 
 

"
% #
%

# % % %
"

. 

 
Λύση: Παρατηρούµε ότι ( ) ( ) ( )1 2 32, 3,  4Det A Det A Det A= = = . Εστω   
 

( ) 1, 1,2,...nDet A n n= + = . 
 
Χρησιµοποιώντας το νόµο επαγωγής αρκεί να δείξουµε ότι 
 

( )1 2, 1,2,...nDet A n n+ = + =  
 
Αναπτύσσοντας ως προς την πρώτη γραµµή βρίσκουµε εύκολα ότι  
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( )2 1

1 1 0 0
0 2 1

2 2 1 2 2 ( 1) 10 1 2 0
1

0 0 1 2

n n nD D n D n n n+ += − = + − = + − + = +

"
% #
%

# % % %
"

 

 
Αρα η πρόταση ισχύει για κάθε φυσικό αριθµό n.                                     � 
 
9. Έστω Α είναι ένας n n×  πίνακας τέτοιος ώστε TA A= − .  
 
(α) Να δειχθεί ότι αν ο n είναι περιττός τότε ο Α δεν είναι αντιστρέψιµος. 
 
(β) Να δειχθεί ότι ο προσαρτηµένος πίνακας ικανοποιεί τη σχέση 
 

( ) ( )( ) 1n
Det adjA Det A

−
= . 

 
Λύση: (α) Είναι γνωστό ότι ( ) ( )TDet A Det A= , άρα συνδυάζοντας µε 

την υπόθεση TA A= −  έχουµε  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1)T nDet A Det A Det A Det A Det A= = − = − = − . 
 
Άρα ( ) 0Det A =  και συνεπώς ο πίνακας A  δεν είναι αντιστρέψιµος. 
 
(β) Eστω ( ) 0Det A ≠ . Τότε από την ισότητα  
 

( )
1 ( ) nA adjA I

Det A
⋅ =  

έχουµε:   
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( ) 1nDet A adjA Det I Det A Det adjA

Det A Det A
   

⋅ = ⇒ =   
   

 

 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )( ) 11 ( ) 1 ( )
n

nDet A Det adjA Det adjA Det A
Det A

−
⇒ = ⇒ = . 
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Έστω τώρα ( ) 0Det A = . Αν A = 0  τότε προφανώς ισχύει η παραπάνω. 
Αν A ≠ 0  τότε θα ίσχυε ( )A adjA⋅ = 0 . Αν ο πίνακας adjA  ήταν 
αντιστρέψιµος θα είχαµε A = 0 , άτοπο. Άρα ο πίνακας adjA  δεν είναι 
αντιστρέψιµος, συνεπώς ( ) 0Det adjA =  οπότε πάλι ισχύει η ισότητα 
 
                                       ( ) ( )( ) 1

( )
n

Det adjA Det A
−

= .                                      � 
  
10. Να επιλυθεί µε τη µέθοδο Cramer το σύστηµα 
 

2 2 2
1

3 2 2

x y z
x y z

x y z

+ + =
 − + + =
 − + =

. 

 
Λύση: Εχουµε: 
 

1 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 3 8 2 9
2 1 3 1 3 2

3 2 1
D

− −
= − = − + = + − =

− −
−

. 

 
Αρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση. Επειδή  
 

2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 2 6 6 8 4
2 1 2 1 2 2

2 2 1
xD

−
= = − + = + − =

− −
−

, 

 
1 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 2 1 8 10 3

2 1 3 1 3 2
3 2 1

yD
− −

= − = − + = − + − = − , 

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 2 2 8 0 8 0

2 2 2 2 2 2
2 2 2

zD = = − + = − − =
− −

−
, 

 
έχουµε:  

                        4
9

xDx
D

= = , 1
3

yD
y

D
= = − , 0 0

9
zDz

D
= = = .                      � 
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Αλυτες ασκήσεις 
 
3.1 Με χρήση ορίζουσας µελετήστε την αντιστρεψιµότητα των κάτωθι 
πινάκων: 
 

2 3 3
4 2

i i
A

i i
+ − 

=  + 
, 

2 3 1
1/ 2 0 1

3 2 1
B

− 
 =  
 − 

, 

1 8 2 4
5 0 0 1
3 1 0 2
0 3 4 0

C

− 
 − =
 −
 
 

. 

 
Απάντ. Και οι τρεις είναι αντιστρέψιµοι διότι ( ) 9 8Det A i= − − , 

( ) 25/ 2Det B = , ( ) 350Det C = − .  
 
3.2. Με χρήση ιδιοτήτων υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα: 
  

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

x
B

y
z

 
 + =
 +
 + 

. 

                                                                                  Απάντ. ( )Det B xyz= . 
 
3.3 ∆είξτε ότι 

  

 

1 3 1 2
2

0

4 2 12 4 8

a b c a d
x y z x w

x a y b z c x w a d

−
− − +

=
− − −

− + − + + − − − − + + +

. 

 
3.4. ∆είξτε ότι ( ) 2 4 21 ... n

nDet A x x x= + + + + , όπου 
 

2

2

2

2

1 0 ... 0
1

0 1 0

0 0 1

n

x x
x x x

A x x
x

x x

 +
 

+ 
 = +
 
 
 + 

. 
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Υπόδειξη: Εφαρµόστε το νόµο επαγωγής. 
 
3.5. M ε χρήση ιδιοτήτων υπολογίστε τις ορίζουσες 
  

1
1

1
1

a b c d
a b c d
a b c d
a b c d

+
+

+
+

,          

x y x x x
x x y x
x x x y x

x
x x x x y

+
+

+

+

"
% #
%

# % % %
"

. 

 
Υπόδειξη: Αντικαταστήστε την πρώτη στήλη από το άθροισµα των 
υπολοίπων, βγάλτε κοινό παράγοντα από την πρώτη στήλη και 
µετατρέψτε τον πίνακα πίνακα σε τριγωνικό.       
                                                        Απάντ. 11 ,   ( ) na b c d nx y y −+ + + + + . 
 

3.6. ∆ίνεται ο πίνακας 
1 1

1 0 2
2 1

a
A

b

− 
 = − 
 − 

.  Υπολογίστε τις τιµές των 

παραµέτρων ,a b∈\  ώστε ο A  να είναι αντιστρέψιµος και µε χρήση του 
προσαρτηµένου πίνακα υπολογίστε τον αντίστροφο πίνακα (για τις τιµές 
των ,a b  που βρήκατε.                    Απάντ.  Πρέπει 1 2 4 0b a+ − ≠ . Τότε 
 

1

4 1 2
1 2 1 2 1

1 4 2
2 2 1

A b b a a
a b

b a

−

− − 
 = − − − + − +  − − 

. 

 
3.7. Επιλύστε µε τη µέθοδο Cramer το σύστηµα   

 
2 0

3 2 1
2 4 6 2

6 2 3

x y z w
x z w

x y z w
y z w

− − + =
 − − = −
 + + + =
 − + = −

. 

                                                     

                                                    Απάντ. 13 1 17 1,  ,  ,  
40 2 40 40

x y z w= = − = = . 

 
3.8. ∆ιερευνήστε µε τη µέθοδο Cramer σύστηµα 
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3

2 3 ,  
3 1

x y z
x y z

y z

λ
λ λ

λ

+ + =
 − + = ∈
 − =

\ . 

 
Απάντ. Εχει µοναδική λύση 1, 3/ 2λ∀ ≠ −  αλλιώς είναι αδύνατο.   
 
3.9. Χαρακτηρίστε τις επόµενες προτάσεις ως σωστές ή λάθος: 
 

• Αν A  είναι n n×  πίνακας, τότε ( ) ( )5 5Det A Det A= . 
 
• Αν A  είναι n n×  πίνακας µε ( ) 2Det A = , τότε ( ) 2n nDet A = . 

 
• Αν για τον n n×  πίνακα A  ισχύει ( ) 0,     *kA I k N+ = ∈ , τότε ο 

A  είναι αντιστρέψιµος. 
 

• Αν 3A = 0 , τότε ( ) 0Det A = .  
 

•  Αν A  είναι n n×  πίνακας, τότε ( ) 0TDet A A ≥ . 
                                                                                  Απάντ.  Λ, Σ, Σ, Λ, Σ. 
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KEΦΑΛΑΙΟ 4  
 

Ευκλείδιοι χώροι  
 
4.1 Ορισµοί. 
 
Kαλούµε διάνυσµα AB

JJJG
 ένα προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα µε 

αρχή το σηµείο Α και πέρας το σηµείο Β. Ένα διάνυσµα AB
JJJG

 καθορίζεται 
πλήρως από τη διεύθυνση, τη φορά και το µέτρο του ως εξής: 
 

• ∆ιεύθυνση ή φορέας του AB
JJJG

 είναι η ευθεία πάνω στην οποία 
βρίσκεται το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ.  

 
• Φορά του AB

JJJG
 είναι ο προσανατολισµός του. 

 
• Μέτρο ενός διανύσµατος AB

JJJG
 (συµβολικά AB

JJJG
) είναι το µήκος του 

αντίστοιχου ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ. 
             

Η διεύθυνση και η φορά καλείται κατεύθυνση του AB
JJJG

. Ένα διάνυσµα 
µέτρου 1 καλείται µοναδιαίο διάνυσµα. Μηδενικό διάνυσµα (συµβολικά G
0 ) είναι ένα διάνυσµα του οποίου η αρχή και το πέρας συµπίπτουν.  
 
∆ύο διανύσµατα ,a b

G G
καλούνται ίσα, συµβολικά a b=

G G
 όταν 

βρίσκονται πάνω στον ίδιο ή σε παράλληλους φορείς, έχουν την ίδια 
φορά και έχουν ίσα µέτρα. 
 
∆ύο διανύσµατα καλούνται αντίθετα όταν βρίσκονται πάνω στον ίδιο ή 
σε παράλληλους φορείς, έχουν αντίθετη φορά και έχουν ίσα µέτρα. Αν 
a
G
είναι ένα διάνυσµα, τότε το αντίθετο διάνυσµα του a

G
συµβολίζεται µε 

a−
G

. 
 
∆ύο διανύσµατα ,a b

G G
καλούνται παράλληλα ή συγγραµικά (συµβολικά 

/ /a b
G G

) όταν βρίσκονται πάνω στον ίδιο ή σε παράλληλους φορείς. 
Καλούνται οµόρροπα όταν έχουν την ίδια κατεύθυνση ενώ καλούνται 
αντίρροπα όταν έχουν αντίθετες κατευθύνσεις. 
 
Γωνία µεταξύ δύο διανυσµάτων ,a b

G G
 καλούµε την κυρτή γωνία τους. 

∆ηλαδή m( ) 00 , 180a b≤ ≤
G G

. 
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4.2 Πράξεις µε διανύσµατα. 
         

Έστω ,a b
G G

είναι δύο διανύσµατα. Αν 1b b=
JG G

είναι τέτοιο ώστε το πέρας 
του a

G
να είναι αρχή του 1b

JG
 και αν a AB=

G JJJG
, 1b ΒΓ=
JG JJJG

 τότε ορίζουµε ως 
άθροισµα a b+

G G
 να είναι το διάνυσµα 

    
a b A+ = Γ
G G JJJG

. 
 

Ισοδύναµα αν ,  O A a O B b= =
JJJG G JJJG G

είναι δύο διανύσµατα µε κοινή αρχή 
O ορίζουµε ως άθροισµα a b+

G G
 να είναι το διάνυσµα:  

 
a b ΟΓ+ =
G G JJJG

, 
 

όπου ΟΓ
JJJG

 είναι το διάνυσµα της διαγωνίου ΟΓ του παραλληλογράµµου 
ΟΑΒΓ µε πλευρές τα διανύσµατα a

G
και b

G
. 

 
Η αφαίρεση a b−

G G
 δύο διανυσµάτων ,a b

G G
 ορίζεται ως το άθροισµα του 

a
G

µε το αντίθετο διάνυσµα b
G

. ∆ηλαδή ( )a b a b− = + −
G G G G

. 

 
Σχήµα 1: Το διάνυσµα a b−

G G
  

 
Γινόµενο αριθµού µε διάνυσµα. 

 
Ορίζουµε ως γινόµενο πραγµατικού αριθµού *λ ∈\  µε διάνυσµα a

G
 να 

είναι ένα νέο διάνυσµα aλ ⋅
G

 τέτοιο ώστε: 
 

(α)   
ο µ ο ρ ρ ο π ο   τ ο υ ,   ο τ α ν 0

α ν τ ιρ ρ ο π ο   τ ο υ , ο τ α ν 0

a
a

a

λ
λ

λ

    >  ⋅ =  
     <    

JG
G � �

G
� �

 

 
 (β)    a aλ λ⋅ =

G G
.                  
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4.3 ∆ιάνυσµα θέσης-Καρτεσιανό σύστηµα αξόνων. 
 
Ορισµός 4.1 Έστω Ο είναι ένα σταθερό σηµείο και Μ είναι ένα τυχαίο  
σηµείο, τότε το διάνυσµα Ο Μ

JJJJG
καλείται διάνυσµα θέσης του σηµείου Μ ή 

διανυσµατική ακτίνα του σηµείου Μ. 
 

Ορισµός 4.2 Έστω ευθεία x x′ . Εκλέγουµε αυθαίρετα ένα σηµείο Ο ως 
αρχή και ένα σηµείο Ι ώστε το διάνυσµα O I i=

JJG G
 να είναι µοναδιαίο. Τότε 

η ευθεία x x′ καλείται άξονας.  
 
Με αυτό τον τρόπο υπάρχει µια 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων της 
ευθείας x x′  και του συνόλου των πραγµατικών αριθµών ως εξής: 

 
Αν Μ είναι ένα τυχαίο σηµείο του άξονα x x′ , τότε υπάρχει  x ∈ \ : 
O M x i= ⋅
JJJJG G

 και το x είναι µοναδικό διότι αν υπήρχε x x′ ≠  τέτοιο  
ώστε O M x i′= ⋅

JJJJG G
 θα έπρεπε να ισχύει: 

 
( ) .x x i x x′ ′− = ⇔ =

G JG
O  

Τελικά έχουµε: 

                        
 
και γράφουµε Μ ή Μ(x) έχοντας στο µυαλό µας ότι το σηµείο Μ έχει 
διάνυσµα θέσης Ο Μ

JJJJG
και τετµηµένη x. 

 
Ορισµός 4.3 Στο επίπεδο θεωρούµε 2 κάθετους άξονες µε κοινή µονάδα 
µέτρησης που τέµνονται σε σηµείο Ο το οποίο θεωρούµε ως κοινή αρχή 
τους. Ένα τέτοιο σύστηµα  καλείται καρτεσιανό σύστηµα αξόνων.  
 
Έστω i

G
και j

G
 είναι τα αντίστοιχα µοναδιαία διανύσµατα των αξόνων 

όπως φαίνονται στο κάτωθι σχήµα:  
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Αν Μ είναι τυχαίο σηµείο του επιπέδου, τότε , :x y∃ ∈ \   
 

O A A M O A O B x i y jΟ Μ = + = + = ⋅ + ⋅
JJJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG G G

, 
 
και σε κάθε σηµείο Μ αντιστοιχεί ένα µοναδικό διατεταγµένο ζεύγος 
αριθµών ( ),x y , διότι αν υπήρχε και άλλο ζεύγος ( ),x y′ ′  τέτοιο ώστε  

x i y jΟ Μ ′ ′= ⋅ + ⋅
JJJJG G G

 θα έπρεπε να ισχύει 
 

( ) ( )x x i y y j′ ′− ⋅ = − ⋅
G G

, 
 
το οποίο είναι άτοπο, διότι η παραπάνω ισότητα υπονοεί ότι τα 
διανύσµατα i

G
και j

G
 είναι παράλληλα, το οποίο δεν είναι αληθές. 

Εχουµε λοιπόν µία 1-1 αντιστοιχία:  
 

                     
 
Στο εξής θα γράφουµε ( ),M O M x y= =

JJJJG
 και θα εννοούµε ότι: 

 
• στο σηµείο Μ αντιστοιχεί ένα µοναδικό διατεταγµένο ζεύγος 

αριθµών ( ),x y  το οποίο καλούµε καρτεσιανές συντεταγµένες 
του σηµείου Μ,  

 
• στο σηµείο Μ αντιστοιχεί ένα µοναδικό διάνυσµα, το διάνυσµα 

θέσης  OM
JJJJG

. 
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4.4. Ο χώρος n\ . Γραµµική ανεξαρτησία/εξάρτηση διανυσµάτων. 
Βάση. 
 
Ορισµός 4.4 Συµβολίζουµε µε 2\  το σύνολο όλων των διατεταγµένων 
ζευγών  ( ), :  ,x y x y ∈ \ . ∆ηλαδή 
 

( ){ }2 , :  ,x y x y= ∈\ \ . 
                       
Ο παραπάνω ορισµός γενικεύεται και για n > 2: 
 

( ){ }1 , . . . :  ,  1, 2 , . . . .n
n ix x x i n= ∈ =\ \ . 

 
Εστω 2n ≥  και το σύνολο n\  όπως ορίσθηκε παραπάνω. Εφοδιάζουµε 
το σύνολο n\  µε τις ακόλουθες πράξεις: 
 

• Πρόσθεση: Έστω ( ) ( )1 2 1 2, , . . . , , , , . . . ,n na a a B b b bΑ = =   
είναι δύο στοιχεία του n\ . Ορίζουµε το άθροισµα αυτών ως εξής: 

 
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1, , . . . , , , . . . , , . . . ,n n n na a a b b b a b a b+ = + + . 

 
Προφανώς ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες: 

  

( ) ( )
,  ( 0 , 0 , . . . , 0 )

 µ ο ν α δ ικ ο  σ η µ ε ιο  :n

A B B A
A B A B

A O A O
B A B O

Γ Γ
+ = +

+ + = + +

+ = =

∃ ∈ + =� � \“

. 

 
Η πράξη της πρόσθεσης αντιστοιχεί γεωµετρικά στη συνήθη πρόσθεση 
των διανυσµάτων  OA

JJJG
 και OB

JJJG
 όπως την περιγράψαµε παραπάνω. 

 
• Γινόµενο  πραγµατικού λ ∈\  µε στοιχείο ( )1 , . . . , nA a a=  
 

( ) ( )1 1, . . . , , . . . ,n na a a aλ λ λ⋅ = ⋅ ⋅ . 
 
Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες: 
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( ) ( )
( )

( )
( ),  1 , . . . ,1

A A

A A A

A B A B

A A

λ µ λ µ

λ µ λ µ

λ λ λ

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ + = ⋅ + ⋅

⋅ =1 1 =

. 

 
Η παραπάνω πράξη αντιστοιχεί γεωµετρικά στο γινόνενο αριθµού µε 
διάνυσµα OAλ ⋅

JJJG
 όπως την περιγράψαµε παραπάνω. 

 
Ορισµός 4.5 Το σύνολο n\ εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις 
καλείται διανυσµατικός χώρος και τα στοιχεία του καλούνται 
διανύσµατα. 
 
Αν ( )1 2, ,..., nA a a a= , τότε: 
                          

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, . . . , , 0 , . . . , 0 0 , , 0 , . . . , 0 .. . 0 , . . . , 0 ,n nA a a a a a a= = + + +
  
    ( ) ( ) ( )1 21, 0 , . . . , 0 0 ,1, 0 , . . . , 0 . . . . 0 , . . . , 0 ,1na a a= ⋅ + ⋅ + + ⋅  
 
    1 1 2 2 . . . . n na e a e a e= ⋅ + ⋅ + + ⋅

JG JG JG
, 

 

όπου 
θ εσ η

0 , . . .0 , 1 0 , . . . , 0
i

ie
−

↑

 
=  

 �

JG
. Στο εξής λέµε ότι τα διανύσµατα 

1,..., ne e
JG JG

 είναι µια βάση του χώρου n\  το οποίο σηµαίνει ότι : 
 

• (a) τα διανύσµατα 1,..., ne e
JG JG

 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, δηλαδή  
ικανοποιείται η σχέση:  

 

1 1 1. . . . . . 0n n ne eλ λ λ λ⋅ + + ⋅ = ⇒ = = =
JG JG G

0  
και  
 

• (b) τα διανύσµατα 1,..., ne e
JG JG

 παράγουν το χώρο n\ , δηλαδή κάθε 
διάνυσµα ( )1 , . . . , n

nO A a a= ∈
JJJG

\ γράφεται κατά µοναδικό 
τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων του συνόλου 

{ }1 , . . . , nE e e=
JG JG

 µέσω της σχέσης 
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1 1 2 2 . . . . n nO A a e a e a e= ⋅ + ⋅ + + ⋅
JJJG JG JG JG

, 
 
όπου οι αριθµοί 1 , . . . , na a ∈ \ είναι οι συντ/νες του σηµείου Α ως προς 
τη βάση Ε.  
 
Παρατηρήσεις: (α) Εστω 1,..., ka a

JG JJG
 είναι k −το πλήθος διανύσµατα του 

χώρου n\ . Τότε  
 

• Κάθε διάνυσµα της µορφής  
 

1 1 2 2 . . . . ,  k k ia a aλ λ λ λ⋅ + ⋅ + + ⋅ ∈
JG JJG JJG

\  
 

     καλείται γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων 1,..., ka a
JG JJG

. 
 
• Τα 1,..., ka a

JG JJG
 καλούνται γραµµικώς ανεξάρτητα αν ισχύει 

 

1 1 1. . . . . . 0k k ka aλ λ λ λ⋅ + + ⋅ = ⇒ = = =
JG JJG G

0 , 
 

          αλλιώς τα  1,..., ka a
JG JJG

 καλούνται γραµµικώς εξαρτηµένα (δηλαδή 
κάποιο απ’ αυτά µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των 
υπολοίπων). 

 
• Αν 1,..., ka a

JG JJG
 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα του n\ , 

τότε αποδεικνύεται ότι τα 1,..., ka a
JG JJG

 αποτελούν µία βάση του n\ αν 
και µόνον αν ισχύει  

k n= . 
 
     ∆ηλαδή µόνον n-το πλήθος γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα 

του χώρου n\ αποτελούν µία βάση του χώρου n\ . 
Σηµειώνουµε ότι ο n\ µπορεί να έχει άπειρες βάσεις. 

 
• Αν 1,..., ka a

JG JJG
 είναι k −το πλήθος διανύσµατα του n\  έτσι ώστε  

 
k n> , 

 
τότε αποδεικνύεται ότι τα 1,..., ka a

JG JJG
 είναι πάντα γραµµικώς 

εξαρτηµένα.  
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Ειδικότερα  όσον αφορά το χώρο 2\ : 
 
Oποιαδήποτε δύο διανύσµατα του 2\  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα αν 
και µόνον αν είναι µη παράλληλα.  Επιπρόσθετα δύο γραµµικώς 
ανεξάρτητα του 2\  αποτελούν µία βάση του 2\ .  

 
Οποιαδήποτε δύο διανύσµατα του 2\  είναι γραµµικώς εξαρτηµένα αν 
και µόνον αν είναι παράλληλα. Αν 1 2( , )O A a a=

JJJG
 και 

1 2( , )O B b b=
JJJG

 είναι δύο διανύσµατα του 2\ , τότε 
 

1 1

2 2

/ / 0
a b

O A O B
a b

⇔ =
JJJG JJJG

. 

 
Αρα τα ,O A O B

JJJG JJJG
 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα αν και µόνον αν 

  
1 1

2 2

0
a b
a b

≠ . 

 
Σ’ αυτή την περίπτωση κάθε άλλο διάνυσµα O X

JJJG
του 2\  µπορεί να 

γραφεί κατά µοναδικό τρόπο ως   
  

O X x O A y O B= ⋅ + ⋅
JJJG JJJG JJJG

 
 
όπου το διατεταγµένο ζεύγος ( ),x y  αποτελεί τις συντ/νες του σηµείου Χ 

ως προς τη βάση { },O A O B
JJJG JJJG

του 2\ . 
 
Oποιαδήποτε τρία και πλέον διανύσµατα του 2\ είναι πάντοτε 
γραµµικώς εξαρτηµένα.  
 

• όσον αφορά το χώρο 3\ : 
 
Oποιαδήποτε δύο διανύσµατα του 3\  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα 
µεταξύ τους αν και µόνον αν είναι µη παράλληλα, δεν αποτελούν όµως 
µία βάση του 3\ . Αν 1 2 3 1 2 3( , , ) ,  ( , , )O A a a a O B b b b= =

JJJG JJJG
είναι 

δύο διανύσµατα του χώρου 3\ , τότε 
 

/ /O A O B O A O B⇔ × =
JJJG JJJG JJJG JJJG JG

O (βλέπε εξωτ. γινόµενο παρακάτω). 
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Κατ’ επέκταση τα ,O A O B

JJJG JJJG
 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα αν και µόνον 

αν  
O A O B× ≠
JJJG JJJG JG

O . 
 
Oποιαδήποτε τρία διανύσµατα του 3\  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα 
µεταξύ τους αν και µόνον αν είναι µη συνεπίπεδα και τότε αποτελούν 
µία βάση του 3\ . Αν 1 2 3 1 2 3( , , ) ,  ( , , )O A a a a O B b b b= =

JJJG JJJG
, 

1 2 3( , , )O γ γ γΓ =
JJJG

, τότε τα ,  ,O A O B O Γ
JJJG JJJG JJJG

είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα αν και µόνον αν 
 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
a b
a b
a b

γ
γ
γ

≠ . 

 
Σ’ αυτή την περίπτωση κάθε άλλο διάνυσµα O X

JJJG
του 3\  µπορεί να 

αναλυθεί κατά µοναδικό τρόπο ως   
  

O X x O A y O B z O= ⋅ + ⋅ + ⋅ Γ
JJJG JJJG JJJG JJJG

 
 
όπου το διατεταγµένο ζεύγος ( ), ,x y z  αποτελεί τις συντ/νες του σηµείου 

Χ ως προς τη βάση { }, ,O A O B O Γ
JJJG JJJG JJJG

του 3\ . 
 
Oποιαδήποτε τέσσερα και πλέον διανύσµατα του 3\  είναι πάντοτε 
γραµµικώς εξαρτηµένα.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 72

4.5  Σύνηθες εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων.  
 
Oρισµός 4.6 Έστω ( ) ( )1 2 1 2, , . . . , , , , . . . ,n na a a a b b b b= =

G G
  είναι 

δύο διανύσµατα του n\ . Καλούµε εσωτερικό των διανυσµάτων a
G

 και b
G

 
να είναι ο αριθµός  
 

1 1 2 2
1

...
n

i i n n
k

a b a b a b a b a b
=

⋅ = = + + +∑
G G

. 

 
Ισχύουν οι ιδιότητες: 

                                           a b b a⋅ = ⋅
G G G G

 
( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
G G G G G G G

 

( ) ( ) ( )a b a b a bλ λ λ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
G G JJG G G G

 

                                           
2

0a a a= ⋅ ≥
G G G

. 
 
Εφόσον 

2
0a ≥

G
, υπάρχει η ποσότητα  

 
2 2 2 2

1 2 . . . na a a a a a= ⋅ = + + +
G G G

, 
 
οπότε µπορούµε δίνουµε τον ακόλουθο: 
 
Oρισµός 4.7 Αν ( )1 2, , . . . , na a a a=

G
, τότε ο µη αρνητικός αριθµός: 

  
2 2 2

1 ... na a a a= = + +
G G

 

 
καλείται µέτρο (ή νόρµα) του διανύσµατος a

G
. 

 
Το µέτρο ενός διανύσµατος a

G
 ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:  

 
0a ≥

G
, 

a aλ λ⋅ = ⋅
G G

, 

  a b a b a b− ≤ + ≤ +
G G G G G G

. 

 
Με τη βοήθεια του µέτρου µπορούµε να ορίσουµε την απόσταση µεταξύ 
δύο σηµείων Α και Β ως εξής: 
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Oρισµός 4.8 Έστω ( ) ( )1 2 1 2, , . . . , , , , . . . ,n nA a a a B b b b= =  είναι 
δύο oποιαδήποτε σηµεία του χώρου n\ µε αντίστοιχα διανύσµατα θέσης 
O A
JJJG

και O B
JJJG

, τότε ο µη αρνητικός αριθµός: 
 

( ) ( ) ( )22
1 1, .... n nd A B OB OA b a b a= − = − + + −

JJJG JJJG
 

        
καλείται απόσταση µεταξύ των σηµείων Α και Β και  ικανοποιεί τις 
ιδιότητες: 
 

                        
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

, 0

, ,

, , ,

d A B A B

d A B d B A

d A B d A d BΓ Γ

= ⇔ =

=

≤ +

. 

 
Oρισµός 4.9 Ο διανυσµατικός χώρος n\  εφοδιασµένος µε εσωτερικό 
γινόµενο καλείται ευκλείδειος χώρος. 
 

Θεώρηµα 4.1 Ισχύει ( )n,a b a b a bσυν⋅ = ⋅ ⋅
GJG G G G G

. 

 
Παρατηρήσεις: 1.   0a b a b⋅ = ⇔ ⊥

G G G G
. 

 

2. / /a b a b a b⋅ = ± ⋅ ⇔
G G G G G G

. 

 
3. Μια βάση { }1,..., na a

JG JJG
 του χώρου n\  καλείται ορθοκανονική αν τα 

στοιχεία της ικανοποιούν τις σχέσεις 1 ia i= ∀
JG

 και  i ja a i j⊥ ∀ ≠
JG JJG

. Η 

βάση { }1,..., ne e
JG JG

 µε στοιχεία ( )0,...0, 1 ,0,...,0i i
e

θεση−
=

�

JG
 καλείται συνήθης 

βάση του n\ . 
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4.6 Εξωτερικό και µικτό γινόµενο διανυσµάτων. 
 
Ορισµός 4.10 Έστω { }1 2 3, ,e e e

JG JG JG
 είναι η συνήθης κανονική βάση του 3\ . 

Εάν ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , ,a a a a b b b b= ,   =
G G

 είναι δύο διανύσµατα του 
3\ , ορίζουµε ως εξωτερικό γινόµενο αυτών το διάνυσµα : 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

e e e
a b a a a

b b b

      

× =      

      

JG JG JG
G G

, 

 
όπου η ορίζουσα αν και δεν έχει τη γνωστή έννοια αφού η πρώτη γραµµή 
είναι διανύσµατα και όχι αριθµοί, εν τούτοις χρησιµοποιείται ως ένας 
καλός µνηµονικός κανόνας µε τη σύµβαση η ορίζουσα να αναπτύσσεται 
πάντα ως προς την πρώτη γραµµή. Ισχύουν οι κάτωθι ιδιότητες:  
 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )22 2 2

a b b a

a b a b a b

a b c a b a c

a b c a c b c b a

a b c a c b a b c

a b a b a b

λ λ λ

× = − ×

⋅ × = × ⋅ = ⋅ ×

× + = × + ×

× × = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

× × = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

× = ⋅ − ⋅

G G G G

G G G G G G

G G G G G G G

G G G G G G G G G

G G G G G G G G G

G G G G G G

. 

 
Θεώρηµα 4.2 
 
• ∆ύο διανύσµατα του 3\  είναι γραµµικώς εξαρτηµένα αν και µόνον αν 

0a b× =
G G G

. 
 
• Έστω  a

G
, b
G

 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα του 3\ . Τότε το 
εξωτερικό γινόµενο a b×

G G
είναι διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο που 

ορίζουν τα  a
G
και b

G
 µε κατεύθυνση τέτοια ώστε το 

σύνολο{ },  ,  a b a b×
G G G G

 να αποτελεί µια δεξιόστροφη∗ βάση του 3\ .  

                                                 
∗ δηλαδή αν η δεξιά παλάµη δείχνει στην κατεύθυνση του a

G
 και στραφεί προς την κατεύθυνση 

του b
G

 κατά τη γωνία των a
G

 και b
G

, τότε ο αντίχειρας δείχνει την κατεύθυνση του a b×
G G

. 
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• ( )n,a b a b a bη µ× = ⋅ ⋅
G G G G G G

. 

 
• O θετικός αριθµός a b×

G G
 ισούται µε το εµβαδόν του 

παραλληλογράµµου µε πλευρές τα διανύσµατα a
G
και .b

G
 

 
Ορισµός 4.11 Μικτό γινόµενο µιας διατεταγµένης τριάδας διανυσµάτων 

( )1 2 3, ,a a a a=
G

, ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,b b b b c c c c=   =
G G

 καλείται ο 
αριθµός 

( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

[ , , ]
a a a

a b c a b c b b b
c c c

     

= ⋅ × =       

      

G G G G G G
. 

Θεώρηµα 4.3  
Εστω ( )1 2 3, ,a a a a=

G
, ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,b b b b c c c c=   =
G G

. Τότε: 
• Το µικτό γινόµενο είναι αναλλοίωτο ως προς την κυκλική µετάθεση των 

, ,a b c
G G G

 δηλαδή , , , , , , .a b c b c a c a b     = =     
G G G G G G G G G

 Iσοδύναµα 

 
( ) ( ) ( ).a b c b c a c a b⋅ × = ⋅ × = ⋅ ×

G G G G G G G G G
 

 
• Το µικτό γινόµενο είναι αναλλοίωτο ως προς την εναλλαγή εσωτερικού 
και εξωτερικού γινόµενου,  δηλαδή:  

 
( ) ( ) .a b c a b c⋅ × = × ⋅

G G G G G G
 

 
• Τα , ,a b c

G G G
είναι γραµµικώς εξαρτηµένα αν και µόνον αν 

, , 0 .a b c  = 
G G G

Κατά συνέπεια τα , ,a b c
G G G

αποτελούν βάση του 3\  αν 

και µόνον αν , , 0 .a b c  ≠ 
G G G

 

 
• Εάν , , 0a b c  > 

G G G
 τότε το σύνολο { }, ,a b c

G G G
 αποτελεί δεξιόστροφη 

βάση του 3\  διαφορετικά αποτελεί αριστερόστροφη βάση. 
 
• Ο θετικός αριθµός , ,  a b c  

G G G
 ισούται µε τον όγκο του 

παραλληλεπιπέδου µε πλευρές τα διανύσµατα , ,a b c
G G G

. 
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Λυµένες  ασκήσεις   

 
4.1 Ποια από τα διανύσµατα PQ AB και 

JJJG JJJG
 είναι παράλληλα; 

 
(α) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 , 4,3 , 1,5 7,1P Q Α Β= −  =   = − ,  =   
(β) ( ) ( ) ( ) ( )1,4 , 3,5 , 5,7 9,1P Q Α Β=  = −   = ,  =   

               
• Υπάρχουν ίσα διανύσµατα ;PQ AB , 

JJJG JJJG
  

• Υπάρχουν κάθετα διανύσµατα της  παραπάνω µορφής; 
              
Λύση: (α) ( ) ( )3,4 , 8, 4PQ ΑΒ=  = − .

JJJG JJJG
 Ισχύει PQ ΑΒ //  

JJJG JJJG
 αν και µόνον αν 

η ορίζουσα των συν/νων τους 3 4
8 4−

 ισούται µε µηδέν. Εφόσον 

3 4
1 2 3 2 4 4 0

8 4
= − − = − ≠

−
, τα  PQ AB , 

JJJG JJJG
 είναι µη παράλληλα. 

• PQ ΑΒ≠
JJJG JJJG

 διότι οι αντίστοιχες συντεταγµένες τους δεν είναι ίσες. 
 
•  0.PQ PQ⊥ ΑΒ ⇔ ⋅ ΑΒ =
JJJG JJJG JJJG JJJG

 Εφόσον  
 

3 8 4 ( 4) 24 16 8 0PQ ⋅ ΑΒ = ⋅ + ⋅ − = − = ≠
JJJG JJJG

 
 

τα PQ AB , 
JJJG JJJG

 δεν είναι κάθετα. Οµοια εργαζόµαστε και για την περίπτωση 
(β).                                                                                                              � 
 
2. Υπολογίστε τις γωνίες του τριγώνου µε κορυφές 
 
                   ( ) ( ) ( )2 , 1,1 1, 3, 5 3, 4 , 4Α = − ,  Β = − −  ,  Γ = − − . 
 
 Λύση: ( )( ) ( )1 2, 3 1 , 5 1 1, 2, 6ΑΒ = − − − − − − = − − −

JJJG
. 

 
             ( )( ) ( )3 2, 4 1 , 4 1 1, 3, 5ΑΓ = − − − − − − = − −

JJJG
,  

άρα: 
                                      

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 2 22 2

1 1 2 3 6 5

( 1) 2 6 1 3 5
συνϑ

− ⋅ − ⋅ − − ⋅ −ΑΒ ⋅ ΑΓ
= =

ΑΒ ⋅ ΑΓ − + − + − ⋅ + − + −

JJJG JJJG
JJJG JJJG  
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                            1 6 30 35 35
4141 35 41 35

− + +
= = =

⋅ ⋅
. 

 
Όµοια υπολογίζονται και οι υπόλοιπες γωνίες του τριγώνου.                   � 
 
3. Έστω  a

G
, nb ∈
G

\ . ∆είξτε ότι: 
 

                   

2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

a b a b a b

a b a b a b

+ = + + ⋅ ⋅

+ + − = ⋅ + ⋅

G G G G G G

G G G G G G .     

 
Λύση: (α) ( ) ( ) ( )22

a b a b a b a b+ = + = + ⋅ +
G G G G G G G G

 
 

                             
2 22 2

2a a b b a b a b a b= + ⋅ + ⋅ + = + + ⋅ ⋅
G G G G G G G G G G

. 
 
(β) Εργαζόµαστε όπως στην (α) και αποδεικνύουµε ότι: 
 

2 2 2
2 .a b a b a b− = + − ⋅ ⋅

G G G G G G
 

 

Tελικά:  
2 2 2 2

2 2a b a b a b+ + − = ⋅ + ⋅
G G G G G G

.                                                � 
 
4. ∆είξτε ότι a c b a c+ ⋅ ≥ ∀ ∈

G G G
\  αν και µόνον αν a b⊥

G G
. 

 
Λύση: Aρχικά υποθέτουµε ότι a b⊥

G G
. Τότε: 

 
02 2 22 2a c b a c b c a b+ ⋅ = + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

G G G G G G
 

2 2 22a c b a= + ⋅ ≥
G G G

, 
 

άρα: a c b a+ ⋅ ≥
G G G

. Αντιστρόφως έστω ότι a c b a c+ ⋅ ≥ ∀ ∈
G G G

\   και 

έστω ότι 0a b⋅ >
G G

. Τότε: 
 

2 2 2 2 2 22 22 2 0a c b a a c b c a b a c b c a b+ ⋅ ≥ ⇔ + ⋅ + ⋅ ⋅ ≥ ⇔ ⋅ + ⋅ ⋅ ≥
G G G G G G G G G G G

  . 
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Θέλουµε η τελευταία ανισότητα της παραπάνω σχέσης να ισχύει c∀ ∈\ . 
Παρατηρούµε όµως ότι ισχύει πάντοτε 0c∀ ≥ , ενώ για 0c <  ισχύει 
µόνον όταν 

2
2 a bc

b

⋅ ⋅
≤ −

G G

G
 . 

 
Καταλήξαµε σε άτοπο διότι υποθέσαµε εξ αρχής ότι η ανισοισότητα 
a c b a+ ⋅ ≥
G G G

 ισχύει c∀ ∈\ . Αν υποθέσουµε ότι 0a b⋅
G G

<  και 
εργασθούµε ακριβώς µε την ίδια λογική πάλι καταλήγουµε σε άτοπο. 
Αναγκαστικά λοιπόν ισχύει: 
 
           0 .a c b a c a b a b+ ⋅ ≥ ∀ ∈ ⇔ ⋅ = ⇔ ⊥

G G G G G G G
\               � 

 
5. Αν , ,u v w

G G JG
 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα του 3\  δείξτε ότι 

ότι και τα 2 4 ,2 5 ,3u v w v u w u w+ + + + +
G G JG G G JG G JG

 είναι επίσης γραµµικώς  
ανεξάρτητα διαύσµατα. 
 
Λύση: Έστω , ,k λ µ ∈\  τέτοια ώστε 
  

( ) ( ) ( )2 4 2 5 3k u v w v u w u wλ µ⋅ + + + ⋅ + + + ⋅ + = 0
G G JG G G JG G JG G

. 
Τότε  

( ) ( ) ( )5 3 2 2 4k u k v k wλ µ λ λ µ+ + ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ = 0
G G JG G

. 
 
Επειδή τα , ,u v w  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα εξ ορισµού το σύστηµα 
εξισώσεων  

5 3 0
2 2 0
4 0

k
k
k

λ µ
λ

λ µ

+ + =
 + =
 + + =

 

 
πρέπει να έχει µοναδική λύση τη µηδενική. Το σύστηµα αυτό είναι 
οµογενές 3 3×  σύστηµα. Επειδή η ορίζουσα των συντελεστών των 
αγνώστων ικανοποιεί την  

1 5 3
2 2 0 26 0
4 1 1

= − ≠  
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συµπεραίνουµε ότι το σύστηµα έχει µοναδική λύση τη µηδενική 
0.k λ µ= = =  Άρα τα 2 4 ,2 5 ,3u v w v u w u w+ + + + +

G G JG G G JG G JG
 είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα.                                                                                                � 
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Αλυτες ασκήσεις 
 
4.1. ∆ίνεται ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 , 4,3 , 1,5 7,1P Q Α Β= −  =   = − ,  =  . Είναι τα 

διανύσµατα PQ AB και 
JJJG JJJG

 (i) παράλληλα, (ii) ίσα, (iii) κάθετα µεταξύ τους; 
(iv) Αποτελούν τα PQ AB και 

JJJG JJJG
 βάση του επιπέδου; (v) Aν ναι 

υπολογίστε τις συντεταγµένες του σηµείου Α=(1,1) ως προς τη βάση 
αυτή.  
                         Απάντ. (i) Oχι (ii) Oχι, (iii) Oχι, (iv) Ναι, k=3/11, λ=1/44  
  
4.2 ∆είξτε ότι τα διανύσµατα a = (1,1,3)

G
 και (2,1,0)b =

G
 δεν είναι 

συγγραµικά. Βρείτε διάνυσµα c 
G
ώστε το σύνολο { }, ,a b c

G G G
 να είναι βάση 

του χώρου 3\ . Υπολογίστε τη γωνία µεταξύ των ,a b
G G

.             

                                                           Απάντ. ( )c = −3,6,−1
G

, 3
55

συνθ =      

  
4.3.  Αν { }1 2 3, ,e e e

JG JG JG
 είναι η κανονική βάση του χώρου 3\ , δείξτε ότι τα 

διανύσµατα 1 2 32a e e e = 3 − −
G JG JG JG

, 1 23b e e = −
G JG JG

 και 1 2 32c e e e = + −
G JG JG JG

 
σχηµατίζουν ορθογώνιο τρίγωνο. Στη συνέχεια υπολογίστε το εµβαδόν 
του µε χρήση εξωτερικού γινοµένου.                             Απάντ. Ε= 84 / 2   
 
4.4.  Αν { }1 2 3, ,e e e

JG JG JG
 είναι η κανονική βάση του χώρου 3\  να βρεθεί 

διάνυσµα κάθετο  στα 1 2 33a e e e = 2 + −
G JG JG JG

, 1 2 32b e e e = − +
G JG JG JG

 µέτρου 5.      

                                                                                      Απάντ. ( )5 1,1,1
3

±  

 
4.5. ∆είξτε ότι τα διανύσµατα ,a b a b + −

G G G G
 είναι κάθετα µεταξύ τους αν 

και µόνον αν τα  ,a b 
G G

 έχουν το ίδιο µέτρο. 
 
4.6. ∆είξτε ότι οι διαγώνιοι τετραγώνου τέµνονται κάθετα.  
 
4.7. Εστω a = (−1,2).

G
 Βρείτε b x y = ( , )

G
 ώστε b a ⊥

G G
 και b = 5

G
.  

                                                                                         Απάντ. b = ±(2,1)
G

    
 
4.8. Να βρεθεί µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα 
διανύσµατα (4,3, 1)a b = (2,−6,−3), = −

G G
.   
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                                                     Απάντ. c 3 2 6
 = ( ,− , )

7 7 7

G
 ή c 3 2 6

 = (− , ,− )
7 7 7

G
    

 
4.9.  ∆είξτε ότι ( ) ( ) ( ) 0a b c b c a c a b× × + × × + × × =

G G G G G G G G G G
.  

 
4.10. ∆ίνονται τα διανύσµατα (2,1,0),a b c = (1,1,3), =  = (0,1,2)

G G G
. ∆είξτε 

ότι τα ,a b c, 
G G G

 δεν είναι συνεπίπεδα. Ποιος ο όγκος του παραλληλεπιπέδου 
µε πλευρές τα ,a b c, 

G G G
;                                                               Απάντ. V= 4 

4.11. ∆ίνεται τραπέζιο ΟΑΒΓ (O A B→ → → Γ ) ώστε OA a=
JJJG G

, O bΓ =
JJJG G

 
και / 2B aΓ =

JJJG G
. Εάν Μ είναι το σηµείο τοµής των διαγωνίων, να δειχθεί 

ότι 2
3 2

aOM b
 

= + 
 

GJJJJG G
. 

 
4.12. ∆είξτε ότι τα διανύσµατα ,a b c, 

G G G
 αποτελούν µία βάση του 3\  αν 

και µόνον αν , ,a b b c c a× × ×
G G G G G G

 αποτελούν µία βάση του 3\ .  
 
4.16. Εξετάστε αν τα στοιχεία (1,2,1,0),(1,2, 1,0),(0,0,2,0)−  είναι 
γραµµικά ανεξάρτητα στον 4\ .        Απάντ. Είναι γραµµικά εξαρτηµένα.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

Εξισώσεις ευθειών και επιπέδων στο χώρο 
 
5.1. Εξισώσεις ευθείας στο χώρο 3\ : 
 
Για να έχουµε εποπτική παράσταση θα εργασθούµε στο χώρο 3\  αλλά 
τα αποτελέσµατα γενικεύονται και στο χώρο ,  3n n >\ . 
 
5.1.1 ∆ιανυσµατική εξίσωση ευθείας που διέρχεται από σηµείο A  και 
είναι παράλληλη προς διάνυσµα  b

G
. Παραµετρικές και συµµετρικές 

εξισώσεις ευθείας. 
 
Έστω ( )1 2 3, ,A a a a=  είναι δοθέν σηµείο του 3\  και ( )1 2 3, ,b b b b=

G
 

είναι το διάνυσµα θέσης ενός σηµείου Β. Τότε καλούµε ευθεία που 
διέρχεται από το σηµείο A και είναι παράλληλη προς το διάνυσµα b

G
 να 

είναι το σύνολο των σηµείων ( )1 2 3, ,X x x x=  που ικανοποιούν τη σχέση: 
 

OX OA AX= +
JJJG JJJG JJJG

 

                         
                                              
Εφόσον τα διανύσµατα AX

JJJG
 και b

G
 είναι συγγραµικά παίρνουµε τη 

διανυσµατική εξίσωση ευθείας 
 

,OX O t b tΑ= + ⋅ ∈
JJJG JJJG G

\  . 
 
Από τη διανυσµατική εξίσωση της ευθείας προκύπτουν άµεσα οι 
παραµετρικές εξισώσεις  ευθείας 
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( ) ( ) ( )
1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 2 2

3 3 3

, , , , , , ,
x a t b

x x x a a a t b b b x a t b t
x a t b

= + ⋅
+ ⋅ ⇒ = + ⋅ ∈
 = + ⋅

\ =  . 

Εάν 0  ib i≠ ∀ , τότε απαλείφοντας το t σε κάθε µία από τις παραπάνω 
εξισώσεις παίρνουµε τις συµµετρικές εξισώσεις ευθείας: 
 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

x a x a x a
b b b
− − −

= = . 

 
5.1.2 Ευθεία που διέρχεται από δύο σηµεία ( )1 2 3, ,A a a a=  και 

( )1 2 3, ,B b b b= . 
 
Στην περίπτωση αυτή η ευθεία διέρχεται από σηµείο ( )1 2 3, ,A a a a=  
και είναι παράλληλη προς το διάνυσµα AB

JJJG
 οπότε αναγόµαστε στην 

προηγούµενη περίπτωση. Συνεπώς η διανυσµατική εξίσωση ευθείας είναι  
 

,  O X O t B t= Α + ⋅ Α ∈
JJJG JJJG JJJG

\ , 
 
ενώ οι παραµετρικές εξισώσεις ευθείας είναι: 
 

( )
( )
( )

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

,  

x a t b a

x a t b a t

x a t b a

 = + ⋅ −


= + ⋅ − ∈
 = + ⋅ −

\ . 

 
Oρισµός 5.1 Γωνία ϕ  µεταξύ δυο ευθειών ( )1ε  και ( )2ε  καλούµε τη 
µικρότερη γωνία µεταξύ δύο οποιονδήποτε διανυσµάτων ,a b

G G
 των ( )1ε  

και ( )2ε  αντιστοίχως. Η γωνία ϕ  υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

a b

a b
συνϕ

⋅
=

⋅

G G

G G . 

Προφανώς ισχύει 0
2
πϕ≤ ≤ . 

 
5.1.3 Σχετικές θέσεις δύο ευθειών. 
 
Θεωρούµε δύο ευθείες µε διανυσµατικές εξισώσεις: 
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,

OX OA t a
t

OX OB t b

= + ⋅
∈

= + ⋅

JJJG JJJG G
\JJJG JJJG G , 

 
οι οποίες διέρχονται από σηµεία Α και Β αντιστοίχως και είναι 
παράλληλες σε διανύσµατα a

G
 και b

G
 αντιστοίχως. Οι ευθείες αυτές 

µπορεί να είναι:  
 

• ασύµβατες (δηλαδή µη συνεπίπεδες) ή  
 
• συνεπίπεδες. Στην περίπτωση αυτή οι ευθείες είτε τέµνονται  σε 

σηµείο, είτε είναι παράλληλες, είτε συµπίπτουν. 
 
Ειδικότερα: 
 

• οι ευθείες είναι ασύµβατες αν και µόνον αν , , 0AB a b  ≠ 
JJJG G G

 (µικτό 
γινόµενο).   

 
• οι ευθείες είναι συνεπίπεδες αν και µόνον αν , , 0AB a b  = 

JJJG G G
. Τότε: 

 
• εάν a b× ≠

G G G
0  τότε οι ευθείες τέµνονται σε σηµείο, ενώ  

 
• αν a b× =

G G G
0  τότε οι ευθείες είναι παράλληλες ή 

συµπίπτουν. 
 
Αναφέρουµε ότι η απόσταση d µεταξύ δύο ασυµβάτων ευθειών είναι 
  

, ,  AB a b
d

a b

  =
×

JJJG G G

G G . 
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5.2. Εξισώσεις επιπέδου στο χώρο.  
 
5.2 .1  Ορισµός .  Αναλυτική  εξ ίσωση  επιπέδου .  
 
Έστω  ( )0 0 0 0, ,P x y z=  και ( ), ,O N A B C=

JJJG
 είναι το διάνυσµα 

θέσης σηµείου N .  Καλούµε επίπεδο που διέρχεται από το 0P  και είναι 
κάθετο στο διάνυσµα O N

JJJG
 να είναι το σύνολο των σηµείων 

( ), ,X x y z=  που ικανοποιούν τη σχέση  
 

0 0P P ON⋅ =
JJJG JJJG

. 
 
Η παραπάνω καλείται διανυσµατική εξίσωση επιπέδου και µπορεί να 
γραφεί ως εξής: 
 

( )0 00 0P P ON OP OP ON⋅ = ⇔ − ⋅ =
JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

 
 
                    ( ) ( ) ( )0 0 0 0x x A y y B z z Γ⇔ − + − + − =  
 
                    0 0 0

D

Ax By z Ax By zΓ Γ
−

⇔ + + = + +���	��
  

 
                    0Ax By z DΓ⇔ + + + = .    (αναλυτική εξίσωση επιπέδου) 
 
Το διάνυσµα O N

JJJG
καλείται κανονικό διάνυσµα του επιπέδου.  

 
5.2.2 Εξίσωση επιπέδου που διέρχεται από σηµείο P0 =(x0,y0,z0) και 
είναι παράλληλο προς δυο µη συγγραµικά διανύσµατα 

( )1 2 3, ,a a a a=
G

 και  ( )1 2 3, ,b b b b=
G

. 
                
Εφόσον τα διανύσµατα a

G
και b

G
είναι µη συγγραµικά είναι γνωστό ότι το 

εξωτερικό τους γινόµενο a b×
G G

 είναι διάνυσµα κάθετο στα διανύσµατα 
a
G
και b

G
, οπότε αναγόµαστε στην προηγούµενη περίπτωση µε 

ON a b= ×
JJJG G G

. Αρα η διανυσµατική εξίσωση του επιπέδου είναι η  
 

( )0 0P X a b⋅ × =
JJJJG G G

, 
 
και από τον τύπο του µικτού γινοµένου προκύπτει η αναλυτική εξίσωση 
του επιπέδου:   
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0 0 0

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z
a a a
b b b

−   −  −

                 =

                  

. 

 
5.2.3 Εξίσωση επιπέδου που διέρχεται από τρία µη συνευθειακά 
σηµεία ( )1 2 3, ,A a a a= ,  ( )1 2 3, ,B b b b=  και ( )1 2 3, ,c c cΓ = . 
         
Εστω Μ=(x,y,z) είναι σηµείο του επιπέδου. Τότε τα διανύσµατα AB

JJJG
 και 

AΓ
JJJG

 είναι µη συγγραµικά οπότε αναγόµαστε στην προηγούµενη 
περίπτωση και η εξίσωση του επιπέδου δίνεται από τη σχέση  
 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

0
x a y a z a
b a b a b a
c a c a c a

− − −
− − − =
− − −

. 

 
Ενας άλλος τύπος που δίνει την  αναλυτική εξίσωση του επιπέδου είναι: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

0

x y z
a a a
b b b
c c c

                           
                       1

=
                        1

                        1

. 

 
Oρισµός 5.2 Γωνία ϕ  µεταξύ δυο επιπέδων Ε1 και Ε2 καλούµε τη 
µικρότερη γωνία µεταξύ των αντιστοίχων κανονικών διανυσµάτων τους 

1O N
JJJJG

και 2O N
JJJJG

. Η γωνία ϕ  υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

1 2

1 2

ON ON

ON ON
συνϕ

⋅
=

⋅

JJJJG JJJJG

JJJJG JJJJG . 

Προφανώς 0
2
πϕ≤ ≤ . 

 
5.2.4 Σχετικές θέσεις δύο επιπέδων. 
 

Εστω δύο επίπεδα E1 και E2 µε εξισώσεις 1 1 1 1

2 2 2 2

0 
.

0
A x B y z
A x B y z

+ + Γ + ∆ =
+ + Γ + ∆ =

 Tότε 
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• E1 // E2  αν και µόνον αν 1 1 1 1

2 2 2 2

A B
A B

Γ ∆
= = ≠

Γ ∆
. 

• E1,E2 συµπίπτουν αν και µόνον αν  1 1 1 1

2 2 2 2

A B
A B

Γ ∆
= = =

Γ ∆
. 

 
• Τα E1 και E2 τέµνονται κατά µήκος ευθείας αν και µόνον αν 

1 2N NΟ × Ο ≠
JJJJG JJJJG JG

O , όπου 1 2,N NΟ Ο
JJJJG JJJJG

 είναι τα κανονικά διανύσµατα 
των  E1 και E2 αντιστοίχως. 

 
5.3 Απόσταση σηµείου από επίπεδο. 
 
Εστω επίπεδο Ε µε εξίσωση 1 1 1 1 0A x B y z+ + Γ + ∆ =  και ( ), ,ON A B= Γ

JJJG
 

το κανονικό διάνυσµα αυτού. Θεωρούµε σηµείο Μ=(x0,y0,z0) εκτός του 
επιπέδου Ε και έστω Μ0=(x′,y′,z′) είναι η προβολή του Μ πάνω στο Ε. 
Ορίζουµε 0d M M=

JJJJJJG
 να είναι η απόσταση του σηµείου Μ από το επίπεδο 

Ε. Τότε 
 

2 2 2
0d M M t ON t A B= = ⋅ = ⋅ + + Γ

JJJJJJG JJJG
. 

Επίσης: 
 

( ) ( )0 0 0 0, , , ,M M t ON x x y y z z t A B′ ′ ′= ⋅ ⇒ − − − = Γ
JJJJJJG JJJG

 
 

                                       
0

0

0

x x tA
y y tB
z z t

′ = −
′⇒ = −
′ = − Γ

.                                                (Α) 

 
Eφόσον το σηµείο Μ0=(x′,y′,z′) είναι η προβολή του Μ πάνω στο Ε, το 
Μ0 είναι σηµείο του επιπέδου Ε, άρα οι συντ/νες του ικανοποιούν την 
εξίσωση του επιπέδου Ε. Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (Α) στην εξίσωση 
του επιπέδου και µετά από στοιχειώδεις πράξεις βρίσκουµε 
 

0 0 0
2 2 2

Ax By zt
A B
+ + Γ + ∆

=
+ + Γ

. 

Αρα: 
2 2 2 0 0 0

2 2 2

Ax By z
d t A B d

A B

+ + Γ + ∆
= ⋅ + + Γ ⇒ =

+ + Γ
. 
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Λυµένες  Ασκήσεις  
 
1. Υπολογίστε τις παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από 
τα σηµεία ( ) ( )1,1, 1 , 2 ,1, 3Α Β= − − . 
 
Λύση: Προφανώς ( )3,0,4AB = −

JJJG
, oπότε η διανυσµατική εξίσωση της 

ευθείας που διέρχεται από το  Α και είναι παράλληλη προς το διάνυσµα 
AB
JJJG

 είναι η ,   OX OA t AB t= + ⋅ ∈
JJJG JJJG JJJG

\ . Απ’ αυτήν εύκολα προκύπτουν οι 
παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας. Πράγµατι 
 

( ) ( ) ( ), , 1,1, 1 3,0,4x y z t= − + ⋅ − ⇒
1 3

1 ,   
1 4

x t
y t

z t

= − ⋅
= ∈

= − + ⋅
\ .                 � 

            
2. Υπολογίστε την εξίσωση ευθείας στον 2\  που διέρχεται από σηµείο 

( )5 , 3P = −  και είναι κάθετη σε διάνυσµα ( )1, 1OA = −
JJJG

.  
 
Λύση: Eστω ( )1 2,a a a=

G
 είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα. Τότε: 

 
1 2 1 20 0a a a a a a⊥ ΟΑ ⇔ ⋅ ΟΑ = ⇔ − = ⇔ =

G JJJG G JJJG
. 

 
Eπιλέγουµε (αυθαίρετα) 1 2 1a a= =  οπότε η διανυσµατική εξίσωση της 
ευθείας που διέρχεται από το σηµείο P και είναι παράλληλη στο 
διάνυσµα ( )1,1  είναι 
 

( ) ( )1,1 ( , ) ( 5,3) 1,1X t x y tΟ = ΟΡ + ⋅ ⇔ = − + ⋅
JJJG JJJG

 
 
απ’ όπου προκύπτουν εύκολα οι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας: 
 

5
,  

3
x t

t
y t
= − +

∈
= +

\ . 

 
Με απαλοιφή του t παίρνουµε 8y x= + .                                                    � 
 
3. Υπολογίστε την εξίσωση επιπέδου που διέρχεται από σηµείο 

( )4 , 2 , 1P = −  και είναι κάθετο στο διάνυσµα ( )1, 1, 3O N = −
JJJG

. 
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Λύση: ( )P 0 0X X P ONΟΝ⋅ = ⇔ Ο − Ο ⋅ =
JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJG

 
 
                                 ( ) ( ) ( ) ( )4 1 2 1 1 3 0x y z⇒ − ⋅ + − ⋅ − + + ⋅ =  
 
              4 2 3 3 0 3 1x y z x y z⇔ − − + + + = ⇔  − + = − . � 
 
4. Υπολογίστε την εξίσωση επιπέδου που διέρχεται από τα σηµεία 
( ) ( ) ( )2 ,1,1 , 3 , 1,1 , 4 ,1, 1− − . 
 
Λύση: Από τη θεωρία η ζητούµενη εξίσωση είναι: 
                                                            

                  

1
2 1 1 1

0 7
3 1 1 1
4 1 1 1

x y z

x y z= ⇔ + + = −
−

−

.                  � 

 
5. Υπολογίστε ένα διάνυσµα παράλληλο στην ευθεία που ορίζεται ως 
τοµή των επιπέδων:    

2 1
3 2
x y z
x y z

− + =
+ + =

. 

 

Λύση: Έστω x c= , τότε  
1 2
2 3

y z c
y z c

− + = −
 + = −

, άρα 3 52 3 5
2 2

z c z c= − ⇒ = − , 

συνεπώς:  
3 5 1 11 2 2 1
2 2 2 2

y z c c c c= − + = − + − = − . 

 
Τελικά η λύση του συστήµατος είναι η ευθεία µε διανυσµατική εξίσωση: 
 

( ) 1 3 5 1 3 1 5, , , , 0 , , 1, ,
2 2 2 2 2 2

c cx y z c c− −     = = + − −     
     

 

 

άρα το διάνυσµα 1 51, ,
2 2

 − − 
 

 είναι παράλληλο στην ευθεία που 

ορίζεται ως τοµή των δύο επιπέδων.                                                          � 
 
6. Υπολογίστε τη  γωνία µεταξύ των επίπεδων  1x y z+ + = , 
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5x y z− − = . 
 
Λύση: H γωνία µεταξύ δύο επιπέδων ορίζεται ως η µικρότερη γωνία 
µεταξύ των κανονικών διανυσµάτων τους 1 2,N N

JJG JJG
. Προφανώς ( )1 1,1,1N =

JJG
, 

( )2 1, 1, 1N = − −
JJG

, άρα: 
 

1 2

1 2

1 1 1 1 1
3 33 3

N N

N N
σ υ ν ϑ ϑ τ ο ξ σ υ ν

⋅ − −  = = = ⇒ =  
 ⋅

JJG JJG

JJG JJG .   � 

 
7. Έστω  ( )1, 3 , 5P =  και ( )2 ,1,1A = − . Υπολογίστε την τοµή της 
ευθείας από το Ρ στην κατεύθυνση του Α και του επιπέδου 
2 3 1x y z+ − = . 
 
Λύση: Oι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας είναι: 
              

1 2
3 ,   
5

x t
y t t
z t

= −
= + ∈
= +

\ . 

 
Οι συντεταγµένες του σηµείου τοµής πρέπει να ικανοποιούν την εξίσωση 
του επιπέδου και τις παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας, άρα: 
 

52 (1 2 ) 3 (3 ) (5 ) 1 2t t t t− + + − + = ⇒ = , 
 
συνεπώς οι συντεταγµένες του σηµείου τοµής είναι: 
  

( ) ( )0 0 0 0 0 0
1 1 1 5( ) , ( ) , ( ) 1 2 , 3 , 5 4 , ,
2 2

x t y t z t t t t  = − + + = − 
 

 

 
8. Υπολογίστε την εξίσωση του επιπέδου:  
 

(α) που διέρχεται από το σηµείο 1 12 , ,
2 3

 
 
 

και είναι κάθετο στην 

ευθεία { }( ) : 2 , 2 5 , 9x t y t z tε π π= + = + = . 
 
(β) που περιέχει τις παράλληλες ευθείες  µε εξισώσεις: 
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1 1 5
3 2 4

3 4
3 2 4

x y z

x y z

− + − = =
 + − = =


. 

 
Λύση: (α) Aπό τις παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας βρίσκουµε 
εύκολα ότι το διάνυσµα a =

G
(2,5,9) είναι παράλληλο στην ευθεία, οπότε 

το κανονικό διάνυσµα του επιπέδου είναι το διάνυσµα a
G

 και εποµένως η 
αναλυτική εξίσωση του επιπέδου είναι: 
 

( ) 1 1 192  2  5 9 0 2 5 9
2 3 2

x y z x y z   − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ = ⇒ + + =   
   

. 

 
(β) Ενα σηµείο της 1ης ευθείας είναι το ( )1 1, 1,5P = − . Υπολογίζουµε δύο 
σηµεία της 2ης ευθείας π.χ. τα ( )2 3,4,0P = −  και ( )3 6,10,12P . Το 
κανονικό διάνυσµα του επιπέδου είναι το 
 

( ) ( ) ( )
1 2 3

1 2 1 3 1 2 34 5 5 35 55 28 25 44 25
5 11 7

e e e
N PP PP e e e= × = − − = + − − + + − −

JG JG JG
JJG JJJJG JJJG JG JG JG

 

 
       ( )1 2 390 3 69 90,3, 69e e e= + − = −

JG JG JG
, 

 
oπότε η αναλυτική εξίσωση του επιπέδου είναι: 
 

( ) ( ) ( ) 9 0 1 3 1 6 9 5 0x y z⋅ − + ⋅ + − ⋅ − = .                               � 
 
9. Είναι τα ( ) ( ) ( )1 , 4 , 2 , 4 , 3 , 5 , 5 , 1 0 , 8− − − − −  σηµεία της ίδιας 
ευθείας; 
 
Λύση: Μελετούµε το µικτό γινόµενο των αντιστοίχων διανυσµάτων 
θέσης των παραπάνω σηµείων: 
                         

1 4 2
3 5 4 5 4 3

4 3 5 4 2
1 0 8 5 8 5 1 0

5 1 0 8

− − − − −
− − = − +

− − − − − −
− − −
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                                 ( ) ( ) ( )24 50 4 32 25 2 40 15 0= − − ⋅ − + ⋅ − − ≠ , 
 
άρα τα σηµεία είναι µη συνευθειακά αφού τα αντίστοιχα διανύσµατα 
θέσης αυτών αποτελούν µία βάση του 3\ .                                                � 
 

10. ∆είξτε ότι η ευθεία 1 2 , 5
3 1 2

x y z− − = = − 
είναι παράλληλη 

προς την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία ( )0 5 , 7 , 9Ρ =  και 
( )1  4 ,1 1, 9Ρ = . 

 
Λύση: Aπό τη θεωρία είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το διάνυσµα 

( )3,12,0a = −
G

 είναι παράλληλο προς την 1η ευθεία, ενώ το διάνυσµα 

( ) ( ) ( )0 1  4,11,9 5,7,9 1,4,0Ρ Ρ = − = −
JJJJG

 είναι παράλληλο προς τη 2η ευθεία. 
Επειδή:  

0 1a × Ρ Ρ =
G JJJJG JG

O  
 
οι δύο ευθείες είναι παράλληλες.                                                               � 
 
11. Υπολογίστε τις παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται 
από το ( )0 3, 1,2P = −  και είναι παράλληλη στην ευθεία µε εξισώσεις  

1 3
4 2

x y z− +
= = . 

 
Λύση: Aπό τη θεωρία ένα διάνυσµα παράλληλο στη 2η ευθεία είναι το 
( )4,2,1 , οπότε η διανυσµατική εξίσωση της ζητούµενης ευθείας είναι η: 
  

( )0 4,2,1 ,   OX OP t t= + ∈
JJJG JJJG

\  
 
και οι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας είναι οι ακόλουθες: 
 

                                             
1

2

3

3 4
1 2 ,   
2

x t
x t t

x t

= +
 = − + ∈
 = +

\ .                                     � 

 
12. ∆είξτε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία ( )1,7,5  και ( )3,2, 1−  
είναι παράλληλη µε την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία ( )2,8,17−  
και ( )2, 2,5− . 
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Λύση: Υπολογίζουµε δύο διανύσµατα παράλληλα προς τις αντίστοιχες 
ευθείες: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3,2, 1 1,7,5 2, 5, 6

2, 2,5 2,8,17 4, 10, 12

a

b

= − − = − −

= − − − = − −

G

G . 

 
Για να είναι οι δύο ευθείες παράλληλες, αρκεί  //a b a b⇔ × =

G G G G G
0 :   

 

          
1 2 3

1 2 3

5 6 2 6 2 5
2 5 6

10 12 4 12 4 10
4 10 12

e e e
e e e

− − − −
− − = − + =

− − − −
− −

JG JG JG
JG JG JG G

0 .         � 
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Αλυτες ασκήσεις 
 
5.1. Υπολογίστε τις παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται 
από τα σηµεία ( ) ( )2 , 0 , 3 , 2 , 5 , 9Α = − Β − . 
                                                  Απάντ. { }2, 5 , 3 12 ,  x y t z t t= = − = − + ∈\  
 
5.2.  Yπολογίστε την εξίσωση επιπέδου που διέρχεται από σηµείο 

( )0 ,1, 3Ρ = −  και είναι κάθετο στο διάνυσµα ( )2 ,1, 4N = −
JJG

. 
                                                                               Απάντ. 2 4 13x y z+ − =  
 
5.3. Yπολογίστε την εξίσωση επιπέδου που διέρχεται από τα σηµεία  
( ) ( ) ( )2 ,1,1 , 3 , 1,1 , 4 ,1, 1− − .                           Απάντ. 2 7x y z+ + =  
 
5.4. Yπολογίστε διάνυσµα παράλληλο στην ευθεία που ορίζεται ως τοµή 

των επιπέδων   
3 1

2 3 4
x y z
x y z

− + − =
 + − =

.                                           Απάντ. 5 71, ,
8 8

 
 
 

  

 
5.5. Yπολογίστε τη γωνία µεταξύ των επίπεδων 

2 3 0x y z− + + = και 3 2x y− = .                   Απάντ. 11
140

συνθ = −  

 
5.6. Έστω  ( )0 ,1, 1Ρ = −  και ( )2 , 0 , 3Α = − . Yπολογίστε την 
τοµή της ευθείας από το Ρ στην κατεύθυνση του Α και του επιπέδου 

2 3 4x y z− + − = .                                                Απάντ. ( )0,1, 1Γ = −  
 
5.7. Yπολογίστε την εξίσωση του επιπέδου:  
 
(α) που διέρχεται από το σηµείο ( )2 , 2 , 3− και είναι κάθετο στην ευθεία 
µε παραµετρικές εξισώσεις 1 3 , 2 3 , 5x t y t z t= − = + = . 
 
(β) που περιέχει τις παράλληλες ευθείες  µε εξισώσεις: 
 

1 2 2
2 2 3

1 1
4 4 6

x y z

x y z

+ − + = = − −
 + + = =
 − −

. 

             Απάντ. (α) 3 3 5 2 7x y z− − = −  (β) 2 2 4x y z+ − =  
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5.8.  Είναι τα ( ) ( ) ( )1 , 0 , 2 , 2 , 3 , 1 , 0 , 4 , 2− − − − −  σηµεία της ίδιας 
ευθείας;                                                                                      Απάντ. Όχι   
 
5.9. Έστω διάνυσµα (2,1,0)L =

JG
 και σηµείο 1 (3,4,9)Ρ =  που δεν ανήκει 

στον φορέα του L
JG

. Υπολογίστε την απόσταση d µεταξύ του σηµείου 1Ρ  
και του φορέα του διανύσµατος L

JG
.                                    Απάντ. 86  

 
5.10. Yπολογίστε την απόσταση µεταξύ του σηµείου ( )1,1, 2Ρ =  και 

του επιπέδου µε εξίσωση  3 5 2x y z+ − = .                      Απάντ. 8
35

  

 
5.11. Yπολογίστε την εξίσωση επιπέδου που διέρχεται από τα σηµεία 
Ρ1=(1,2,3) και Ρ2=(2,3,1) και είναι κάθετο στο επίπεδο 
4 2 7 0x y z− + − = .                                                       Απάντ. 5 13y z+ = . 
 
5.12. Yπολογίστε τις οι συµµετρικές εξισώσεις της ευθείας που περνά 
από το σηµείο Ρ=(1,1,1) και είναι κάθετη στην ευθεία  
                                                  Απάντ. { }3 5 2 0,  2 3 1 0x y x z− + = + + = . 
 

5.13. ∆ίνεται η ευθεία 1:  1
2

yx zε +
− = =  και το επίπεδο Π: 

3 5 1 0x y z+ − + = . ∆είξτε ότι η ευθεία είναι παράλληλη προς το επίπεδο 
και στη συνέχεια υπολογίστε την εξίσωση του επιπέδου που περιέχει την 
ευθεία (ε) και είναι κάθετο στο επίπεδο Π.                              
                                                                           Απάντ. 11 8 5 19x y z− + = . 
 
5.14. Yπολογίστε την απόσταση του σηµείου Ρ=(1,2,3) από την ευθεία 
που ορίζεται ως η τοµή των επιπέδων 2 5 0,  3 0x y z x y z+ + + = − + + = .               

                                                                                         Απάντ. 171
7

d =  

5.15. ∆ίνονται οι ευθείες  
 

1
-1 5 6:  
3 4 7

x y zε − −
= =  και 2

1 6:  -1
2 3

y zxε − −
= = . 

 
∆είξτε ότι είναι ασύµβατες και να υπολογίσετε τη µεταξύ τους απόσταση.                          

Απάντ. 4 3
3

d =   
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5.16. ∆ίνονται οι ευθείες 1 :  1 1x y zε + = − =  και 2
1 1:  -1

2
y zxε

λ
+ −

= = . 

Προσδιορίστε πραγµατικό αριθµό λ  ώστε οι ευθείες να είναι ασύµβατες.                         

Aπάντ.   5
4

λ ≠                                                                                                             
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KEΦΑΛΑΙΟ 6 
 

Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα τετραγωνικού πίνακα  
 
6.1. Ορισµοί. 
 
Ορισµός 6.1 Έστω Α είναι ένας n×n πίνακας, λ ∈^  και 1( ,..., )nu u u=

G
 

είναι ένα µη µηδενικό διάνυσµα-στήλη του n\  (ή του n^ ). Ο αριθµός λ 
καλείται ιδιοτιµή του πίνακα Α µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα u  όταν τα λ και 
u
G

 ικανοποιούν την ισότητα  
A u uλ⋅ = ⋅
G G

. 
 
Ορισµός 6.2 Έστω Α είναι ένας n×n πίνακας. Καλούµε χαρακτηριστικό 
πολυώνυµο του πίνακα Α την ορίζουσα  
 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ,   

n

n
n n

n n nn

A A A
A A A

p Det A

A A A

λ
λ

λ λ λ

λ

×

−
−

= − ⋅ = ∈

−

"
"

^
# # % #

"

I . 

 
Θεώρηµα 6.1 Κάθε n×n πίνακας Α έχει n το πλήθος ιδιοτιµές οι οποίες 
αποτελούν ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του πίνακα Α. ∆ηλαδή 
οι ιδιοτιµές του Α είναι οι ρίζες της αλγεβρικής εξίσωσης  
 

( ) 0n nDet A λ ×− =I  
 
που καλείται και ως χαρακτηριστική εξίσωση του Α. 
 
Απόδ. Από τον ορισµό A u uλ⋅ = ⋅

G G
 προκύπτει άµεσα ότι 

 
( )n nI uλ ×Α − ⋅ =

G G
0 . 

 
Το παραπάνω σύστηµα είναι οµογενές και έχει και άλλες λύσεις εκτός 
της µηδενικής αν και µόνον αν η ορίζουσα ( ) 0.n nDet A λ ×− ⋅ =I  
Προφανώς το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( ) ( )n np Det Aλ λ ×= − ⋅ I  είναι 
πολυώνυµο n βαθµού το οποίο ως γνωστόν έχει ακριβώς n το πλήθος  
ρίζες στο σύνολο ^ .                                                                                  � 
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6.2. ∆ιαγωνοποίηση πίνακα. 
 
Θεώρηµα 6.2 (διαγωνοποίηση πίνακα) Εάν 1,..., nu u

JG JJG
 είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα-γραµµές ενός n×n πίνακα Α µε αντίστοιχες 
ιδιοτιµές λ1,…,λn τότε ισχύει  
 

1A U D U −= ⋅ ⋅ , 
 
όπου ο U είναι ένας n×n πίνακας που σχηµατίζεται τοποθετώντας τις 
συντ/νες των διανυσµάτων  1,..., nu u

JG JJG
 ως στήλες του πίνακα U  και D είναι 

ένας διαγώνιος πίνακας πίνακας του οποίου τα στοιχεία της κυρίας 
διαγωνίου είναι οι ιδιοτιµές λ1,…λn του πίνακα U. 
 
Παρατήρηση: Eνας n×n πίνακας Α µπορεί να µην είναι 
διαγωνοποιήσιµος. Σηµειώνουµε ότι σε κάθε ιδιοτιµή λi πολλαπλότητας 
ki (αλγεβρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής) αντιστοιχούν µi  γραµµικώς 
ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα (γεωµετρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής), όπου 

i ikµ ≤ .   
 

• Aν  i ikµ = για κάθε ιδιοτιµή τότε ο Α είναι διαγωνοποιήσιµος. 
• Αν 

0 0
 i ikµ < για κάποια ιδιοτιµή 

0i
λ  τότε ο Α δεν είναι 

διαγωνοποιήσιµος. 
 
Με άλλα λόγια ο Α είναι διαγωνοποιήσιµος αν και µόνον αν η αλγεβρική 
και γεωµετρική πολλαπλότητα όλων των ιδιοτιµών του ταυτίζονται. 
 
Θεώρηµα 6.3 (Caley-Hamilton) Kάθε n×n πίνακας Α αποτελεί ρίζα του 
χαρακτηριστικού πολυωνύµου του. 
 
Θεώρηµα 6.4 Εστω λ1,…,λn είναι οι ιδιοτιµές ενός n×n πραγµατικού 
πίνακα Α µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα 1,..., nu u

JG JJG
. Aν οι ιδιοτιµές είναι 

διαφορετικές µεταξύ τους ανά δύο, δηλαδή εάν  i j i jλ λ≠ ∀ ≠  τότε τα 

αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα 1,..., nu u
JG JJG

 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. 
 
Θεώρηµα 6.5 Εστω ότι Α  είναι ένας ερµητιανός  n×n πίνακας. Τότε: 
 
(α) ο πίνακας Α  έχει µόνον πραγµατικές ιδιοτιµές λ1,…,λn. 
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(β) υπάρχει ένα ορθοκανονικό σύνολο 1,..., nu u
JG JJG

 ιδιοδιανυσµάτων του Α. 
Κατ’ επέκταση υπάρχει ορθοκανονικός πίνακας U  που σχηµατίζεται από 
τα ιδιοδιανύσµατα στήλες του Α τέτοιος ώστε 
 

*A U D U= ⋅ ⋅ . 
 

Θεώρηµα 6.6 Εστω 
11 1

1

n

n nn

A A
A

A A

 
 =  
  

"
# % #

"
 είναι ένας n×n πίνακας και έστω 

λ1,…,λn είναι οι ιδιοτιµές του. Τότε η ορίζουσα του Α ισούται µε 
 

1( ) nDet A λ λ= "   
 
και το ίχνος του Α, συµβολικά ( )trace A  ισούται µε  
 

( ) 11 22 1 2... ...nn ntrace A a a a λ λ λ= + + + = + + + . 
 
6.3 Ιδιότητες ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων. 
 

• Ενας n×n πίνακας Α και ο ανάστροφός του TA  έχουν τις ίδιες 
ιδιοτιµές (όχι όµως και τα ίδια ιδιοδιανύσµατα). 

 
•  Οι ιδιοτιµές τριγωνικού πίνακα είναι ίσες µε τα διαγώνια στοιχεία 

του. 
 

•  Ενας n×n πίνακας Α δεν είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν έχει 
τουλάχιστον µία ιδιοτιµή ίση µε µηδέν. 

 
• Αν λ  είναι µία ιδιοτιµή n×n πίνακα Α τότε η k λ⋅  είναι ιδιοτιµή 

του πίνακα k A⋅ . Αν ο Α είναι αντιστρέψιµος, τότε η 1λ −  είναι 
ιδιοτιµή του πίνακα 1A− . Επίσης η kλ  είναι ιδιοτιµή του kA .  
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Λυµένες ασκήσεις 
 
1. Βρείτε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα  
 

1 2
4 3

A  
=  

 
. 

 
Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα είναι το  
 

( )2

1 2
0 0 5  1

4 3
Det A I

λ
λ λ η λ

λ
−

− ⋅ = ⇔ = ⇔ = = −
−

� . 

 
Άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι oι 5 και -1. Αν (x,y) είναι ένα 
ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 5λ =  τότε έχουµε 
  

1 2 4 2
5 2

4 3 4 2
x x x y

y x
y y x y

=    
= ⋅ ⇔ ⇔ =     =    

. 

 
Αρα οι λύσεις του συστήµατος είναι ( ) ( ) ( ), ,2 1,2 ,  x y x x x x= = ∈\  και 
το διάνυσµα ( )1,2  είναι µια βάση του χώρου των ιδιοδιανυσµάτων. 
 
Οµοίως για την ιδιοτιµή  1λ = −  έχουµε  
 

1 2
1

4 3
x x y x

y x
y y y x

= −    
= − ⋅ ⇔ ⇔ = −     = −    

. 

 
Αρα οι λύσεις του συστήµατος είναι ( ) ( ) ( ), , 1, 1 ,  x y x x x x= − = − ∈\  και 
το διάνυσµα ( )1, 1−  είναι είναι µια βάση του χώρου των 
ιδιοδιανυσµάτων.                                                                                       � 
 
2. Υπολογίστε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα 

 
1 1 1
1 1 1
1 1 1

A
− − 

 = − 
 − 

. 

 
Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α  είναι 
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( ) 2 3
3 3

1 1 1
( ) 1 1 1 3

1 1 1
p Det A

λ
λ λ λ λ λ

λ
×

− − − 
 = − ⋅ = − − = − 
 − − 

I . 

 
Oι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι οι ρίζες του πολυωνύµου 2 33λ λ−  
δηλαδή  
 

( )3 3 0 0 ( ) , 3Det A λ λ διπλη λ×− ⋅ = ⇔ = =I . 
 
Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές 0, 3λ λ= =  
υπολογίζονται από τη λύση του συστήµατος A u uλ⋅ = ⋅

G G
 αντικαθιστώντας 

την τιµή του λ µε τη συγκεκριµένη ιδιοτιµή που βρήκαµε. Πιο 
συγκεκριµένα: 
 
• Για 0λ =  έχουµε  
 

( )
1

3 3 2

3

1 1 1 0
0 1 1 1 0

1 1 1 0

u
A u u A u u

u
λ ×

− −     
    ⋅ = ⋅ ⇔ − ⋅ ⋅ = ⇔ − ⋅ =    

    −    

G G G G
I 0          (Α1) 

 

                  
1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

0
0 0
0

u u u
u u u u u u
u u u

− − =
⇔ − + + = ⇔ − − =

− + + =
. 

 
Για να λύσουµε το παραπάνω θέτουµε 2u c σταθερα= = �  και  

3u d σταθερα= = � οπότε η λύση του συστήµατος (Α1) είναι όλα τα 
διανύσµατα ( )1 2 3, ,u u u u=  των οποίων οι συντεταγµένες είναι της 
µορφής   
                   ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , 1,1,0 1,0,1u u u u c d c d c d= = + = + .              (Α2) 
 
Όλα τα διανύσµατα (Α2) είναι ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην 
ιδιοτιµή λ=0 και όπως φαίνεται στην προκειµένη περίπτωση ορίζουν ένα 
διδιάστατο χώρο µε βάση ( ) ( ){ }1,1,0 , 1,0,1 . Εκλέγουµε τη βάση αυτή ως 
αντιπρόσωπο και λέµε ότι στην ιδιοτιµή λ=0 αντιστοιχεί η βάση 
ιδιοδιανυσµάτων ( ) ( ){ }1,1,0 , 1,0,1 .   
 
• Για 3λ =  έχουµε  
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( )
1

3 3 2

3

2 1 1 0
3 1 2 1 0

1 1 2 0

u
A u u A u u

u
λ ×

− − −     
    ⋅ = ⋅ ⇔ − ⋅ ⋅ = ⇔ − − ⋅ =    

    − −    

I O  

            

                          
1 2 3

1 3
1 2 3

2 3
1 2 3

2 0
2 0 ...

2 0

u u u
u u

u u u
u u

u u u

+ + =
= −

⇔ + − = ⇔ ⇔
=

− + =
. 

 
Εποµένως η λύση του αρχικού συστήµατος είναι όλα τα διανύσµατα 

( )1 2 3, ,u u u u=  των οποίων οι συντεταγµένες ικανοποιούν τη σχέση  
                      ( ) ( ) ( )1 2 3 3 3 3 3 3, , , , 1,1,1 ,  u u u u u u u u= − = − ∈\ .                 (Α3) 
 
Όλα τα διανύσµατα (Α3) είναι ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην 
ιδιοτιµή λ=3 και όπως φαίνεται ορίζουν ένα µονοδιάστατο χώρο µε βάση 
το διάνυσµα (-1,1,1). Εκλέγουµε αυτή ως αντιπρόσωπο και λέµε ότι το 
διάνυσµα (-1,1,1) είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 
λ=3. Τελικά  
 

                                 
( ) ( ){ }

( )
0( ) 1,1,0 , 1,0,1

2 1,1,1

λ διπλη

λ

= ↔

= ↔ −

�
.                             � 

 
3. Να διαγωνοποιηθεί ο πίνακας 
  

2 1 0
0 1 1
0 2 4

A
 
 = − 
 
 

. 

 
Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα είναι 
 

( ) ( ) ( )2
3 3

2 1 0
( ) 0 1 1 2 3

0 2 4
p Det A

λ
λ λ λ λ λ

λ
×

−
= − ⋅ = − − = − − −

−
I . 

 
Oι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι οι ρίζες της εξίσωσης   
 

( )3 3 0 2 ( ), 3Det A λ λ διπλη λ×− ⋅ = ⇔ = =�I . 
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Για λ=2 έχουµε: 
 

2 1 0 0
0 1 1 2
0 2 4

x x y
y y z y
z z z y

=     
     − ⋅ = ⋅ ⇔ = −     
      = −     

, 

 
Άρα ( ) ( ) ( ), , ,0,0 1,0,0 ,  x y z x x x= = ∈\ . ∆ιαπιστώνουµε ότι ενώ η 
αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ=2 είναι ίση µε 2, εν αντιθέσει η 
γεωµετρική της πολλαπλότητα είναι ίση µε 1. Αρα ο πίνακας δεν είναι 
διαγωνοποιήσιµος.                                                                                     � 
 
4. Να διαγωνιοποιηθεί ο πίνακας Α της άσκησης 2.  
 

Λύση: Eφόσον 
( ) ( ){ }

( )
0( ) 1,1,0 , 1,0,1

2 1,1,1

λ διπλη

λ

 = ↔


= ↔ −

�
 είναι οι ιδιοτιµές και 

τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα αυτών και εφόσον η αλγεβρική και 
γεωµετρική πολλαπλότητα των ιδιοτιµών λ=0 και λ=2 ταυτίζονται ο 
πίνακας Α είναι διαγωνοποιήσιµος. Γράφουµε τις συντ/νες των παραπάνω 
ιδιοδιανυσµάτων ως στήλες του πίνακα  
 

1 1 1
1 0 1
0 1 1

U
− 

 =  
 
 

. 

 
Ο πίνακας αυτός είναι αντιστρέψιµος και επιπλέον  
 

1

1 2 1
1 1 1 2
3

1 1 1
U −

− 
 = ⋅ − 
 − 

. 

 
Ορίζουµε επίσης το διαγώνιο πίνακα 
 

0 0 0

0 0 0

0 0 2

D

 
 

=  
  
 

. 

 
Τότε είναι εύκολο να δούµε ότι  1U D U A−⋅ ⋅ = .                                       � 
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5. Aν 
1 0 0
1 0 0

0 0 1
A

 
 = − 
 − 

 να υπολογίσετε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα 

ιδιοδιανύσµατα του Α. Στη συνέχεια δείξτε ότι  
 

101 51 2A A A+ − = 0 . 
 
Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α  είναι 
 

( ) ( )( )3 3

1 0 0
( ) 1 0 1 1

0 0 1
p Det A

λ
λ λ λ λ λ λ

λ
×

−
= − ⋅ = − − = − + −

− −
I . 

 
Oι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι oι 0λ = , 1λ =  και 1λ = − . 
 
• Για 0λ =  έχουµε  
 

( )
1

3 3 2

3

1 0 0 0
0 1 0 0 0

0 0 1 0

u
A u u A u u

u
λ ×

    
    ⋅ = ⋅ ⇔ − ⋅ ⋅ = ⇔ − ⋅ =    

    −    

G G G G
I 0  

                            
οπότε η λύση είναι όλα τα διανύσµατα ( )1 2 3, ,u u u u=  των οποίων οι 
συντεταγµένες είναι της µορφής  
  

( ) ( ) ( )1 2 3, , 0, ,0 0,1,0 ,  u u u u c c c= = = ∈\ . 
 
Λέµε λοιπόν ότι στην ιδιοτιµή λ=0 αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα ( )0,1,0  
(ως αντιπρόσωπος όλων των ιδιοδιανυσµάτων).   
 
• Για 1λ =  έχουµε  
 

( )
1

3 3 2

3

0 0 0 0
1 1 1 0 0

0 0 2 0

u
A u u A u u

u
λ ×

    
    ⋅ = ⋅ ⇔ − ⋅ ⋅ = ⇔ − − ⋅ =    

    −    

G G G G
I 0  

 

                              1 2

3

0
0

u u
u
+ =

⇔
=

, 
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άρα η λύση του συστήµατος είναι όλα τα διανύσµατα ( )1 2 3, ,u u u u=  των 
οποίων οι συντεταγµένες ικανοποιούν τη σχέση  
 
                      ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 1 1, , , ,0 1, 1,0 ,  u u u u u u u= − = − ∈\ .                  
 
• Για 1λ = −  έχουµε  
 

( )
1

3 3 2

3

2 0 0 0
1 1 1 0 0

0 0 0 0

u
A u u A u u

u
λ ×

    
    ⋅ = ⋅ ⇔ + ⋅ ⋅ = ⇔ − − ⋅ =    

    
    

G G G G
I 0 , 

 
άρα η λύση του συστήµατος είναι όλα τα διανύσµατα ( )1 2 3, ,u u u u=  των 
οποίων οι συντεταγµένες ικανοποιούν τη σχέση  
 
                      ( ) ( ) ( )1 2 3 3 3 3, , 0,0, 0,0,1 ,  u u u u u u= = ∈\ .                  
 
Τελικά  

( )
( )

( )

0 0,1,0
1 1, 1,0

1 0,0,1

λ
λ
λ

= ↔
 = ↔ −
 = − ↔

. 

 
Αρα ο Α είναι διαγωνοποιήσιµος και ισχύει 1A U D U −= ⋅ ⋅ , όπου 
 

0 0 1 0 0 0
1 0 1 ,           0 1 0
0 1 0 0 0 1

U D
   
   = − = −   
   
   

. 

 
Από τη θεωρία είναι γνωστό ότι  
 

( )1 1

0 0 0

0 1 0
0 0 1

kk k

k

A U D U U U− −

 
 

= ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ 
 
 

. 

 
Συνεπώς αν k = περιττός τότε 
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( ) 1 1

0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

kk

k

A U U U U A− −

   
   = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =   

     

. 

Τελικά 
 
                                     101 51 2 2A A A A A A+ − = + − = 0 .                           � 
 
6. Εστω ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός πίνακα Α είναι το 

4 32 4x x x− + + . Να υπολογίσετε (α) τη διάσταση του πίνακα Α, (β) να 
εκφράσετε τον πίνακα 1A−  ως γραµµικό συνδυασµό δυνάµεων του Α.  

 
Λύση: (α) Eφόσον το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α είναι 
4ου βαθµού τότε και ο Α  είναι 4 4×  πίνακας.  
  
(β) Από το Θεώρηµα Cayley-Hamilton είναι γνωστό ότι ο πίνακας Α 
είναι ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του, άρα:  
 
 4 3 4 3

4 42 4 2 4A A A I A A A I− + + = ⇔ − + − =0  
 

                             ( )
3 2

3 2 4
4 4 4

22 4
4

A A IA A A I I A I− + − 
⇔ − + − = ⇔ = 

 
. 

 

Αρα 
3 2

1 42
4

A A IA− − + −
= .                                                                                     � 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 107

Αλυτες ασκήσεις 
 
6.1. Να διαγωνοποιηθούν οι πίνακες  
 

1 2 3
1 2

,   2 1 1
2 1

4 0 1
A B

 
   = = −      

 

. 

 

Απάντ. 
1 1 1 0 1 11
1 1 0 3 1 12

A
− −     

= ⋅ ⋅ ⋅     −     
 

 

            
2 /3 2 /3 1/3 5 0 0 3/ 4 1/ 4 5/8
1/3 1/3 2 /3 0 3 0 3/ 4 3/ 4 3/8
2 /3 2 /3 2 /3 0 0 1 0 1 1/ 2

B
     
     = − ⋅ − ⋅ − −     
     − − − −     

. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7  
 

 ∆ευτεροβάθµιες καµπύλες στο επίπεδο και δευτεροβάθµιες επιφάνειες  
 
7.1 ∆ευτεροβάθµιες καµπύλες στο επίπεδο. 
 
Η γενική µορφή µιας δευτεροβάθµιας καµπύλης στον 2\  είναι 
 
                     2 2 0,    ( , ,..., )Ax Bxy y x Ey Z A B Z+ + Γ + ∆ + + = ∈\ .      (1) 
 
H γραφική παράσταση της (1) µε κατάλληλη παράλληλη µεταφορά και 
στροφή καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων ανάγεται σε κάποια 
από τις ακόλουθες µορφές: 
 

• Έλλειψη:  ( )
2 2

2 2 1,  , 0X Y a b
a b

+ = > ,  

• Υπερβολή: ( )
2 2

2 2 1,  , 0X Y a b
a b

− = > , 

• Παραβολή: ( )2 22 ,  2Y pX X qY= = , 
• ζεύγος παραλλήλων ή τεµνοµένων ευθειών, 
• σηµείο,  
• η εξίσωση είναι αδύνατη στον 2\ .  

 
Για να εντοπίσουµε την ακριβή µορφή της καµπύλης (1) εργαζόµαστε ως 
εξής: 
 
Αν , ,...,A B Z ∈\  είναι όπως στην (1), ορίζουµε τους αριθµούς: 
 

• A= + ΓR , 
 

• 
/ 2

/ 2
A B

B A
=∆ , 

 

• 
/ 2 / 2

/ 2 / 2
/ 2 / 2

A B
B E

E Z

∆
= Γ

∆
D . 

 
Tότε ισχύει: 
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• 0>∆   και   

0  
0  
0

D
D
D

ελλειψη
αδυνατη
σηµειο

⋅ < ⇒
 ⋅ > ⇒
 = ⇒

�
�
�

R
R  

 
 

• 0<∆    και    
0  

0   
D

D
υπερβολη

ζευγος τεµνοµενων ευθειων
≠ ⇒

 = ⇒

�
� � �  

 
 

• 0∆ =   και    

0  
0  

0   0     
0   

D

D

παραβολη
αδυνατη

και ζευγος συµπιπτουσων ευθειων
ζευγος παραλληλων ευθειων

≠ ⇒
 >
 = =

 <

S
S
S

�
�

� � �
� � �

, 

 

όπου 
2 2

2 2
Z

 ∆ Ε   = ⋅ − +         
S R . 
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7.2 ∆ευτεροβάθµιες επιφάνειες.  
 
Κάθε επιφάνεια της µορφής  
 

2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0,   iA x A y A z A xy A xz A yz A x A y A z A A+ + + + + + + + + = ∈\      (2) 

 
καλείται επιφάνεια 2ου βαθµού στο χώρο.  
 
A. Ας υποθέσουµε ότι από την εξίσωση (2) λείπουν δύο µεταβλητές 
π.χ. οι µεταβλητές y και z. Προκύπτει λοιπόν η επιφάνεια µε εξίσωση   
 

2
1 7 10 0,   ,A x A x A y z+ + = ∈\ . 

           
Η παραπάνω εξίσωση προφανώς θα έχει είτε δύο άνισες πραγµατικές 
ρίζες, είτε µία διπλή πραγµατική ρίζα, είτε καµία πραγµατική ρίζα. Εστω 

1 2,ρ ρ  είναι οι πραγµατικές ρίζες του τριωνύµου (όταν υπάρχουν). Τότε η 
επιφάνεια µας είναι το σύνολο των σηµείων 
 

( ){ }1, , ,  ,  y z y zρ ∈\ και ( ){ }2 , , ,  ,y z y zρ ∈\ , 
 
δηλαδή δύο επίπεδα που συµπίπτουν ή είναι µεταξύ τους παράλληλα.  
 
Tελικά αν από την επιφάνειά µας λείπουν δύο µεταβλητές, τότε η 
επιφάνεια µας είναι: είτε ζεύγος παραλλήλων επιπέδων, είτε ζεύγος 
συµπιπτουσών επιπέδων, είτε δεν υπάρχει επιφάνεια που ικανοποιεί 
την (2). 
 
B. Ας υποθέσουµε ότι από την εξίσωση (2) λείπει µία µεταβλητή π.χ. η 
µεταβλητή z (δηλαδή 3 5 6 9 0A A A A= = = = ). Τότε προκύπτει  µία  
επιφάνεια µε εξίσωση   
 
                     2 2

1 2 4 7 8 10 0,   A x A y A xy A x A y A z+ + + + + = ∈\ .               (3) 
 
Προφανώς z∀ ∈\  η προβολή της επιφάνειας στο επίπεδο Οxy είναι µία 
δευτεροβάθµια καµπύλη γένους παραβολής, έλλειψης ή υπερβολής όπως 
τη µελετήσαµε παραπάνω. Μία τέτοια επιφάνεια καλείται κυλινδρική 
επιφάνεια µε οδηγό την καµπύλη (3) διότι προκύπτει από την κίνηση 
µιας ευθείας γραµµής παράλληλης στον άξονα z′z κατά µήκος της 
καµπύλης µε εξίσωση (3).  
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Γ. Τέλος ας θεωρήσουµε τη γενική περίπτωση όπου κάθε µεταβλητή 
x,y,z εµφανίζεται τουλάχιστον µία φορά στην εξίσωση (2). Προφανώς 
αν στην (2) εµφανίζονται µόνον γραµµικοί όροι η (2) είναι ένα επίπεδο. 
Στο εξής θεωρούµε ότι υπάρχει  ένας τουλάχιστον µη γραµµικός όρος 
στην (2). Τότε η µορφή της επιφάνειας ανάγεται σε κάποια από τις 
ακόλουθες µορφές : 
 
Γ1. Ελλειψοειδές µε εξίσωση  
 

( )
2 2 2

2 2 2 1,  , , 0x y z a b c
a b c

+ + = > , 

 
        όπου , ,x a y b z c≤ ≤ ≤ . Οι  τοµές αυτής µε τα επίπεδα Οxy, Oyz, 

Oxz είναι ελλείψεις. 
 

-2

0

2 -2

-1
0
1
2-1

-0.5
0

0.5
1

-2

0

2
 

 
Γ2. Μονόχωνο υπερβολοειδές µε εξίσωση  
 

( )
2 2 2

2 2 2 1,  , , 0x y z a b c
a b c

− + = > . 

 
Οι τοµές αυτής µε τα επίπεδα Oxy, Oyz είναι υπερβολές, ενώ µε το 
επίπεδο Οxz είναι έλλειψη. 
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-1
0

1

z -1

-0.5

0

0.5

1

y-1
-0.5

0
0.5
1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

 
 
Γ3. ∆ίχωνο υπερβολοειδές µε εξίσωση  
 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

− − = , 

 
όπου ,  , ,  , , 0x a y z a b c≥ ∈ >\ . Οι  τοµές αυτής µε τα επίπεδα Oxy, Oxz 
είναι υπερβολές. ∆εν τέµνει το επίπεδο Οyz. 
 

-20-1001020

y

-20-1001020

z

-20

0

20

x

-1001020

1001020

 
 
Γ4. Ελλειπτικό παραβολοειδές µε εξίσωση  
 

2 2

2 2

x y cz
a b

+ =  ( )*, 0,  a b c> ∈\  
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Καλείται έτσι διότι η τοµή της επιφάνειας µε το επίπεδο z=c είναι 
έλλειψη (υπό την προϋπόθεση 0cz ≥ ). Το επίπεδο Οxy εφάπτεται της 
επιφάνειας στο σηµείο (0,0,0), ενώ οι τοµές της επιφάνειας µε τα επίπεδα 
Oxz, Oyz είναι παραβολές.  
 
Γ5. Υπερβολικό παραβολοειδές µε εξίσωση  
 

( )
2 2

*
2 2 , 0,   x y cz a b c

a b
− = > ∈\  

 

-4
-2

0
2

4
-4

-2

0

2
4

-50

0

50

-4
-2

0
2

4  
 
Καλείται έτσι διότι η τοµή της επιφάνειας µε το επίπεδο z=c είναι 
υπερβολή. Το επίπεδο Οxy εφάπτεται της επιφάνειας στο σηµείο (0,0,0), 
ενώ οι τοµές της επιφάνειας µε τα επίπεδα Oxz, Oyz είναι παραβολές.  
 
Γ6. Κωνική επιφάνεια µε εξίσωση  
 

2 2 2

2 2 2 0x y z
a b c

+ − = . 
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Παραδείγµατα 
 
1. Να αναγνωρισθούν οι επιφάνειες µε εξισώσεις 
 

2 2

2 2 2

2 3 2 2 0
2 0

x y x z
x y z x y

− + + − =

+ − + − =
. 

 
Λύση: ∆ηµιουργούµε τέλεια τετράγωνα ως εξής: 
 

( )2 2 2 22 3 2 2 0 2 3 2 0x y x z x x y z− + + − = ⇔ + − + − =  
 

                                         2 21 1 12 2 3 2 0
2 4 4

x x y z ⇔ + ⋅ + − − + − = 
 

 

 
2

21 12 3 2 0
2 4

x y z ⇔ + − + − − = 
 

2
21 92 3 0

2 4
x y z   ⇔ + − + − =   

   
. 

 
Θέτoυµε x+1/2=X, y=Y, z-9/4=Z, οπότε (µε παράλληλη µεταφορά του 
συστήµατος συντ/νων κατά το διάνυσµα ( )1/ 2,0,9 / 4− ) παίρνουµε 
 

2 2 2 22 3 0 2 3X Y Z X Y Z− + = ⇔ − + =  
 
Αρα έχουµε ένα υπερβολικό παραβολοειδές. 
 
Οµοίως  
 

( ) ( )2 2 2 2 2 22 0 2 0x y z x y x x y y z+ − + − = ⇔ + + − − =  
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                                   2 2 21 1 1 12 0
4 4 16 4 16

yx x y z   ⇔ + + + − + − − − =   
   

 

 

                                  
2 2

21 1 52
2 4 16

x y z   ⇔ + + − − =   
   

 

 

                                  
2 2

216 1 32 1 16 1
5 2 5 4 5

x y z   ⇔ + + − − =   
   

. 

 
Θέτoυµε x+1/2=X, y-1/4=Y, z=Z, οπότε (µε παράλληλη µεταφορά του 
συστήµατος συντ/νων κατά το διάνυσµα ( )1/ 2,1/ 4,0− ) παίρνουµε 
 

2 2 216 32 16 1
5 5 5

X Y Z+ − = . 

 
Αρα έχουµε ένα µονόχωνο υπερβολοειδές.                                                � 
 
2. Να αναγνωρισθούν οι επιφάνειες χωρίς να γίνουν οι πράξεις  
 
i) ( ) ( )2 2 21 2 2x y z+ + − + = ,                 ii) ( ) ( )2 22 3 3 1x z x z− + − = . 
 
Λύση: i) Θέτουµε x+1=X, y-2=Y, z=Z οπότε η εξίσωση της επιφάνειας 
παίρνει τη µορφή   
 

2 2 2 2X Y Z+ + =  
 
η οποία είναι σφαίρα κέντρου (Χ,Υ,Ζ)=(0,0,0) και ακτίνας 2 . 
 
ii) Επειδή λείπει µία µεταβλητή η γραφική παράσταση είναι µία 
κυλινδική επιφάνεια. Mετά από πράξεις παίρνουµε  
 

2 25 18 21 1 0x xz z− + − = . 
 
Επειδή η διακρίνουσα 2 2/ 4 5 21 18 / 4 0A BΓ − = ⋅ − >  έχουµε κυλινδρική 
επιφάνεια γένους έλλειψης.                                                                        � 
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Αλυτες ασκήσεις 
 
7.1. Να αναγνωρίσετε τις κάτωθι καµπύλων 2ου βαθµού (χωρίς να γίνουν 
άλλες πράξεις): 
 
(α)  2 22 4 1 4x x y y+ + = − ,        (β)   2 3 1xy x y+ = − , 
 
(γ)  2 2 4 1 2x y x xy+ + − = , (δ)  22 3 2xy x= − , (ε)  2 22 2 2 1 0x y xy+ − − = .          
 
Απάντ. (α) Υπερβολή, (β) Υπερβολή, (γ) Παραβολή, (δ) Υπερβολή, (ε) 
Ελλειψη. 
 
7.2. Να αναγνωρισθούν οι επιφάνειες χωρίς να γίνουν οι πράξεις  
 
i) ( ) ( )2 2 23 1 2 3 2 2x y z− + + − = ,          ii) ( ) ( )2 22 3 0x y z x z− − − − = , 
 

iii) ( ) ( )2 22 3 1 1x z x z− − − − = ,     iv)   ( ) ( )2 21 13 3
2 2

x y z y z− + + + − = . 

 
Απάντ. (i) Μονόχωνο υπερβολοειδές, (ii) ζεύγος τεµνόµενων επιπέδων, 
(iii) κυλινδρική επιφάνεια, (iv) ελλειπτικό παραβολοειδές.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


