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Κεφάλαιο 7 
 

Εισαγωγή στην Ανάλυση Fourier. 
 
7.1 Σειρές Fourier.  
 
Mια συνάρτηση :f →R  καλείται περιοδική µε περίοδο 

( ) 0T T > , αν ισχύει ( ) ( )f x f x T= +  για κάθε x∈R  και ο T  είναι ο 
µικρότερος αριθµός για τον οποίο ισχύει αυτή η σχέση. Μια 
περιοδική συνάρτηση αρκεί να µελετηθεί σε οποιοδήποτε διάστηµα 
µήκους ίσο µε την περίοδό της. 
 
Παράδειγµα. Οι συναρτήσεις sin ,cosx x  είναι περιοδικές µε 
περίοδο 2π , ενώ οι συναρτήσεις tan ,cotx x  είναι περιοδικές µε 
περίοδο π . Οι συναρτήσεις ( )sin , cos ,  nx nx n∈N  είναι περιοδικές 
µε περίοδο 2 /nπ . 
 
Ορισµός 7.1. Εστω :f →R  είναι µια T -περιοδική και απόλυτα 
ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο διάστηµα [ ]/ 2, / 2T T− . Ο χώρος 
αυτών των συναρτήσεων συµβολίζεται µε 1L .  
 
Ορισµός 7.2. Έστω 1f ∈L . Τότε η σχέση  
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ορίζει µια απεικόνιση τέτοια ώστε σε κάθε συνάρτηση 1f ∈L  να 

αντιστοιχεί µοναδική ακολουθία µιγαδικών αριθµών ( ){ }ˆ
n

f n
∞

=−∞
, η 

οποία καλείται ακολουθία (µιγαδικών) συντελεστών Fourier της 
f . Η τριγωνοµετρική σειρά (αν έχει νόηµα) 
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καλείται σειρά Fourier (σε µιγαδική µορφή) της συνάρτησης f .  

 
Από την (7.1) έχουµε  
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Θέτοντας όπου n  το n−  βρίσκουµε  
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οπότε από τη σχέση (7.2) σε συνδυασµό µε την (7.3) παίρνουµε  
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και µετά από στοιχειώδεις πράξεις προκύπτει µια ισοδύναµη 
µορφή του αναπτύγµατος Fourier της f  (σε πραγµατική µορφή): 
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όπου οι συντελεστές  , , 0,1,n na b n = …  είναι όπως στην (7.3) και 
καλούνται επίσης συντελεστές Fourier της f . Το άθροισµα  
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καλείται N -οστό µερικό άθροισµα της σειράς   Fourier ( )fS x  της 
συνάρτησης f  στο σηµείο x  σε πραγµατική ή µιγαδική µορφή. 
Σηµειώνουµε ότι η σειρά Fourier (7.2) (ή (7.4)) δεν συγκλίνει 
απαραίτητα και όταν συγκλίνει δεν συγκλίνει υποχρεωτικά στη 
συνάρτηση f . Παρ’ όλα αυτά έχουµε: 
 
Πρόταση 7.1. Αν ,f g  είναι συνεχείς T −περιοδικές συναρτήσεις, 
τότε  

( ) ( )ˆ ˆ  f n g n n f g= ∀ ∈ ⇒ = .  
 
Οσον αφορά τη συµπεριφορά της ακολουθίας των συντελεστών 
Fourier ισχύει το ακόλουθο: 
 
Λήµµα 7.1. (Riemann-Lebesgue) Αν 1f ∈L , τότε η ακολουθία των 
συντελεστών Fourier της f  είναι µηδενική, δηλαδή 
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Οσον αφορά τη σηµειακή σύγκλιση της σειράς Fourier έχουµε το 
ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα 7.1. (Dirichlet) Εστω 1f L∈  είναι τµηµατικά συνεχής και 
έχει πεπερασµένο πλήθος µέγιστα και ελάχιστα στο [ ]/ 2, / 2T T−  , 
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τότε   
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Υπενθυµίζουµε ότι οι αριθµοί ( ) ( ),f x f x+ −  είναι το εκ δεξιών και εξ 
αριστερών όριο της f  στο σηµείο x  αντιστοίχως. 
 
Παράδειγµα. Η 1-περιοδική συνάρτηση  
 

1 0 1/ 2
( )

1 1/2 1
x

f x
x

≤ ≤
= − < <

 

 
ικανοποιεί τις συνθήκες Dirichlet στο διάστηµα [ ]0,1 . 
 
∆υστυχώς δεν είναι αληθές ότι κάθε µηδενική ακολουθία µπορεί να 
γραφεί ως ακολουθία συντελεστών Fourier µιας απόλυτα 
ολοκληρώσιµης συνάρτησης. Τότε όµως πως µπορούµε να 
ξεχωρίσουµε πότε µια τριγωνοµετρική σειρά είναι σειρά Fourier 
µιας συνάρτησης; Μια ικανή συνθήκη µας δίνει το ακόλουθο  
 
Θεώρηµα 7.2. (Riesz-Fischer) Εστω { }n n
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Τότε υπάρχει τετραγωνικά ολοκληρώσιµη T −περιοδική 
συνάρτηση f  (δηλαδή ( )

/ 2 2

/ 2

T

T
f t dt

−
< ∞∫ ) τέτοια ώστε  

 
( )ˆ

nc f n= . 
 
Ο διανυσµατικός χώρος των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων 
T −περιοδικών συναρτήσεων συµβολίζεται µε 2L  και είναι πολύ 
σηµαντικός. Κατ’ αρχήν περιέχεται στον 1L . Στο χώρο 2L  
µπορούµε να ορίσουµε ένα εσωτερικό γινόµενο ως εξής: 
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Tότε, σε αναλογία µε την ευκλείδια γεωµετρία ορίζεται µια νόρµα 
f  στον 2L  έτσι ώστε   
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Με χρήση αυτής της νόρµας, λέµε ότι τα στοιχεία 2,f g∈L  είναι 
κάθετα αν και µόνον αν  , 0f g = . Αποδεικνύεται δε ότι το σύνολο 
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 είναι µια βάση του χώρου αυτού, άρα για κάθε 
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Eπιπλέον ισχύει το ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα 7.3.  (Ταυτότητα του   Parseval) Αν 2f ∈L ,τότε  
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όπου { } { },n na b  είναι όπως στην (7.3). Ισοδύναµα 
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Απόδειξη. Η απόδειξη που θα δούµε δεν είναι αυστηρή. 
∆εχόµενοι ότι τα σύµβολα της ολοκλήρωσης και της άθροισης 
µπορούν να εναλλαχθούν ως προς τη σειρά εφαρµογής τους και  
κάνοντας χρήση των τύπων υπολογισµού τριγωνοµετρικών 
ολοκληρωµάτων, για ,n na b ∈  έχουµε 
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Σηµείωση. (i) Aν η f  είναι πραγµατική συνάρτηση, τότε = .n nc c−  
 
(ii) Υπενθυµίζουµε ότι µια T −περιοδική συνάρτηση f  καλείται 

άρτια αν ισχύει ( ) ( )f x f x− =  για κάθε ,
2 2
T Tx  ∈ −  

, ενώ καλείται  

περιττή αν ( ) ( )f x f x− = −  για κάθε ,
2 2
T Tx  ∈ −  

.  

 



 222

Αν λοιπόν η f  είναι µια T −περιοδική και άρτια συνάρτηση, τότε η 
σειρά Fourier της f  παίρνει τη µορφή 
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2cosf n
n

nxS x a a
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∑  

 
και µιλούµε για τη σειρά συνηµιτόνων της f . Αν η f  είναι µια 
T −περιοδική και περιττή συάρτηση, τότε η σειρά Fourier της f  
παίρνει τη µορφή 

( )
=1

2sinf n
n

nxS x b
T
π∞  =  
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και µιλούµε για σειρά ηµιτόνων της f .   
 
(iii) Aς υποθέσουµε ότι ισχύει το Θεώρηµα 7.1. Τότε η σειρά 
Fourier είναι ένας µετασχηµατισµός που αναλύει µια περιοδική 
συνάρτηση στο φάσµα συχνοτήτων της (διακριτών).  ∆ηλαδή από 
µια (συνεχή) συνάρτηση f  προκύπτει µια διακριτή ακολουθία 
( )ˆ ,  f n n∈ . Το n  είναι η συχνότητα που µετρά το πλήθος των 

ταλαντώσεων ανά περίοδο. Eτσι ο αριθµός ( )f̂ n  µας δίνει ένα 

µέτρο του κατά πόσο η n -ιοστή συχνότητα είναι ουσιώδης στην 
αναπαράσταση της συνάρτησης µέσω της σειράς Fourier. Με 
γνώση µόνον της διακριτής ακολουθίας ( ){ }ˆ

n
f n

∈
, το Θεώρηµα 

7.1 µας δείχνει τον τρόπο ανακατασκευής της f .    
 
Παράδειγµα. Αν η συνάρτηση f  είναι άρτια δείξτε ότι  
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Λύση. Από τον ορισµό έχουµε 
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Mε αλλαγή µεταβλητής =x u−  στο πρώτο ολοκλήρωµα και λόγω 
αρτιότητας έχουµε:  
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Για το υπολογισµό του nb  έχουµε:  
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Οπως και στον υπολογισµό των na  έτσι και εδώ κάνουµε την 
αλλαγή µεταβλητής =x u−  στο πρώτο ολοκλήρωµα και επειδή η 
συνάρτηση είναι άρτια έχουµε: 
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Παράδειγµα. ∆ίνεται η συνάρτηση  
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την οποία την επεκτείνουµε περιοδικά µε περίοδο 4.  
 
(i) Να βρεθούν οι συντελεστές Fourier της f . 
(ii) Να γραφεί η σειρά  Fourier της f .  
(iii) Να ορίσετε τη συνάρτηση κατάλληλα στα σηµεία = 2,0,2x −  
έτσι ώστε η σειρά να συγκλίνει στη συνάρτηση για | | 2x ≤ . 
 

 
Η γραφική παράσταση της f . 

 
Λύση. (i) Από τον ορισµό έχουµε 
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Για = 1,2,n …  έχουµε:  
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Επίσης:  
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(ii) Από την (i) προκύπτει ότι η σειρά Fourier της f  είναι η  
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(iii) Η συνάρτηση ικανοποιεί τις συνθήκες Dirichlet, άρα η σειρά 
συγκλίνει στην τιµή ( )f x  στα σηµεία συνέχειας αυτής και στο 

ηµιάθροισµα ( ) ( )
2

f x f x+ −+  για 2,0,2x = − . Κατά συνέπεια, η τιµή 
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Παράδειγµα. ∆ίνεται η συνάρτηση  
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την οποία επεκτείνουµε περιοδικά µε περίοδο 2π .  
 
(i) Να βρεθούν οι συντελεστές   Fourier αυτής. 
(ii) Να γραφεί η σειρά   Fourier της .f   
(iii) ∆είξτε ότι  
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 (iv) Κάνοντας χρήση της ταυτότητας του   Parseval δείξτε ότι  
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Η γραφική παράσταση της f . 
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Σηµειώνουµε εδώ ότι λόγω περιοδικότητας ισχύει πάντοτε 
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Λύση. (i) Λόγω της παραπάνω έχουµε  
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Κάνοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες για 0n ≠  παίρνουµε 
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Oµοίως υπολογίζουµε  
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(ii) Η σειρά Fourier είναι  
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Μπορούµε επιπλέον να παρατηρήσουµε ότι από το θεώρηµα του   
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Dirichlet ισχύει  
( )( ) ( ),  0,2fS x f x x π= ∀ ∈ . 

 
 (iii) Για = 0x  η σειρά Fourier είναι ίση µε  
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Τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Dirichlet η σειρά (0)fS  
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Από την παραπάνω προκύπτει ότι  
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(iv) Εφαρµόζουµε την ταυτότητα Parseval (7.5) 
 

 ( )/ 2 2 2 22 2
0/ 2 0

=1

1 1 1( ) ( )
2

T T

n nT
n

f x dx f x dx a a b
T T

∞

−
= = + +∑∫ ∫ . 

 
Εχουµε:  

( )
422 4

0 0

1 1 16
2 5

T
f x dx x dx

T
π π

π
= =∫ ∫ . 

 
Aπ’ την άλλη µεριά έχουµε 
 

( )
4 2 4 2

2 2 2
0 4 2 4 2

=1 =1 =1 =1

1 16 1 16 16 16 8 8
2 9 2 9n n
n n n n

a a b
n n n n

π π π π∞ ∞ ∞ ∞ 
+ + = + + = + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ . 

 
Αρα: 
 

( )2 2 22
00

=1

1 1( )
2

T

n n
n

f x dx a a b
T

∞

= + +∑∫  
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4 4 2 4 4 2

4 2 4 2
=1 =1 =1 =1

16 16 8 8 1 2 2
5 9 5 9n n n nn n n n
π π π π π π∞ ∞ ∞ ∞

⇔ = + + ⇔ = − −∑ ∑ ∑ ∑  

 
4 4 4 4

4
=1

1 2 2
5 9 6 90n n
π π π π∞

⇔ = − − =∑ .                                                    

 
Ασκήσεις. 

 
1. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )f x x=  την οποία επεκτείνουµε 
περιοδικά µε περίοδο 2π .  
 
(i) Να βρεθούν οι συντελεστές Fourier αυτής. 
(ii) Να γραφεί η σειρά Fourier της .f   
(iii) ∆είξτε ότι  

( )

2

2
=1

1
82 1n n
π∞

=
−

∑ . 

 

Απ. (i) 

0

2

4 ,  

0

n

n

a

a n
n
b

π

περιττος
π

=
 = − =


=

  (ii) ( )
( )2

1

4cos 2 1
2 2 1n

n x
x

n
π

π

∞

=

−
= −

−
∑  

 
2. Aν [ ]1, 0,2f f π′∈L  δείξτε ότι ( )( ) ( )ˆf n in f n′ = ⋅ .  
 
3. Aν [ ]1 0,2f π∈L  δείξτε ότι ( ) ( )0

0

2 2

0

x

x
f t dt f t dt

π π+
=∫ ∫ . 

  
4. Aν [ ]2, 0,2f g π∈L  έστω  
 

( ) ( ) ( )
2

0
f g x f t g x t dt

π
∗ = −∫  

 
είναι η συνέλιξη των ,f g . ∆είξτε ότι ( )( ) ( ) ( )  f g n f n g n∗ = . 

 
5. Υπολογίστε τη σειρά συνηµιτόνων της συνάρτησης ( ) sinf x x=  
την οποία επεκτείνουµε περιοδικά µε περίοδο 2π .  

                                                          Απ. ( )
2

1

cos 22 4sin
4 1n

nx
x

n
π
π π

∞

=

= −
−∑  
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6. Υπολογίστε τη σειρά ηµιτόνων της συνάρτησης ( )f x x=  την 
οποία επεκτείνουµε περιοδικά µε περίοδο 2π .  

                                                                 Απ. ( ) ( )1

1

2 1 n

n

nx
x

n
ηµ+∞

=

−
=∑  

 
7. Υπολογίστε τη σειρά Fourier της 4-περιοδικής συνάρτησης  
 

( )
0 2

4 2 4
x x

f x
x x

< <
=  − < <

. 

 
Στη συνέχεια µε χρήση της ταυτότητας Parseval δείξτε ότι 
 

( )

4

4
=1

1
962 1n n
π∞

=
−

∑ . 

                                           Απ.     ( )

( )

( )22
1

2 1
cos

281
2 1f

n

n x

S x
n

π

π

∞

=

− 
 
 = −

−
∑  

 
8. Aν ( ) ( ),  f n g n είναι οι µιγαδικοί συντελεστές Fourier των 
2T −περιοδικών συναρτήσεων ( )2, ,f g T T∈ −L  δείξτε ότι   
 

( )( ) ( ) ( )
k

fg n f k g n k
∞

=−∞

= −∑ . 
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7.2. Ο Μετασχηµατισµός Fourier.  
 
Ορισµός 7.3. Εστω :f →  είναι απόλυτα ολοκληρώσιµη 
συνάρτηση στο , συµβολικά ( )1 1:f L L∈ = . Τότε ο γραµµικός 
τελεστής 

( ) ( ) 2 ixS f f x e dxπ γγ −= ∫  
 
είναι καλά ορισµένος. Η εικόνα S f  καλείται  µετασχηµατισµός 
Fourier της f . Για απλότητα χρησιµοποιούµε και το συµβολισµό 
 
                                                 ˆ :f S f= .                                             

 
Στο εξής θα γράφουµε ( ):k kC C= , 0,1,2,...k =  για τους χώρους 
των k −παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε συνεχή k -παράγωγο 
(για 0k =  ( )0 0:C C=  είναι ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων). 
Αρχικά αναφέρουµε χρήσιµες ιδιότητες του µετασχηµατισµού 
Fourier: 
 
Πρόταση 7.2. 
 
F1. Για κάθε 1,f g L∈  ισχύει 
 

( ) ˆ ˆ ,    ,af bg af bg a b+ = + ∈  (γραµµικότητα). 
 
F2. Αν ( )f fτ τ= ⋅ − , τότε  
 

( ) ( ) 2ˆ if f e π γτ
τ γ γ −=  (µετάθεση στο χρόνο). 

 
F3. Για ω∈  ισχύει: 
 

( ) ( )2 ˆie f fπ ω γ γ ω= −i  (µετάθεση στις συχνότητες). 
 
F4. Για { }0a∈ −  ισχύει: 
 

( )( ) 1 ˆf a f
a a

γγ  ⋅ =  
 

 (διαστολή). 
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F5. ( ) ( )ˆ ,   f fγ γ γ= − ∈ . 
 
F6. Εστω 1f L∈ . Αν ( ) ( )

x
F x f t dt

−∞
= ∫  και 1F L∈ , τότε  

 

( ) ( ) { }
ˆ

ˆ ,   0
2
f

F
i
γ

γ γ
π γ

= ∈ −  (αντιπαράγωγος στο χρόνο). 

 
F7. Αν ( )( )

1, ,..., kf f f L′ ∈  και ( ), ,..., 0,  kf f f x′ → →∞ , τότε: 
 

( ) ( ) ( )( ) ˆ2 kkf i fγ π γ γ=  (παράγωγοι στο χρόνο). 
 
F8. Αν ( )1f L∈  και ( ) ( )1xf x L∈ τότε η f  είναι παραγωγίσιµη 
και: 

( ) ( ) ( ) ( )2  i xf fπ γ γ′− =  (παράγωγος στις συχνότητες). 

 
F9. Εστω  

( ) ( ) ( )f g x f x t g t dt∗ = −∫  
 
είναι η συνέλιξη δυο συναρτήσεων 1,f g L∈ . Τότε 
 

( ) ( ) ( ),  f g f gγ γ γ γ∗ = ∈  (συνέλιξη στο χρόνο). 
 
Λήµµα 7.2. 
 
Αν 1,f g L∈ , τότε ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x dx=∫ ∫ .                           
 
Aπόδειξη. Αµεση, χρησιµοποιώντας τον ορισµό 7.3.                    ■ 
 

Παράδειγµα. Εστω [ ] ( ) [ ]
/ 2, / 2

1, / 2, / 2
 0

0,A A

x A A
f Aχ

αλλου−

 ∈ −
= > = 


. 

∆είξτε ότι ( ) ( )A
f

ηµ π γ
γ

πγ
= .  

 
Λύση. Αµεση µε χρήση του ορισµού 7.3. 
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Σηµείωση. Αν ( ) ( ) ( )0
Ax

f x A
x

ηµ π
π

= > , τότε χρησιµοποιώντας τη 

θεωρία ολοκληρωτικών υπολοίπων παίρνουµε   
 

( ) [ ] ( )/ 2, / 2A Af γ χ γ−= . 
 

Παράδειγµα.  Εστω [ ] ( ),1  0A A

x
f A

A
χ −

 
= − > 
 

. ∆είξτε ότι  

 

( ) ( )
( )

2

2
1 A

f
A
ηµ π γ

γ
πγ

= . 

 

Λύση. Ισχύει [ ] [ ]/ 2, / 2 / 2, / 2
1

A A A Af
A
χ χ− −= ∗ . Στη συνέχεια χρησιµοποι-

ούµε το θεώρηµα συνέλιξης F9 και το προηγούµενο παράδειγµα. 
 

Παράδειγµα.  Εστω ( ) xf x e−= . ∆είξτε ότι ( )
( )2

2
1 2

f γ
πγ

=
+

.  

 
Λύση. Απευθείας υπολογισµός µε χρήση του ορισµού 7.3. 
 
Παράδειγµα.  Εστω ( ) 2xf x e π−= . ∆είξτε ότι ( ) 2

f e πγγ −= .  
 
Λύση. Εχουµε: 
 

( ) ( )2 22 22x i x x i xd f
f e e dx i xe e dx

d
π π γ π π γγ

γ π
γ

− − − −= ⇒ = −∫ ∫  

 

        ( ) ( )2 2 22 2 2x i x x i x x i x

x
i e e dx ie e i e e dxπ π γ π π γ π π γ

∞
− − − − − −

−∞

′
= = −∫ ∫  

 
        ( )2 22 2x i xe e dx fπ π γπγ πγ γ− −= − = −∫ . 
 
Kαταλήγουµε στην επίλυση µιας οµογενούς γραµµικής διαφορικής 
εξίσωσης 1ης τάξης 

( ) ( )2 0
d f

f
d
γ

πγ γ
γ

+ = , 
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η λύση της οποίας είναι η   
 

( ) ( ) ( ) 22
0 0

d
f f e f e

π γ γ πγγ
− −∫= = . 

Αλλά:  
 

( )( ) ( ) ( )2 22 2

2

22 2

0 0
0 lim 1

rx yx r

r
f e dx e dxdy e rdrd

πππ π θ− +− −

→∞
= = = =∫ ∫ ∫ ∫ ,  

 
και εφόσον ( )0 0f >  τελικά παίρνουµε ( )0 1f =  και 

 
( ) 2

f e πγγ −= . 
 
Θεώρηµα 7.4. Εστω ( )1f L∈  και f  είναι ο µετασχηµατισµός 
Fourier της f . Τότε:  
 
(α) Η f  είναι (οµοιόµορφα) συνεχής συνάρτηση στο .  
 
(β) (αντιστροφή µετασχηµατισµού): Aν 1f L∈ , τότε  
 

( ) ( ) 2 i xf x f e dπ γγ γ= ∫   

 
σε κάθε σηµείο συνέχειας της f . 
 
(γ) (Μοναδικότητας): Aν ( ) 0 f γ γ= ∀ ∈ , τότε 0f =  παντού 
εκτός πεπερασµένου πλήθους σηµείων. 

 
(δ) (Riemann-Lebesgue):  ( )ˆlim 0f

γ
γ

→∞
= . 

 
Πρόταση 7.3. Για κάθε ( )2,f g L∈  (δηλαδή ( ) 2

,f x dx < ∞∫  και 

( ) 2
g x dx < ∞∫  ισχύει η ταυτότητα Parseval 

 
( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f g dγ γ γ=∫ ∫ . 
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Ασκήσεις. 
 
1. ∆είξτε τις ιδιότητες F1-F9 της πρότασης 7.3. 
 
2. Εστω ( )1 ,  0f L f∈ > . ∆είξτε ότι η f  είναι φραγµένη. 
 
3. Αν ( )  0,1,...,kt f t dt k n< ∞ ∀ = ∈∫  δείξτε ότι 
 
(α) f  είναι n −φορές παραγωγίσιµη στο .  

(β) ( ) ( ) ( ) ( )2 0
kk ki t f t dt fπ− =∫  0,1,...,k n∀ = . 

 
4. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ( ) { }1 0g L∈ −  µε ( )1   f g f f L∗ = ∀ ∈ . 
 
5. Αν 0a >  υπολογίστε τη συνέλιξη ( ) ( )[ / 2, / 2] [ / 2, / 2]a a a ag t tχ χ− −= ∗  

και στη συνέχεια το µετασχηµατισµό Fourier των συναρτήσεων 
 

• ( ) ( )[ / 2, / 2]a af t tχ −= , 
• ( ) ( )[ / 2, / 2] [ / 2, / 2]a a a ag t tχ χ− −= ∗ , 

•  ( ) ( )[ / 2, / 2] [ / 2, / 2] [ / 2, / 2] [ / 2, / 2]a a a a a a a ah t tχ χ χ χ− − − −= ∗ ∗ ∗ . 
 
6. Εστω n∈ , ( ) ( ) ( ) ( )[ , ] [ 1,1],   n n ng t t h t tχ χ− −= =  και ( ) ( )n nf t g h t= ∗ . 
∆είξτε ότι: 
 

(α) ( )
2, 1
1 , 1 1n

t n
f t

n t n t n
 ≤ −

=  + − − ≤ ≤ +
. 

 

(β) ( ) ( ) ( )
12 2

2 2
n

n
f L

ηµ π γ ηµ πγ
γ

π γ
= ∈ .  

 

7. Υπολογίστε το όριο ( ) 2lim ,  ( 0i xax
e dx a

x
λ π γ

λλ

ηµ −

−→∞
>∫  σταθερά). 

 

8. ∆είξτε ότι ( ) ( ) ( )
2

2 1/ 4/ 21 2
0 1/ 41

x
x dx

x
συν πγ γσυν π

συν πγ
γπ

 <
=  >− 

∫ . 
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Υπόδειξη: Εφαρµόστε θεώρηµα αντιστροφής. 
 
9. Για 0a > , δείξτε χρησιµοποιώντας ιδιότητες του 
µετασχηµατισµού Fourier ότι η συνάρτηση ( ) ( )1a tf t e a t−= +  έχει 

µετασχηµατισµό Fourier ( )
( )

3

22 2

4 8

(2 )

a a if
a

π γγ
πγ

−
=

+
. 

 
10. Υπολογίστε την οικογένεια συναρτήσεων   
 

( ) ( ) 2

2

2
,  0,  

1 (2 )

i x

a

ax ef dx a
x x

π γηµ π
γ γ

π π
= > ∈

+∫ . 

 
Υπόδειξη: Συνέλιξη κάποιων (γνωστών) συναρτήσεων. 
 
11. ∆είξτε ότι ( )( ) ( )2 2 2 2

,  , 0,  dx a b a b
ab a bx a x b

π
= > > −

++ +∫ . 

 
Υπόδειξη: Eφαρµογή ταυτότητας Parseval. 
 
12. Αν ( )1f L∈ , µε χρήση ιδιοτήτων υπολογίστε το 
µετασχηµατισµό Fourier της f  που ικανοποιεί την εξίσωση 
 

( ) 2 2x a x x

x a
f y dy e e

− + − − −

− −
= −∫ . 

 
13. Υπολογίστε το µετασχηµατισµό Fourier (µε την έννοια των 
γενικευµένων συναρτήσεων) της µοναδιαίας βηµατικής 
συνάρτησης: 

( )
1, 0
0, 0

x
U x

x
>

=  <
 

 
καθώς επίσης και των συναρτήσεων 02

0 0,  2 ,  2 ,ixe x xπ γ συν πγ ηµ πγ  

( )( )
0

kδ , ,  kx k∈ , όπου 0γ  σταθερά. 
 
 
 
 


