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Κεφάλαιο 5 
 

Μιγαδική Ανάλυση. 
 

5.1.  Μιγαδικοί αριθμοί.  
 
Ορισμός 5.1. Το σύνολο {( , ) : , }x y x y  όλων των διατεταγμένων 

ζευγών πραγματικών αριθμών εφοδιασμένο με τις πράξεις  
 

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ,  )x y x y x x y y      (Πρόσθεση), 

  

1 1 1 1( , ) ( ,  ),k x y k x k y k      (Γινόμενο πραγματικού με μιγαδικό), 

 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( ,  )x y x y x x y y x y x y     (Γινόμενο μιγαδικών), 

 
καλείται σύνολο των μιγαδικών αριθμών, συμβολικά , τα δε στοιχεία 
του, συμβολικά ( , )z x y , καλούνται μιγαδικοί αριθμοί.  

  
Ορισμός 5.2. Δύο μιγαδικοί αριθμοί 

1 1 1( , )z x y  και 
2 2 2( , )z x y  

καλούνται ίσοι, συμβολικά 
1 2z z  αν και μόνον αν 

1 2x x  και 
1 2y y .  

 
Kάθε μιγαδικός αριθμός ( , )z x y  αντιστοιχεί σε μοναδικό σημείο του 

επιπέδου 2  με καρτεσιανές συντεταγμένες  ,x y . Tο άθροισμα  

μιγαδικών αριθμών  1 1 1,z x y  και  2 2 2,z x y  αντιστοιχεί στο άθροισ-

μα των διανυσμάτων  θέσης των αντιστοίχων σημείων τους. Η διαφο-
ρά μιγαδικών αριθμών ορίζεται ως συνήθως:  
 

1 2 1 2 1 2( ),   ,z z z z z z      , 

 

όπου  2 2 2,z x y     είναι ο μοναδικός αντίθετος του  2 2 2,z x y , 

έτσι ώστε 
2 2( ) (0,0)z z   . 

  
Αν ( , )z x y , τότε το γινόμενο k z  ερμηνεύεται γεωμετρικά ως το 

γινόμενο πραγματικού αριθμού k  με διάνυσμα που έχει καρτεσιανές 

συντεταγμένες  ,x y . Τέλος, το γινόμενο μιγαδικών αριθμών ικανο-

ποιεί τις συνήθεις ιδιότητες: 
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•    
1 2 2 1 1 2  ,z z z z z z     .  

 

•       1 2 3 1 2 3 1 2 3,   , ,z z z z z z z z z       .  

 
•   Για κάθε z  υπάρχει μοναδικός μιγαδικός αριθμός, ο (1,0) , έτσι 

ώστε (1,0)z z  .  

 
•  Για κάθε {(0,0)}z  , υπάρχει μοναδικός μιγαδικός αριθμός, ο 

αντίστροφος του z , συμβολικά 1z  ή 
1

z
, έτσι ώστε 1 (1,0)z z  .  

 

•   1 2 3 1 2 1 3 1 2 3,   , ,z z z z z z z z z z      .  

 

Ορισμός 5.3. Aν   1 0,0z   , 
2z  , ορίζουμε τη διαίρεση αυτών 

ως εξής:  

12
2 1

1

z
z z

z

  . 

 

Σημείωση. Αν  1 1 1,z x y  και  2 2 2,z x y ,είναι εύκολο να δειχθεί ότι  

  

2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1

= ,
z x x y y x y x y

z x y x y

  
 

  
. 

 
Αλγεβρική μορφή μιγαδικού αριθμού. 

Εστω  

  ,0 :  .A z x x     

 
Το A  είναι κλειστό ως προς τις πράξεις που ορίσαμε στο , διότι για 

κάθε    ,0 ,  ,0z x w y A    ισχύουν οι σχέσεις: 

   

•        ,0 ,0 ,0x y x y   ,                      •        ,0 ,0 ,0x y x y   ,  

 

•   
 
 

,0
= ,0 , 0

,0

x x
y

y y

 
 

 
.  
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Οι παραπάνω «θυμίζουν» τις συνήθεις πράξεις στο , τουλάχιστον 
όσον αφορά τη μη μηδενική συνιστώσα των στοιχείων του A . Μέσω 
της 1-1 αντιστοιχίας  

( ,0)x x A   , 

 
ταυτίζουμε το  (με τις συνήθεις πράξεις του) με το σύνολο A . Με 
άλλα λόγια, ταυτίζουμε το μιγαδικό αριθμό ( ,0)x  με τον πραγματικό 

αριθμό x  και γράφουμε  
( ,0)x x . 

 
Η διάταξη των πραγματικών δεν επεκτείνεται στους μιγαδικούς. Έτσι 
μια έκφραση της μορφής 

1 2z z  έχει νόημα μόνον όταν 
1 2,z z  . 

 
Απ’ την άλλη μεριά, υπάρχει μια 1 1  απεικόνιση του  πάνω στο  

2  όπως είπαμε παραπανω. Εφόσον ταυτίσαμε κάθε μιγαδικό της 

μορφής  ,0x  με τον πραγματικό αριθμό x , ο οριζόντιος άξονας x x  

στη γεωμετρική παράσταση του  παριστάνει την πραγματική ευθεία 
. Tι μπορούμε να πούμε για τον άξονα y y  που παράγεται από το 

μοναδιαίο διάνυσμα  0,1 ; Kατ’ αρχήν παρατηρούμε ότι  

 
(0,1) (0,1) ( 1,0) 1     . 

 

Ορισμός 5.4. Ο μιγαδικός αριθμός  0,1  καλείται φανταστική μονά-

δα, συμβολικά i  και ισχύει   
2 1i   . 

 
Ο άξονας y y  καλείται φανταστικός άξονας. Κάθε μιγαδικός 

αριθμός της μορφής 
(0, ) (0,1)y y y i     

 
καλείται φανταστικός αριθμός.  
 
Ετσι, κάθε μιγαδικός αριθμός ( , )z x y  γράφεται ως  

 
( , ) (1,0) (0,1) 1 .z x y x y x y i x iy            

Η γραφή 

 ,   ,z x iy x y    
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καλείται αλγεβρική γραφή του z , η τετμημένη x  καλείται πραγματι-
κό μέρος του z , συμβολικά ( )Re z  και η τεταγμένη y  καλείται 

φανταστικό μέρος του z , συμβολικά Im( )z . Τέλος, το επίπεδο της 

γεωμετρικής αναπαράστασης του z  καλείται  μιγαδικό επίπεδο.  
 
Ορισμός 5.5. Αν z x iy   είναι μιγαδικός αριθμός, τότε ο μιγαδικός 

αριθμός x iy  καλείται  συζυγής του z , συμβολικά z . 

  
Eίναι εύκολο να αποδειχθούν οι ιδιότητες:   
 

           (α)    
1

( )
2

Re z z z  ,                  (β)      
1

Im( )
2

z z z
i

  , 

           (γ)    z z ,                                    (δ)     1 1n nz z z z     , 

 

           (ε)    1 1n nz z z z ,                     (στ)     πραγματικος  z z z  , 

 

           (ζ)     φανταστικος  z z z  . 

 
Ορισμός 5.6. Καλούμε μέτρο | |z  του μιγαδικού αριθμού z x iy   τo 

μη αρνητικό αριθμό 2 2z x y  .  

 
Το | |z  παριστάνει την απόσταση του ( , )z x y  ως σημείου του μιγαδι-

κού επιπέδου από την αρχή των αξόνων.  
 
Θεώρημα 1.1. Ισχύουν: 
 

(α)    
2

z z z  .                                        (β)    
1 1n nz z z z . 

 
(γ)     

1 2 1 2 1 2|| | | ||   | |   | | | |z z z z z z      (τριγωνική ανισότητα). 

 
Απόδειξη. Οι (α), (β) είναι εύκολες. Θα δείξουμε τη (γ) όσον αφορά 
το 

1 2| |z z . Η απόδειξη είναι όμοια για το 
1 2| |z z . Εχουμε: 

 

     2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| |     z z z z z z z z z z        
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                2 2

1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2   | | | |z z z z z z z z z z z z z z         

 

                   2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 | | | | 2   | | | | 2z z Re z z z z Re z z         

 

                 
22 2

1 2 1 2 1 2 | | | | 2 | | | |= | | | | .z z z z z z       

 
Άρα 

1 2 1 2| |   | | | |z z z z   . Στη συνέχεια θα αποδείξουμε το πρώτο 

σκέλος της ανισότητας. Εστω 
1 2z z . Τότε  

 

1 1 2 2 1 2 2| ( ) ( ) |   | | | ( ) |,z z z z z z z         

 οπότε:  

                
1 2 1 2 1 2 1 2| | | |   | |    | | | |    | | .z z z z z z z z        

 

Αν 
1 2z z , εργαζόμαστε παρομοίως. Αρα σε κάθε περίπτωση 

έχουμε 
1 2 1 2 | | | |    | | .z z z z                                                             

 
Tο σύνολο  των μιγαδικών αριθμών επεκτείνεται εισάγοντας το 
σύμβολο   στο μιγαδικό επίπεδο. Τότε ορίζουμε το επεκτεταμένο 
μιγαδικό επίπεδο 

{ }   , 

έτσι ώστε:  
 

  z z  ,  , 0
z



 ( z )  και  

0

z

z

  



 


 για 0z  . 

 
Πολική ή Τριγωνομετρική μορφή μιγαδικού. 

 
Έστω 0   και    είναι οι πολικές συντεταγμένες σημείου του 

μιγαδικού επιπέδου που αντιστοιχεί στο μιγαδικό z x iy  . Τότε: 

  

     2 2z x iy i x y i z i                  

 
που αποτελεί την πολική ή τριγωνομετρική μορφή του z . Λόγω την 
περιοδικότητας η παραπάνω ισότητα παίρνει τη μορφή   



 118 

 ( 2 ) ( 2 ) ,z z k i k k            . 

 
Τo σύνολο γωνιών  

   arg = 2 :  z k k    

 

καλείται όρισμα του z , συμβολικά  arg z . Ορισμα δεν ορίζεται για το 

μιγαδικό αριθμό = 0z .  
 
Σημείωση: Αν η γωνία   διαγράφεται από το θετικό ημιάξονα των 
πραγματικών αριθμών με αντιωρολογιακή φορά, γράφουμε απλά  . 
Αν όμως η φορά διαγραφής της από το θετικό ημιάξονα των 
πραγματικών αριθμών είναι η ωρολογιακή, γράφουμε – .   
 

Προφανώς, το  arg z  παίρνει άπειρες τιμές που διαφέρουν κατά 

ακέραια πολλαπλάσια του 2 . Μεταξύ των στοιχείων του συνόλου 

 arg z  υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο που ανήκει στο διάστημα 

( , ]   (ή στο  0,2 ). Το στοιχείο αυτό καλείται πρωτεύον όρισμα, 

συμβολικά  rgA z . Ενας τρόπος υπολογισμού του πρωτεύοντος 

ορίσματος είναι ο εξής:  Eστω    rg 0,2A z   και z x iy  . Αν  

 

0 ,  0,
y

x
x

 
 

  
 

 

τότε:  

 

0

0

0

0

 αν 1  τεταρτημοριο

αν 2  τεταρτημοριο
rg ,   

αν 3  τεταρτημοριο

2 αν 4  τεταρτημοριο

o

o

o

o

z

z
A z

z

z



 

 

 

 


 
 

 
  

. 

 

Αν    rg ,A z     και 0  είναι όπως παραπάνω, τότε 

 

 

0

0

0

0

 αν 1  τεταρτημοριο

αν 2  τεταρτημοριο
rg ,   

αν 3  τεταρτημοριο

αν 4  τεταρτημοριο

o

o

o

o

z

z
A z

z

z



 

 



 


 
 

  
  

. 
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Θεώρημα 5.2.  Εστω   | | , =1,2j j j jz z i j     είναι δύο μη 

μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί. Τότε: 
 

(α)   
1 2 1 2  z z z z    και 

1 2= 2k   ,  k .  

 

(β)    1 1 1 1 | | ( ) ( )z z i        .  

 

Με άλλα λόγια, ο συζυγής z  του z  είναι το συμμετρικό σημείο του z  
ως προς τον πραγματικό άξονα.  
 

(γ)    1 2 1 2 1 2 1 2 | || | ( ) ( )z z z z i           .  

 
Με άλλα λόγια, το γινόμενο μιγαδικών αριθμών 

1 2,z z  είναι ένας νέος 

μιγαδικός αριθμός με μέτρο ίσο με το γινόμενο των μέτρων τους και  
όρισμα ίσο με το άθροισμα των ορισμάτων τους. 
  

(δ)    1 1
1 2 1 2 2

2 2

| |
( ) ( ) ,   0

| |

z z
i z

z z
           .  

 
Με άλλα λόγια, το πηλίκο μιγαδικών αριθμών 

1 2,z z  είναι ένας νέος 

μιγαδικός αριθμός με μέτρο ίσο με το πηλίκο των μέτρων τους και  
όρισμα ίσο με τη διαφορά των ορισμάτων τους. 
 
Απόδειξη. Oι (α) και (β) είναι προφανείς. Θα δείξουμε τη (γ). Εστω 

1 2z z z  , όπου  | |z z i    ,  . Τότε: 

 

    1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 | |z z z z z i            

 

    1 2 1 2 1 2 ( ) ( )z z i          .  

 

Ετσι: 
1 2 1 2| | | | | | | |z z z z z    και 

1 2 2k      ,  k . Αλλά: 

  

       1 2 1 2arg arg 2 :  2 :  z z k k            

 

      1 2 1 22 :  , 2 :  argk k n n z                 .               
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Προσοχή: Οσον αφορά τις πρωτεύουσες τιμές των ορισμάτων ισχύει 
 

     

   

1 2 1 2 0

1
1 2 0

2

rg rg rg 2

rg rg rg 2

A z z A z A z

z
A A z A z

z

 

 

  


 
   

 

 για κάποιο ακέραιο 
0 1  . 

 

Ορισμός 5.7. Για κάθε *z  και  0n   ορίζουμε τη δύναμη 

μιγαδικού με εκθέτη ακέραιο ως εξής: 
   

(α)  0 1z  ,                   (β) nz z z , n -φορές,             (γ)    1=
n

nz z  .  

 
Aπό το Θεώρημα 5.2 και τον ορισμό 5.7 προκύπτει άμεσα ο  τύπος 
De Moivre: 

                             | | ,  n nz z n i n n       .                 (5.1) 

 

Γνωρίζουμε ότι 
2

=1 .
1! 2! !

n
x x x x

e
n

      Αν δεχθούμε την 

παραπάνω για = ,x iy y , όπου i  είναι η φανταστική μονάδα, τότε: 

  
2( ) ( )

=1
1! 2! !

n
iy iy iy iy

e
n

    
2 3 4

=1
2! 3! 4!

y y y
iy i      

 

    
2 4 6 3 5 7

= 1
2! 4! 6! 3! 5! 7!

y y y y y y
i y

   
          

   
= y i y   ,                                                                     

 
όπου τα δεξιά μέλη της προτελευταίας ισότητας είναι τα αναπτύγματα 
McLaurin των συναρτήσεων συνy και ημy αντίστοιχα. Οδηγούμαστε 
λοιπόν στον εξής ορισμό (τύπος Euler): 
 

                                    ,iye y i y y     .                        (5.2) 

 

 Προφανώς | | 1  iye y   .  

 Η γεωμετρική ερμηνεία του iye  είναι προφανής: Αν  0,2y  , τότε 

η iye  διαγράφει στο μιγαδικό επίπεδο το μοναδιαίο κύκλο κέντρου 
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(0,0) κατά τη θετική φορά. Αν y , επαναδιαγράφουμε τον ίδιο 

κύκλο άπειρες φορές.  
 
Με χρήση της (5.2) η πολική μορφή μιγαδικού αριθμού γίνεται:  
 

                                                | | iz z e  .                                       (5.3) 

 
Επίσης, ο τύπος De Moivre γίνεται: 
 

                                          | | ,   n n inz z e n  .                              (5.4) 

 

Ορισμός 5.8. Εστω  0a   και  1n  . Καλούμε νιοστή ρίζα 

του α, συμβολικά n a  (ή 1/ na ) κάθε ρίζα της εξίσωσης nz a . 

 

Αν λοιπόν | | iz z e   είναι τυχαίος μιγαδικός αριθμός και | | ia a e  , τότε 

από την εξίσωση nz a  και τον τύπο του De Moivre παίρνουμε 
  

     
n nn in iz a z e a e z a       και 2n k    . 

 

Λύνουμε ως προς z  και   και έχουμε 

2

= ,
i

nn na a e

 



 
 
   . 

Θέτουμε ,  ,  0,..., 1l n k l k n        και παρατηρούμε λόγω περιοδικό-

τητας των συνx και ημx, ότι έχουμε ακριβώς n  διαφορετικές μεταξύ 
τους ρίζες, τις 

2

= , 0,..., 1

k
i

nn na a e k n

  
 
    . 

Δείξαμε το  
 

Θεώρημα 5.3. Εστω  0 :a   | | ,  ia a e     και  1n  . Oι 

νιοστές ρίζες του a  είναι οι μιγαδικοί αριθμοί 
  

                              

2

, 0,..., 1.

k
i

nn na a e k n

  
 
                           (5.5) 

 
Σημείωση: (α) Γεωμετρικά οι νιοστές ρίζες του a  αναπαρίστανται 
στο μιγαδικό επίπεδο ως κορυφές κανονικού n -γώνου εγγεγραμ-
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μένου σε κύκλο κέντρου (0,0) και ακτίνας n a . 

 

(β) Αν  rg z   , παίρνουμε τον ισοδύναμο τύπο της (5.5): 

 

  2

, 0,..., 1.

Arg a k
i

nn na a e k n

 
 
      

 

Ορισμός 5.9. Εστω  0a  ,  1n   και  . Tότε oρίζουμε 

 

 
1

nn na a a


   . 

 
Ασκήσεις. 

 

1. Δείξτε ότι 1 2 3 0,n n n ni i i i n       . 

 

Λύση. Από την ιδιότητα 2 1i    έχουμε 3 2i i i i    , άρα 
  

 1 2 3 2 31n n n n ni i i i i i i i          1 1 0, .ni i i n       

 

2. Αν ,z w , δείξτε ότι  2 2 2 2| | | | = 2 | | | |z w z w z w    . 

 

Λύση. Εχουμε: 2 2| | | | = ( )( ) ( )( )z w z w z w z w z w z w         

 

    = ( )( ) ( )( )z w z w z w z w      

 

                      = zz zw wz ww zz zw wz ww        
                            

                      2 2= 2(| | | | )z w .                                                             

 

3. Υπολογίστε την παράσταση  
12

1 i . 

 
Λύση. Γράφουμε το μιγαδικό 1z i   σε πολικές συντεταγμένες. 
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’Εχουμε 2 2| | 1 1 2z     και 0

1

1 4


 

 
   

 
. Εφ’οσον ο z  

αντιστοιχεί σε σημείο στο 1ο τεταρτημόριο προκύπτει   0
4

Arg z


   

και συνεπώς 41 2 
i

i e


  . Χρησιμοποιώντας τον τύπο De Moivre  

παίρνουμε:  

   
12

12
1212 6 34 41 2 2 2 64

i i

ii e e e
 

 
      

 
. 

 

4. Δείξτε ότι 
2

1 :  0,..., 1
k i

n n
kw e k n

 
    
 

. Επιπλέον δείξτε ότι οι 

νιοστές ρίζες της μονάδας ικανοποιούν τη σχέση 
1 11 ... 0 nw w     . 

 

Λύση. Από την (5.5) παίρνουμε  
0 2 2

1 , 0,..., 1

k k ii
nn ne e k n

  
 
     . Tο 

άθροισμα 
1 11 ... nw w     είναι  άθροισμα n-όρων γεωμετρικής προ-

όδου με λόγο 2 /i ne   , άρα:  
 

2 / 2
1

1 1 2 / 2 /

1 1 1
1 ... 1 ... 0

1 1 1

n in n i
n

n i n i n

e e
w w

e e

 

 


 







  
          

  
. 

 

5. Εστω  ,  2 :  n k k     . Δείξτε ότι 

   

 2 1

21
1 2 ...  

2
2

2

n

n




    




 
 
      

 
 
 

. 

Λύση. Εστω iw e 

  . Παρατηρούμε ότι  

 

            21 ... 1 2 ...nRe w w w n                .      (α) 

 
Απ’ την άλλη μεριά: 

         1 1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 21
2

/ 2 / 2 / 2 / 2

1 1
1 ...

1 1

i n i n i n i n i nn
n

i i i i i

w e e e e e
w w w

w e e e e e

    


       



      
      

  
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      
 

1 / 2 1 / 2 1 / 2

/ 2 / 2 / 2

i n i n i n

i i i

e e e

e e e

  

  

  





   1 / 2

/ 2

1
2

2

2
2

i n

i

n
e i

e i











   
  

  
  
   

    
 

     / 2 1 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2

in n n nn n
e

i

    
    

  
  

          
         

          
     
     
     

. 

Άρα 

 

 

2

1

2 2
1 ...

2

n

nn

Re w w w  


 




  
   
       

 
 
 

, 

οπότε συνδυάζοντας με την (α) παίρνουμε  

   

 1

2 2
1 2 ...

2

nn

n


 

    




  
   
       

 
 
 

. 

 

Χρησιμοποιώντας την ισότητα 
   

2

a b a b
a b

 
 

  
  

προκύπτει το ζητούμενο. 
 
6. Ερμηνεύστε γεωμετρικά τά κάτωθι σύνολα: 
 

(α)    0 0:  ,  rD z z z z r r     θετική σταθερά. 

(β)    0 1 0:  ,  E z z z t z z t      . 

 
Λύση. Εστω z x iy  , 

0 0 0z x iy   και 
1 1 1z x iy  . Τότε: 

 

(α)         
2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 z z r x x y y r x x y y r            . 

 
Αρα έχουμε κυκλικό δίσκο κέντρου 

0z  και ακτίνας r . 
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(β)        0 1 0 0 1 0 0 1 0z z t z z x iy x t x x i y t y y            

 

                               
 

 
0 1 0

0 1 0

,  
x x t x x

t
y y t y y

   
 

  
. 

 
Οι παραπάνω είναι παραμετρικές εξισώσεις ευθείας που διέρχεται 
από το σημείο 

0z  και είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
1 0z z . 

 

7. Δείξτε ότι   5 35 16 20 5         . 

 
Λύση. Θα χρησιμοποιήσουμε τον τύπο του Euler σε συνδυασμό με 
το διωνυμικό ανάπτυγμα του Newton 
 

 
 0

!
,   ,   , ,  

! !

n
n n k k

k

n n n
a b a b a b n

k k k n k





   
       

   
 . 

 
Λαμβάνοντας υπόψην ότι 0! 1  (εξ ορισμού) και ! 1 2k k      έχουμε 
 

   
5

5 5

0

5 kk

k

i i
k

    



 
   

 


 
   

                             
0 1 25 4 3

5 5 5

0 1 2
i i i        

     
       
     

                         

 

                              
3 4 52 0

5 5 5

3 4 5
i i i       

     
       
     

 

 

                          5 4 3 25 10i          

 

                          2 3 4 510 5i i         .                           (α) 

 
Απ’ την άλλη μεριά από τον τύπο De Moivre έχουμε  
 

                                 
5

5 5i i        .                      (β) 
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Εξισώνοντας τα πραγματικά μέρη των (α) και (β) και μετά από 
στοιχειώδεις πράξεις παίρνουμε το ζητούμενο. 
 
8. Δείξτε ότι κάθε δευτεροβάθμια εξίσωση 2 0,  , , ,az bz c a b c     0a   

έχει δύο ακριβώς  λύσεις τις 
2

1,2

4

2

b b ac
z

a

  
  (η ρίζα είναι μιγαδική). 

 

Λύση. 2 0az bz c  

2 2

2 2 0
2 2 2

b b b c
z z

a a a a

   
        

   
 

 
2 2

2

4

2 4

b b ac
z

a a

 
   

 
 

2 22 4az b b ac   
2 4

2

b b ac
z

a

  
  . 

 
Ασκήσεις. 

 

1. Υπολογίστε τις ποσότητες: (α)   3 2 2i i  , (β)  
2 4 2

2 1
1 1

i
i

i i

 
  

  
. 

                                                    Απάντ. (α) 8 i ,  (b) 19/ 2 33/ 2i   . 
 

2. Aν 1 2 31 , 2 ,  3 2z i z i z i       , υπολογίστε τις ποσότητες  

 

1 2

1 2

1z z

z z i

 

 
,   1 2 2 1z z z z ,  1 2

3

Im
z z

z

 
 
 

,  3 2 2

1 2 3Re 2 2 5z z z  . 

                                              Απάντ. (α) 0 ,  (b) 6 ,  (γ) 
3 3 2

7


, (δ) 7 . 

 
3. Εκφράστε τους κάτωθι μιγαδικούς αριθμούς σε πολική μορφή 
  

(α) i ,   (β) 2 3 2i  ,  (γ) 
3 3

2 2
i . 

                                                  Απάντ. (α) 
3

2

i

e


,  (b) 
7

64
i

e


,  (γ) 
5

33
i

e


. 

 

4. Δείξτε ότι:   (α) 1 2 10 0z z z     ή 2 0z  .              (β) 
n n n

z z z  . 

 

(γ) Αν  1 1,A x y  και  2 2,B x y  είναι σημεία του μιγαδικού επιπέδου 
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που αντιστοιχούν στους μιγαδικούς αριθμούς 
1z  και 

2z  αντιστοίχως, 

τότε  1 2OA OB Re z z   όπου OA OB  είναι το εσωτερικό γινόμενο των 

διανυσμάτων ,OA OB .  

 

(δ)    
2 2

1 1
,   Im

2 2

z z
Re z z z z

z i z

   
      

   
   

. 

 

(ε) Εάν 
0z  είναι ρίζα της εξίσωσης 

0 1 ... 0n

na a z a z    , 
ia  , τότε 

και ο 0z  είναι επίσης ρίζα αυτής. 

 

5. Δείξτε ότι για κάθε ,z w  ισχύει   
2 2 2 2

1 1 1zw z w z w      . 

 

6. Εστω z  μιγαδικός έτσι ώστε  Im 0z   και z i  . Δείξτε ότι  

 

2

2
1

1

z
z

z
  


. 

 
7. Δείξτε ότι τα ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν τα σημεία 

1 2,z z  και 

τα σημεία 
3 4,z z  είναι κάθετα αν και μόνον αν 1 2

3 4

0
z z

Re
z z

 
 

 
. 

 
8. Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων του μιγαδικού επιπέδου 

που ικανοποιούν την εξίσωση 
2

0,a z cz cz b     

(  , ,  0a b c    γνωστοί).                      

                          Απάντ. Αν 0a   ευθεία. Αν 0a   και 
2

c ab  κύκλος.  

 
9. Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων του μιγαδικού επιπέδου 
που ικανοποιούν τις εξισώσεις:  
 

(α)  1 2z i   , (β) 2 3 6z z i    , (γ) 1 1 10z z    , 

 
Απάντ. (α) κύκλος κέντρου 1 i  και ακτίνας 2.  (β) έλλειψη με εστίες 
τα σημεία -2 και 3i. (γ) υπερβολή με εστίες τα σημεία 1 και -1.  



 128 

10. Υπολογίστε την ποσότητα 

10

1 3

1 3

i

i

 
 
 

.                  Απάντ. 
1 3

2

i 
 

 

11. Δείξτε ότι:  
 

 3 24
4 4 ,  ,  k k

 
     


     

 

12. Εστω  ,  2 :  n k k     . Δείξτε ότι 

   

   

 2 1

2 2
1 2 ...  

2

n

n

 
 

    




   
   

      
 
 
 

. 

 

13. Δείξτε ότι 
2 4 2( 1)

... 1
n

n n n

  
  

     
         

     
. 

 
14. Υπολογίστε και σχεδιάστε στο μιγαδικό επίπεδο τις τέταρτες ρίζες 

του 16.                                          Απάντ.  2,  2 , 2,  2i i  , τετράγωνο. 

 
15. Επιλύστε τις εξισώσεις 
 

(α)     2 2 3z i z i     ,                    (β)    5 4 32 6 4 0z z z z     , 

 
Απάντ. (α) 1 ,  1 2i i  .                     (β) 1,  1,  2,  1 i   (σχήμα Horner). 
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5.2.  Mιγαδικές συναρτήσεις. 
 
Oρισμός 5.10. Εστω ,A B . Κάθε απεικόνιση :f A B  τέτοια 

ώστε σε κάθε μιγαδικό αριθμό z A  να αντιστοιχεί μοναδικός 
μιγαδικός αριθμός ( )w f z  καλείται μιγαδική συνάρτηση μιγαδικής 

μεταβλητής.  
 
Το A  είναι το πεδίο ορισμού της f , δηλαδή εκείνο το υποσύνολο του 

 για το οποίο ο τύπος της μιγαδικής συνάρτησης έχει νόημα. Το 
πεδίο τιμών της f  ορίζεται ως εξής:   

 

    :  f A w w f z   . 

 
Κάθε μιγαδική συνάρτηση :f A B  γράφεται ως εξής: 

  

        ( ) ( ) , , , ,  ,f z f x iy u x y i v x y u x y v x y      , 

 

όπου 2, :u v A   είναι πραγματικές συναρτήσεις. Ετσι, η f  

ερμηνεύεται ως ένα διανυσματικό πεδίο και αντιστρόφως.  
 

        ( ) , , , , , ( , )f x iy u x y iv x y x y u x y v x y    F  

 
Σημείωση: Αν το πεδίο ορισμού μιας μιγαδικής συνάρτησης είναι 
υποσύνολο του  λέμε ότι έχουμε μια μιγαδική συνάρτηση 
πραγματικής μεταβλητής. Τέτοιες συναρτήσεις παριστάνουν εν 
γένει καμπύλες στο μιγαδικό επίπεδο. Για παράδειγμα η συνάρτηση  
 

( ) 1 ,  f t it t    

 
είναι μια μιγαδική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής και απεικονίζει 

τον πραγματικό άξονα στην ευθεία   1Re z   του μιγαδικού επιπέδου.  

 
Στο εξής όταν γράφουμε μιγαδική συνάρτηση θα εννοούμε μιγαδική 
συνάρτηση μιγαδικής μεταβλητής.  
 
Πλειονότιμες συναρτήσεις. Στη μιγαδική ανάλυση γενικεύουμε τον 
ορισμό συνάρτησης ώστε ο κανόνας αντιστοίχισης να επιτρέπει σε 
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κάθε μιγαδικό z  να αντιστοιχούν περισσότερες από μια τιμές. Τέτοιες 
συναρτήσεις καλούνται πλειονότιμες (ή πλειότιμες), εν αντιθέσει με 
τις μονότιμες συναρτήσεις. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι η  
 

 
  2

  ,  0,..., 1

Arg z
i

nn nf z z z e n





 
 
     . 

 

Η n z  δεν είναι καλά ορισμένη με τη συνήθη έννοια, διότι σε κάθε 

0z   αντιστοιχεί όχι μοναδική, αλλά n -διαφορετικές τιμές. Παρόλα 

αυτά ορίζουμε την n z  όπως παραπάνω με την επισήμανση ότι 

πρόκειται για μια πλειονότιμη συνάρτηση. Πάντα όμως τη μελετούμε 
ως μονότιμη συνάρτηση, δηλαδή θεωρούμε κάποια συγκεκριμένη 
τιμή σε σχέση με το σύνολο τιμών της. Στην περίπτωση αυτή μιλούμε 
για ένα συγκεκριμένο κλάδο της πλειονότιμης συνάρτησης.   
  
Οι πράξεις με μιγαδικές συναρτήσεις ορίζονται όπως συνήθως.  
 
Ορισμός 5.11. Η συνάρτηση  
 

: :f     2

0 1 2 ... ,  n

n if z a a z a z a z a       

 
καλείται πολυωνυμική βαθμού n . Μια μιγαδική συνάρτηση καλείται 
ρητή αν είναι πηλίκο δύο πολυωνύμων. 
 
Ορισμός 5.12. Μια μιγαδική συνάρτηση :f A B  καλείται φραγμένη 

στο A , αν το πεδίο τιμών της ( )f A  είναι φραγμένο σύνολο στο .  

 
Ορισμός 5.13. Αν : ( ),   : ( )f A f A g f A B   είναι δύο μιγαδικές 

συναρτήσεις, ορίζoυμε τη σύνθεση αυτών ως συνήθως: 
  

     : :  g f A B g f z g f z  . 

 
Ορισμός 5.14. Αν : ( ) :  ( )f A f A w f z   είναι 1-1 μιγαδική συνάρτη-

ση, ορίζουμε την αντίστροφη αυτής 1f   ως συνήθως: 

 

   1 1: :  f f A A z f w   . 
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Η Εκθετική και λογαριθμική συνάρτηση. 
  
Ορισμός 5.15. Για κάθε , ( , )z x iy x y   , ορίζουμε την εκθετική 

συνάρτηση ως εξής: 
z x iye e e . 

 
Θεώρημα 5.4. Eστω 

1 2, ,z z z  . Τότε:   

 

(α)    1 2 1 2
z z z z

e e e


 .                             (β)    Για κάθε z  ισχύει 0ze  .  
 

(γ)  1 2
1 2  2 ,

z z
e e z z ni n      (δηλαδή η ze  είναι 2 i -περιοδική). 

 

(δ)  1  2 ,ze z ni n    .          (ε)    
1z

z
e

e

  .       (στ)   
1

1 2

2

z
z z

z

e
e

e


 .  

  
Απόδειξη. (α) Αμεση εφαρμογή του ορισμού. 
 

(β) Επειδή για κάθε z  ισχύει 0= =1z ze e e  συμπεραίνουμε ότι 

0ze  , αλλιώς καταλήγουμε σε άτοπο. 
 
(γ) Eστω = , =1,2j j jz x i y j  . Τότε:   

 
1 1 2 21 2= =

z z x iy x iye e e e e e 1 2=x xe e  και 
1 2= 2 ,  y y k k  , 

 

και λόγω του γεγονότος ότι η xe  είναι 11  παίρνουμε 
1 2=x x . Τελικά:  

 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0 2 2 ,z z x x i y y i n ni n          . 

 
(δ) Απλή εφαρμογή του (γ) για 

1z z  και 
2 0z  . 

 

(ε) 
1 1

= =
iy

z x iy x iy x iy

iy x iy z

e
e e e e e e

e e e e

         . 

 
(στ) Απλή εφαρμογή του (ε) σε συνδυασμό με το (α).                          
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Ορισμός 5.16. Εστω  0a  . Kαλούμε μιγαδικό λογάριθμο του 

a , συμβολικά  loga  να είναι κάθε λύση της εξίσωσης ze a .  

 

Εστω | | ,  ia a e     και z x iy  . Τότε:  

 
z x iy ie a e e a e     xe a  και 2 ,  y k k    . 

 

Aπό την ισότητα xe a  προκύπτει | |x n a , συνεπώς, αν   είναι 

ένα όρισμα του α παίρνουμε 
   

   log | | 2  a x iy n a i k k       , 

 
ή ισοδύναμα   
                                        log | | arg( )a n a i a  .                             (5.6) 

Ετσι και η συνάρτηση  
                                        log | | arg( )z n z i z                               (5.6α) 

 
που καλείται λογαριθμική είναι πλειονότιμη. Αν στην (5.6α) πάρουμε 

= 0k  και  Arg z   τότε παίρνουμε τον πρωτεύοντα κλάδο 

λογάριθμου  

 Log | |  z n z i Arg z  . 

 

Γεωμετρική ερμηνεία των ze  και log( )z . 

 

Η εκθετική συνάρτηση ze  απεικονίζει μονοσήμαντα κάθε οριζόντια 
λωρίδα του μιγαδικού  επιπέδου  
 

 
0 0 0:  ,  2 2kC x iy x k y k             (

0k  ) 

       

πάνω στο συνόλο  0 . Η 
0

: {0}z

ke C    έχει αντίστροφη 

συνάρτηση τον κλάδο της λογαριθμικής συνάρτησης  
 

    
0 0log( ) : 0 :  log( ) | | 2kz C z n z i Arg z k      . 
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Ετσι, log( ) =ze z  για κάθε 
0kz C , συνεπώς κάθε κλάδος λογαρίθμου 

απεικονίζει το μιγαδικό επίπεδο  0  πάνω σε μια οριζόντια 

λωρίδα 
0kC .  

 

Ορισμός 5.17. Εστω  0a   και b  τέτοιος ώστε: είτε ο a είναι 

άρρητος, είτε   Im 0a  . Τότε ορίζουμε τη δύναμη ba  ως εξής: 

 
logb b aa e . 

 
Σημείωση. (α) Ο παραπάνω ορισμός καλύπτει και τις περιπτώσεις 

b ,    , ,  1
m

b m n n
n

    όπου ,m n  πρώτοι μεταξύ τους ανά δύο. 

(β) Στο εξής όταν γράφουμε ba  θα εννοούμε πάντα την πρωτεύουσα 
τιμή της.  
 
Τώρα, ορίζεται και η πλειονότιμη συνάρτηση  
 

 log ,   0a a zz e z  . 

 
Πρωτεύον κλάδος της είναι ο πρωτεύον κλάδος της log z . Στο εξής 

όταν γράφουμε az  θα εννοούμε πάντα τον πρωτεύοντα κλάδο της, 
δηλαδή τη μονότιμη συνάρτηση  
 

oga aL zz e . 

 

Ορισμός 5.18. Εστω  0a  . Ορίζουμε τη γενικευμένη εκθετική 

συνάρτηση 
logz z aa e . 

 

Στο εξής όταν γράφουμε za  θα εννοούμε πάντα τον πρωτεύοντα 
κλάδο της.   
 

Τριγωνομετρικές και υπερβολικές συναρτήσεις. 
 
Θα επεκτείνουμε τον ορισμό των ημx και συνx στο . Από τον τύπο 
του Euler παίρνουμε   
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=iye y i y    και = , iye y i y y     . 

 
Λύνοντας τις παραπάνω ως προς y  και y  έχουμε  

 

2

iy iye e
y


  και 

2

iy iye e
y

i



 . 

 
Επεκτείνουμε τις παραπάνω ισότητες ως εξής: 
  

: :   
2

iz ize e
z z 


   

και  

: :   
2

iz ize e
z z

i
 


  . 

 
Οι παραπάνω εξακολουθούν να είναι 2 -περιοδικές συναρτήσεις 
(όπως και οι ημx, συνx) αλλά δεν είναι πλέον φραγμένες. Αυτή είναι 
μια σημαντική διαφοροποίηση σε σχέση με τις συναρτήσεις ημx και 
συνx στο . Οι υπόλοιπες τριγωνομετρικές συναρτήσεις ορίζονται 
ως συνήθως:  
 

: :  :   ,
2

z
z k k z

z

 
  



 
     
 

 

και 

 : :  :   
z

z k k z
z


  


    . 

 
Οι βασικές τριγωνομετρικές ιδιότητες εξακολουθούν να ισχύουν. 
Ενδεικτικά αναφέρουμε   
 

2 2 1z z   .                        1 2 1 2 1 2z z z z z z         . 

 

 1 2 1 2 1 2z z z z z z        .               2 2z z z    . 

 

  2 22 2 1 1 2z z z      . 
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Oι υπερβολικές συναρτήσεις ορίζονται ως φυσική γενίκευση των 
αντιστοίχων συναρτήσεων στο :   
 

sinh : :  sinh
2

z ze e
z


  . 

 

cosh : :  cosh
2

z ze e
z


  . 

 

sinh
tanh : :  :  tanh

2 cosh

i z
z k i k z

z




 
     
 

, 

 

 
cosh

coth : :  :  coth
sinh

z
z k i k z

z
    . 

 
Οι ιδιότητες των υπερβολικών συναρτήσεων εξακολουθούν να 
ισχύουν στο . Ενδεικτικά αναφέρουμε   

 

 
2 2cosh sinh 1z z  , 

  1 2 1 2 1 2sinh sinh cosh cosh sinhz z z z z z     , 

  1 2 1 2 1 2cosh cosh cosh sinh sinhz z z z z z     , 

  sinh 2 2sinh coshz z z , 

   2 2cosh 2 2cosh 1 1 2sinhz z z    . 

 
Γραμμικές συναρτήσεις ( )w z az b  . 

 

Παρατηρούμε ότι 
   ( ) ,  ,

iArg a
w z az b e a z b a b     . Αρα 

μπορούμε να συνθέσουμε τη γραμμική απεικόνιση ως εξής: 
 

 iArg a
z a z e az w b az b
  

             . 
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Ασκήσεις. 
 
1. Υπολογίστε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων 
 

(α)   3

1

2
f z

z



,        (β)   2

3
rg

1

z
f z A

z

 
  

 
,       (γ)  

1z
f z

z z





.                  

 

Λύση. (α) Πρέπει 

2

3 33 32 0 2 2 ,  0,1,2

k
i

z z z e k

  
 
          . 

Εφόσον  

2 5

33 3 3 33 32 2 ,  2,  2

k i ii

e e e

    
 
 

 
     

 
, το πεδίο ορισμού της 

f  είναι το σύνολο 
5

3 3 33 32 ,  2,  2
i i

e e
  

   
 

. 

 
(β) Εχουμε μια σύνθετη συνάρτηση f h g , όπου 

 

2 2

3 3
( )

1 1

g hz z
z f z Arg

z z

  
    

  
. 

 

Πρέπει 

2

2 21 0 1 ,  0,1

k
i

z z z e k z i

  
 
            . Αρα   

 

    2

3
: 0 :  ( )

1

z
g i g z

z


    


. 

 

Γνωρίσουμε ότι η  Arg z  ορίζεται στο  0  οπότε συμπεραίνουμε 

ότι η f h g  είναι καλά ορισμένη στο  3,  ,  i i   . 

 

(γ) Πρέπει  0 Re 0z z z z z       . Αρα πεδίο ορισμού είναι το 

 εξαιρουμένων όλων των σημείων του άξονα των φανταστικών 
αριθμών.  
 

2. Αν  2( , ) 2f x y x xy i x y     γράψτε την f  συναρτήσει της 

μιγαδικής μεταβλητής z x iy  . 
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Λύση. Εφόσον ,  
2 2

z z z z
x y

i

 
  , αντικαθιστούμε στον τύπο της f  και 

έχουμε   
2

( ) 2
2 2 2 2 2

z z z z z z z z z z
f z i

i i

          
         
      

 

 

                         
       

22 21 2 2 1 2 2 1 2 1

4

i z z i z i z i z       
 . 

 

3. Επιλύστε στο  την εξίσωση 1 3ze i  . 

 

Λύση.     1 3 log 1 3 1 3 1 3 2ze i z i n i i Arg i k          . 

 

Εφόσον 1 3 2i   και    1 3 3
3

Arg i


   , τελικά:  

1 3 2 2 ,  
3

ze i z n i k k



 

       
 

. 

 

4. Υπολογίστε τις τιμές ii . 
 

Λύση. Εξ ορισμού έχουμε  logi iii e . Χρησιμοποιώντας την (i) 
παίρνουμε  

    
2 2 2log 2 2 ,  

i k ki iii e e e k

  
 

   
     . 

 
5. Δείξτε ότι:  
 

(α)   coshRe z x y    και  Im sinhz x y   , όπου ,x y . 

 

(β) sinh     cosh ,  y z y y   . 

 

Λύση. (α) 
   

    
2 2 2

i x iy i x iyiz iz
i x iy i x iye e e e i

z e e
i i


  

   
     
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      
2 2

y ix y ix y yi i
e e e x i x e x i x             

 

 
2 2

y y
y ye x e x i

e x e x
 

 



    

 

cosh sinh
2 2

y y y ye e e e
x i x x y i x y   

  
      . 

 
(β) Εχουμε 
 

     
2 2 2 2 2 2Im cosh sinhz Re z z x y x y           

 

         2 2 2 2 2 21 cosh sinh coshx y x y y x          

 

        2 2cosh 1 sinh sinhy y y    , 

 
διότι  1 1x    και cosh 1  y y   . Ομοίως  

 
2 2 2cosh cosh coshz y x y y     . 

 
6. Αν R  είναι το ορθογώνιο με πλευρές 0,  0,  2,  1x y x y    , 

υπολογίστε την εικόνα του R  μέσω της απεικόνισης 42
i

w e z


   .  
 

Λύση. Η απεικόνιση αυτή διαστέλλει το χωρίο R  του επιπέδου z  
κατά 2  μέσω της 2z z  ώστε να προκύψει ένα νέο χωρίο R  το 
οποίο στη συνέχεια περιστρέφει κατά γωνία / 4  κατά τη θετική 
φορά. Στο κάτωθι σχήμα φαίνεται το τελικό χωρίο σε σχέση με το 
αρχικό.  

1 2

1

2

3

4
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7. Βρείτε την εικόνα του κυκλικού τομέα   : 2,  0
4

z z Arg z
 

     
 

 

μέσω της απεικόνισης 4w z . 
 

Λύση. Γράφουμε  iArg z
z z e , άρα 

44 4 ( )iArg zw z z e  , δηλ. 
4

16w z   

και    4Arg w Arg z . Εφόσον   0
4

Arg z


   προκύπτει  0 Arg w   . 

Αρα η εικόνα του   είναι το χωρίο   : 16,  0w w Arg w      . 

 
Ασκήσεις. 

 
1. Υπολογίστε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων 
 

(α)    f z Log z ,          (β)    1i z
f z z


 ,   (γ)  2( ) 1f z Log z  . 

                          Απάντ. (α)  :  k k    (β)   0   (γ)  1  . 

 

2. Αν  2 2( , ) 4 8 8 4f x y x y i x y     να γραφεί η f  συναρτήσει της 

μιγαδικής μεταβλητής z x iy  . 

                                      Απάντ.       
22 21 2 1 8f z i z z i z iz      . 

 
3. Υπολογίστε τις τιμές των μιγαδικών λογαρίθμων  
 

    1 3
log 4 ,   log 3 ,  log

2 2
i i

 
    

 
(i) (ii) (iii) . 

Απάντ.  
4

2 2 2   2 2  2
6 3

n i k n i k i k
 

   
   

        
   

(i) (ii) (iii) . 

 

4. Υπολογίστε στο  οι δυνάμεις:    21 ,   1
i

i(i) (ii) . 

                                                           Απάντ. 
2

2
2 24 2   

n
k i

k ie e





  

(i) (ii) . 

 
6. Επιλύστε στο  οι εξισώσεις  

(α) 3 1ze  ,   (β)  2z  ,   (γ)  
1

cosh
2

z  .      
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Απάντ. (α) 
2

3

k i
z


 ,  (β)  2 2 3z k i n   ,  (γ) 

1
2

3
z k i

 
  
 

.  

 
7. Δείξτε ότι:  
 

(α)   ize z i z z     .   (β)  z z     και  z z   . 

(γ)    sinhiz i z   και    coshiz z  .         (δ)    tanh tanhz z . 

(ε)          1 2 1 2 1 2cosh cosh cosh sinh sinhz z z z z z   . 

(στ)      2 2cosh 2 cosh sinhz z z  .             (ζ) 0 ,  z z k k     . 

 

8. Δείξτε ότι μέσω της  w Log z  κύκλοι με κέντρο το (0,0) στο 

επίπεδο των z  απεικονίζονται σε ευθύγραμμα τμήματα μήκους 2π 
παράλληλα με το φανταστικό άξονα του επιπέδου w , ενώ ευθείες 
που διέρχονται από την αρχή (0,0) του επιπέδου των z  
απεικονίζονται σε ευθύγραμμα τμήματα μήκους 2π  παράλληλα με 
τον πραγματικό άξονα του επιπέδου w . 
 

9. Δείξτε ότι η εικόνα του κύκλου :  3 5C z    μέσω της απεικόνισης 

1
w

z
  είναι ο κύκλος 

3 5

16 8
w  . Που απεικονίζεται το εσωτερικό 

του κύκλου C ; 

                                  Απάντ. (α) 1z  , Όχι.  (γ) Στο εξωτερικό του C .  
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5.3. Μιγαδική Παράγωγος.  
 
Ορισμός 5.19. Εστω 

0z   και 0  . Καλούμε ανοικτό δίσκο κέντρου 

0z  και ακτίνας ε το σύνολο  0 0( ) :  D z z z z     . 

 
Ορισμός 5.20. Ένα σύνολο E  καλείται ανοικτό αν και μόνον αν 
δεν περιέχει κανένα συνοριακό του σημείο. Το E  καλείται κλειστό εάν 
αν και μόνον αν περιέχει όλα τα συνοριακά του σημεία.  
 
Σημείωση: To σύνολα   και  θεωρούνται ως ανοικτά και κλειστά 
ταυτόχρονα. Προφανώς υπάρχουν υποσύνολα του  που δεν είναι 
ούτε ανοικτά ούτε κλειστά. 
 
Ορισμός 5.21. Ενα σύνολο E  καλείται συνεκτικό ή τόπος εάν δεν 
υπάρχουν δύο ξένα μεταξύ τους ανοικτά (ή κλειστά) υποσύνολα του 

 τέτοια ώστε η ένωσή τους να καλύπτει το E . Ειδικά αν το E  είναι 
ανοικτό, τότε το E  είναι συνεκτικό αν για κάθε ζεύγος σημείων του 
υπάρχει συνεχής καμπύλη που τα συνδέει μένοντας εξ ολοκλήρου 
μέσα στο E . Το E  καλείται απλά συνεκτικό εάν οποιαδήποτε κλειστή 
καμπύλη εντός του E  μπορεί να συσταλεί με συνεχή τρόπο σε σημείο 
του E  παραμένοντας πάντα εντός του E . 
 
Πρόταση 5.1. Εστω : :f E   ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   και   

0 0 0z x iy   είναι σημείο συσσώρευσης του E . Αν 
0 0a u iv  , τότε 

 

 

 
0 0

0

0 0

0
( , ) ( , )

0
( , ) ( , )

,

( )   
,

x y x y

z z

x y x y

lim u x y u

lim f z a
lim v x y v










  


. 

 
Με άλλα λόγια η εύρεση ορίου μιγαδικής συνάρτησης ανάγεται στην 
εύρεση ορίου συνάρτησης υο μεταβλητών. Ισχύουν οι συνήθεις 
ιδιότητες των ορίων. Oταν εμφανίζονται οι συνήθεις απροσδιόριστες 
μορφές  

0
0 ,  ,  ,

0





 

 
εργαζόμαστε όπως στις πραγματικές συναρτήσεις (ο κανόνας L’ 
Hospital μπορεί να εφαρμοσθεί όπως θα δούμε λίγο παρακάτω).  
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Πρόταση 5.2. Εστω : :f E   ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   και 

0 0 0z x iy   είναι σημείο του E . Η f είναι συνεχής στο 
0z  αν και μόνον 

αν οι συναρτήσεις u  και v  είναι συνεχείς στο σημείο 
0 0( , )x y .    

 
Οι  

 πολυωνυμικές, 

 τριγωνομετρικές, 

 υπερβολικές, 

 και η εκθετική συνάρτηση ze  
 
 είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους.  
 
Για τη λογαριθμική συνάρτηση τα πράγματα δεν είναι τόσο απλά διότι 

στον ορισμό της υπεισέρχεται η συνάρτηση  Arg z  η οποία δεν είναι 

καλά ορισμένη στο 0z  . Αποδεικνύεται η ακόλουθη      
 

Πρόταση 5.3. Η συνάρτηση      : 0 ,Arg z      είναι συνεχής 

στο σύνολο 

    * :  R e 0,  Im 0z z z    . 

 
Η πρόταση αυτή έχει άμεσες επιπτώσεις όσον αφορά τη συνέχεια 

συναρτήσεων όπως είναι οι  log z , n z , az  κλπ.  

 

Eστω    ,Arg z    . Kάθε κλάδος των συναρτήσεων   

 

  log z ,  

 n z ,  

 az   
 
είναι συνεχής συνάρτηση επί του συνόλου     
 

    * :  R e 0,  Im 0z z z    . 

 
Ορισμός 5.22. Κάθε συνάρτηση :a   καλείται ακολουθία 
μιγαδικών αριθμών.  
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Πρόταση 5.4. Έστω  ,  n n nz x iy n    είναι μια ακολoυθία 

μιγαδικών αριθμών. Αν 
0 0 0z x iy  , τότε ισχύει:  

 

0 0lim   limn n
n n

z z x x
 

    και 
0lim n

n
y y


 . 

 
H Πρόταση 5.4 ανάγει την εύρεση ορίου μιας ακολουθίας μιγαδικών 
αριθμών στην εύρεση ορίων πραγματικών ακολουθιών.  
 

Ορισμός 5.23. Έστω  :nz n  είναι μια ακολουθία μιγαδικών 

αριθμών. Ορίζουμε μια νέα ακολουθία 
=1

=  
N

N n

n

S z . Αν η ακολουθία 
NS  

συγκλίνει σ’ ένα μιγαδικό αριθμό S   N  , τότε ο S  καλείται σειρά 

και γράφουμε 

=1

=  n

n

S z


 . 

Αν 
=1

 n

n

z


  , θα λέμε συμβατικά ότι η σειρά συγκλίνει στο S . Αν μια 

σειρά δε συγκλίνει θα λέμε ότι αποκλίνει.  
 
Tα κριτήρια για τη σύγκλιση πραγματικών σειρών μεταφέρονται και 
στη σύγκλιση σειρών μιγαδικών αριθμών.  
 

Πρόταση 5.5. (α) Κριτήριο λόγου Έστω 
=1

 n

n

z


  με  0nz   . Αν  

 1lim 1n

n
n

z

z



  ,  τότε  

=1

 n

n

z


  . 

 1lim 1n

n
n

z

z



  ,  τότε η σειρά αποκλίνει. 

(β) Κριτήριο ρίζας (Cauchy) Έστω η σειρά 
=1

 n

n

z


  με  0nz   . Αν  

 lim 1n
n

n
z 


  ,  τότε η σειρά  

=1

 n

n

z


  . 

 lim 1n
n

n
z 


  ,  τότε η σειρά αποκλίνει. 
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Ορισμός 5.24. Έστω :f E  , E  ανοικτό και 
0z E . Θα λέμε ότι η 

f  είναι παραγωγίσιμη στο 
0z  αν υπάρχει το όριο 

 

0

0 0

( ) ( )
lim
z z

f z f z

z z





 


. 

 
Καλούμε το παραπάνω όριο μιγαδική παράγωγο της f  στο 

0z  και 

γράφουμε 
0( )f z  ή 

 0df z

dz
. 

 
Ορισμός 5.25. Εστω E  είναι ανοικτό υποσύνολο του . Θα λέμε ότι 
μια μιγαδική συνάρτηση :f E   είναι ολόμορφη (ή αναλυτική) σε 

σημείο 
0z E , αν υπάρχει 0   έτσι ώστε η f  να είναι παραγωγίσιμη 

σε όλα τα σημεία που ανήκουν στον ανοικτό δίσκο  0D z  κέντρου 
0z  

και ακτίνας  . Αν η f είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο του E  τότε 

θα λέμε ότι η f είναι ολόμορφη στο E . 

 
Αν η f  είναι ολόμορφη σ’ ολόκληρο το  τότε καλείται ακεραία.  

 
Πρόταση 5.6. Αν μια μιγαδική συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη σε 

σημείο 
0z , τότε η f  είναι συνεχής στο 

0z .  

 

Απόδειξη.  Για κάθε 
0z z  έχουμε  0

0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) =

f z f z
f z f z z z

z z


 


. 

Παίρνοντας όρια έχουμε  
  

  0
0 0 0

0 0 00

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0 = 0lim lim lim

z z z z z z

f z f z
f z f z z z f z

z z  


     


. 

 
Σημείωση. Το αντίστροφο δεν ισχύει.  
 
Οι γνωστοί κανόνες παραγώγισης εφαρμόζονται στις μιγαδικές 
συναρτήσεις. 
 
Πρόταση 5.7. Εστω ,f g  είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις σε σημείο 

0z . Τότε 
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 Η  ,  ,af bg a b   είναι παραγωγίσιμη στο 
0z  και ισχύει 

 

       0 0 0af bg z af z bg z     . 

 

 Η f g  είναι παραγωγίσιμη στο 
0z  και ισχύει 

 

           0 0 0 0 0f g z f z g z f z g z     . 

 

 Αν 
0( ) 0g z  , η /f g  είναι παραγωγίσιμη στο 

0z  και ισχύει  

 

 
       

 
0 0 0 0

0 2

0

f z g z f z g zf
z

g g z

   
 

 
. 

 

Απόδειξη. Όπως στις πραγματικές συναρτήσεις.                               
 
Πρόταση 5.8.   (κανόνας αλυσίδας) Εστω E  είναι ανοικτό 

υποσύνολο του ,  :f E f E  είναι παραγωγίσιμη σε σημείο 
0z  και 

 :g f E   είναι παραγωγίσιμη στο  0f z . Τότε και η σύνθεση 

g f  είναι παραγωγίσιμη στο 
0z  και ισχύει 

  

        0 0 0=g f z g f z f z   . 

 

Πρόταση 5.9. (αντίστροφης συνάρτησης) Εστω  w f z  είναι 

ολόμορφη σε σημείο 
0z  με  0 0f z  .Τότε υπάρχει μια ανοικτή 

περιοχή V του σημείου 
0z  και μια ανοικτή περιοχή W του σημείου 

 0 0w f z  έτσι ώστε η :f V W  είναι 1-1, η αντίστροφη συνάρτηση 
1 :f W V   είναι ολόμορφη στο  0f z  και ισχύει 

  

   
 

1

0

0

1
f w

f z

 



. 

 
Ένα πολύ χρήσιμο θεώρημα όσον αφορά τόσο την ύπαρξη όσο και 
τον υπολογισμό της μιγαδικής παραγώγου παρέχει το ακόλουθο  
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Θεώρημα 5.4.  (Εξισώσεις Cauchy-Riemann) Έστω E  είναι 
ανοικτό, 

0 0 0z x iy   είναι σημείο του E  και 

 

   : :  ( ) , ,f E f z u x y iv x y   . 

 
Η f είναι παραγωγίσιμη στο 

0z  αν και μόνον αν  

 

 οι  ,u x y  και  ,v x y  είναι διαφορίσιμες στο σημείο  0 0,x y  και  

 

  
   

   
0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x y

y x

u x y v x y

u x y v x y

 


 
. 

 
Οι παραπάνω εξισώσεις καλούνται εξισώσεις Cauchy-Riemann.  
 
Απόδειξη: Θα δείξουμε μόνον τη συνεπαγωγή " " . Eστω f  είναι 

παραγωγίσιμη στο 
0 0 0z x iy  . Τότε υπάρχει το όριο 

 0
0

0

( ) ( )f z f z
f z

z z





, όταν 

0z z . Ας επιλέξουμε 

  

 
0z x iy  . Τότε 

0z z  όταν 
0y y  και έχουμε: 

 

 
   

 
   

0 0

0 0 0 0 0 00
0

0 0 0

, , , ,( ) ( )
lim lim
z z y y

u x y u x y v x y v x yf z f z
f z

z z i y y y y 

  
        

 

 

           
   

 
   

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

, , , ,
lim lim
y y y y

u x y u x y v x y v x y
i

y y y y 

 
  

 
 

 

              0 0 0 0, ,y yv x y i u x y   . 

 
Oμοίως αν επιλέξουμε 

0z x iy  , τότε 
0z z  όταν 

0x x  και έχουμε 

 

 
       

0 0

0 0 0 0 0 00
0

0 0 0

, , , ,( ) ( )
lim lim
z z x x

u x y u x y v x y v x yf z f z
f z i

z z x x x x 

  
     

   
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              0 0 0 0, ,x xu x y i v x y   . 

 
Εξισώνοντας τα δεύτερα μέλη των παραπάνω έχουμε  
 

   0 0 0 0, ,x xu x y i v x y      0 0 0 0, ,y yv x y i u x y   

άρα 

   0 0 0 0, ,x yu x y v x y  και    0 0 0 0, ,y xu x y v x y  . 

 
Eύκολα τώρα συνάγουμε τις ισότητες:  
 

                      
     

     
0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 0

, , ,

, , ,

x x x

y y y

u x y iv x y f x y
f z

iu x y v x y i f x y

  
  

    
.     (5.7) 

 
Πόρισμα 5.1. Εστω f u i v   . Αν υπάρχουν οι μερικές παράγωγοι 

,  ,  ,  x y x yu u v v , είναι συνεχείς σε μια περιοχή του σημείου  0 0 0,z x y  

και  

   

   
0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x y

y x

u x y v x y

u x y v x y

 


 
 , 

 
τότε υπάρχει η μιγαδική παράγωγος της f  στο 

0z  και ισχύει η (5.7). 

 

Από γεωμετρικής σκοπιάς, αν  0 0f z  , τότε τοπικά στο 
0z  έχουμε  

 

      0 0 0f z f z f z z z   , 

 
οπότε η εικόνα περιγράφεται ικανοποιητικά μέσω της παραπάνω  
γραμμικής απεικόνισης. Ετσι, η f  διατηρεί τις γωνίες οποιονδήποτε 

δυο καμπύλων που τέμνονται στο 
0z . Είναι όπως λέμε μια 

σύμμορφη απεικόνιση.    
 
Πρόταση 5.10. Έστω :f E   είναι ολόμορφη σε τόπο Ε. Αν 

  0f z   για κάθε z E , τότε η f είναι σταθερή στο Ε. 

 
Πρόταση 5.11. (L’ Hospital) Έστω ,f g  είναι oλόμορφες σε σημείο 
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0z  με    0 0 0f z g z  . Αν  0 0g z  , τότε  

 

 
 

 
 0

0

0

lim
z z

f zf z

g z g z





. 

 

Εστω f  ολόμορφη σε σημείο 
0z . Αν υπάρχει η    0f z , τότε λέμε 

ότι υπάρχει η  0f z . Με τον τρόπο αυτό ορίζουμε παραγώγους 

ανώτερης τάξης  
 ( ) 0

0

n

n

n

d f z
f z

dz
 . 

 
Παραγώγιση βασικών συναρτήσεων. 

 

Πρόταση 5.12. Η εκθετική συνάρτηση  : 0 : ( ) = zf f z e   είναι 

ολόμορφη στο  και ικανοποιεί την σχέση   zf z e  .  

 

Απόδειξη. Εχουμε ( ) = ( ) = ( , ) ( , )xf z e y i y u x y iv x y   , όπου 

=z x iy , ( , ) = xu x y e y  και ( , ) = xv x y e y . Παρατηρούμε ότι 

ισχύουν οι εξισώσεις Cauchy-Riemann διότι = =x

x yu e y v  και 

= =x

y xu e y v  . Επειδή δε οι μερικές παράγωγοι είναι συνεχείς 

συμπεραίνουμε ότι η εκθετική συνάρτηση είναι ολόμορφη και  
 

                                z

x x xf z f z u iv u iv e       .                            

  

Πρόταση 5.13. Η συνάρτηση  Log z  είναι ολόμορφη επί του 

συνόλου  

    * :  0,  0 ,  ( ) ,x iy x y Arg z          

και  

  
1

Log z
z

  .  

 
Το ίδιο ισχύει για οποιοδήποτε άλλο κλάδο της. 
 

Απόδειξη: Η  Log z  είναι συνεχής μόνον επί του *  και είναι  
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αντίστροφη της εκθετικής ze  στον πρωτεύοντα (όπως και σε άλλο 
κλάδο της). Από το Θεώρημα παραγώγισης αντίστροφης συνάρτησης 
έχουμε 

                                  
 

1 1 1
w

w

Log z
e z

e

   


.                                    

 
Πρόταση 5.14. Οι συναρτήσεις z  και z  είναι ολόμορφες στο  

(δηλαδή ακεραίες) και  z z    όπως και  z z    .  

 
Παρατήρηση: 
 

 Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση 
  

1

1 1 0( ) = n n

n nf z a z a z a z a

       , iz a   

 
         είναι ακεραία συνάρτηση και ισχύει 
  

 1 2

1 1( ) = ( 1)n n

n nf z na z n a z a 


     . 

 

 Κάθε ρητή συνάρτηση 
1 1

1 1 0

1 1

1 1 0

n n

n n

m m

m m

a z a z a z a

b z b z b z b









   

   
 είναι 

ολόμορφη στο  εκτός των σημείων που μηδενίζεται ο 
παρονομαστής. 

 

 H συνάρτηση za  είναι ακεραία. Τότε    ogz za a L a

 . 

 

 H συνάρτηση az  είναι ολόμορφη στο *  (βλέπε (3.1)). Τότε 

  1a az az 
 . 

 
Γενικότερα: Oι τύποι των παραγώγων όλων των γνωστών 
πραγματικών συναρτήσεων ισχύουν για τις αντίστοιχες μιγαδικές 
συναρτήσεις υπό την προϋπόθεση να γνωρίζουμε το πεδίο όπου 
αυτές είναι ολόμορφες. 
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Ασκήσεις. 
 
1. Yπολογίστε τα όρια: 
 

(α)  2

1
lim 5 10
z i

z z
 

  ,     (β)  
 

2

1
lim
z i z i 

,     (γ) 
4 2

4

3 2 1
lim

1z

z z z

z

  


, 

 

    (δ) 
0

lim
z

z

z




,                    (ε)  

0
lim
z

z

z




,        (στ) 

1

1
lim

1z

z

z




. 

 

Λύση. (α)      
22

1
lim 5 10 1 5 1 10 2 5 5 10 5 3
z i

z z i i i i i
 

              

 

(β)  
 

2

1
lim
z i z i

 


.      

 

(γ) 
4 2

4

3 2 1
lim

1z

z z z

z

  


=

4
2 3 4

4

4

2 1 1
3

1
lim 3,  lim 0,  1,...

1
1

kz z

z z z z k
z z

z

 

  
 

   
 

. 

Β’ τρόπος: Iσχύει 
 

 
2 3 4

4 2

40 0 0

4

3 2 1
1

1 3 2
lim lim lim lim

1 1
1

z z z z

z z zz z zf z f
z z

z

   

  
   

   
  

     

               

              3 2 0 0 0
3

1 0

   
 


. 

 
(δ)  Επειδή το όριο είναι της μορφής 0/0 χρησιμοποιούμε τον κανόνα 
L’ Hospital και έχουμε 

0 0

1
lim lim 1

1 1z z

z z

z

 

 
   . 
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(ε) Για ,  0z x x   έχουμε 0

0 0

0

lim 1,   0

lim lim .

lim 1,   0

x

z x

x

x
x

z x x

xz x
x

x



 











 





 

  
   


 

 
Αρα το όριο δεν υπάρχει. 
 

(στ) Αν και έχουμε 0/0 η συνάρτηση 1z   δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
1 (βλέπε παρακάτω), άρα ο κανόνας L’ Hospital δεν μπορεί να 
εφαρμοσθεί. Εστω  
 

 1 ,  0z iy y   . Τότε 1z   και έχουμε 

 

 
1 0 0

1 1 1
lim lim lim 1 1. 

1 1 1z y y

z iy

z iy  

  
    

  
 

 

 Απ’ την άλλη μεριά αν  1 ,  0z x x   , τότε πάλι 1z   αλλά  

 

 
1 0 0

1 1 1
lim lim lim 1 1

1 1 1z x x

z x

z x  

  
  

  
. 

 
Αρα το όριο δεν υπάρχει.  
 
2.  Υπολογίστε τα όρια των ακολουθιών: 
 

(α) 
2

3
lim

1

n

n

n i

n




,     (β)  

1
lim

2

n

n

i
n



 
 

 
.      

 

Λύση. (α)  
2 2 2 2

3 3 3 3
0,  

1 1 1 1

n
nnn i n n n

i i n
n n n n


    

   
. Αρα  

 
2

3
lim 0

1

n

n

n i

n





, (διότι lim 0 lim 0n n

n n
a a

 
   ). 
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(β) 

 
4 4

1 1
lim lim lim

2 2 2

nn i i n

n
n n n

i n
n e n e

 

  

  
     

   
. Εφόσον  

 

 
 4

/ 2
0 

22

i n

n n

n n
e n


    (διότι 
/ 2

/ 2

1
lim lim 0

12
2 2

2

xx x x

x

n
 

 



) το  

 
ζητούμενο όριο ισούται με μηδέν. 
 

3. Δείξτε ότι: (α)  
 

/ 2
1

1 3

5

n

n
n

i




  .   

 

(β) 

2
9 3

1 ... ...
3 3 3 10

n
i i i i   

        
   

. 

 
Λύση. (α) Εφαρμόζουμε το κριτήριο ρίζας και έχουμε 
 

 
/ 2

1 3 1 3 2
1

5 5 5

n

n n

i i 
  

 

άρα η σειρά συγκλίνει. 
 

(β) 

2

0

1 3 9 3
1 ... ...

3 3 3 3 3 10
1

3

n n

n

i i i i i

i i





     
             

      
 . 

 
4.  Υπολογίστε το σύνολο όπου οι συναρτήσεις   
 

(α)   
zee ,   (β)    ze ,   (γ)    z ,   (δ)   

1

1ze 
, (ε)   1iz  , 

 
είναι ολόμορφες και στη συνέχεια υπολογίστε την παράγωγο αυτών.  
 

Λύση. (α) Εφόσον η ze  είναι ακεραία (δηλαδή ολόμορφη στο ) και 
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η σύνθετη συνάρτηση 
zz ez e w e e      θα είναι επίσης 

ακεραία. Από τον κανόνα αλυσίδας έχουμε  
 

   =
z z z ze e z e z e ze e e e e e 
 

    . 

 

(β) Εφόσον οι ze , z  είναι ακεραίες και η σύνθετη συνάρτηση 

 z zz e w e        θα είναι επίσης ακεραία. Από τον 

κανόνα αλυσίδας έχουμε         =z z z z ze e e e e  
 

   . 

 
(γ) Έστω =z x iy . Τότε 

  

    ( ) ( )z x iy x iy x iy            

 

            

2 2 2 2

2 2

i y i y i y i ye e e e
x x

i
 

  
     

 

            
2 2

y y y ye e e e
x i x 

  
     cosh sinhx y i x y      , 

άρα 

 

 

, cosh

, sinh

u x y x y

v x y x y





  


 

. 

 
Μελετούμε τις εξισώσεις Cauchy-Riemann. Εχουμε  
 

cosh ,     sinh

sinh ,     cosh

x y

x y

u x y u x y

v x y v x y

 

 

    


   
. 

 

Οι παραπάνω μερικές παράγωγοι είναι συνεχείς στο 2  αλλά οι 
ισότητες 

x yu v  και 
y xu v   εύκολα βλέπουμε ότι ικανοποιούνται 

μόνον για   ,  0x k k y   . Αρα η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη 

ΜΟΝΟΝ στο σημείο 
kz k , συνεπώς ΔΕΝ είναι ολόμορφη σε 

κανένα σημείο του  (διότι δεν υπάρχει ε-ανοικτός δίσκος  0D z  
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κανενός σημείου 
kz  ώστε η f  να είναι παραγωγίσιμη ΓΙΑ ΚΑΘΕ 

σημείου του δίσκου αυτού. 
 

(δ) Η συνάρτηση 1zz e   είναι ακεραία, άρα 
1

1




ze
z  είναι 

ολόμορφη στο    : 1 2 :  zz e k i k     . Η παράγωγος της 

συνάρτησης είναι 
 

2

1

1 1

z

z z

e

e e

 
  

  
 (παραγώγιση πηλίκου).  

 

(ε) Κάθε κλάδος της συνάρτησης 1 (1 ) ( )=i i Log zz e   είναι ολόμορφη στο 

σύνολο  : 0, 0x iy x y    . Η παράγωγος αυτής είναι 

 

   1 1i iz i z 
  . 

 

5. Eξετάστε τα σημεία όπου η συνάρτηση   2f z x y ix   έχει 

παράγωγο. Βρείτε όλα τα σημεία όπου η f  είναι ολόμορφη. 

 
Λύση. Μελετούμε τις εξισώσεις Cauchy-Riemann και έχουμε  
 

22 ,     

1,     0

x y

x y

u xy u x

v v

  


 
. 

 

Οι παραπάνω μερικές παράγωγοι είναι συνεχείς στο 2  και έχουμε  
 

2

2 0
,  ( , )

1

x y

y x

u v xy
x y

u v x

  
  

   
, αδύνατη. 

 
Αρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη (κατ’ επέκταση και μη ολόμορφη) 

πουθενά στο . 
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Ασκήσεις. 
 
1.  Υπολογίστε τα όρια: 
 

(α) 
0

1
lim

z

z

e

z


,     (β)  

 

2

2
1

4
lim

1z

z

z 
,     (γ) 

3

3

4 2

2

8
lim

4 16i

z e

z

z z





 
, 

                                                          Απάντ. (α) 1,  (β) , (γ) 
3 3

8 8
i .  

 

2.  Δείξτε ότι η συνάρτηση  f z z  είναι συνεχής στο . Ομοίως η  

συνάρτηση  f z z z z   . 

 
3. Υπολογίστε τα όρια των ακολουθιών: 
 

(α) lim
3 1n

n in

n i n

 
 

  
,     (β)   lim 2

n
n n i n i


     1 1 ,      

                                                                      Απάντ. (α) 1 i ,   (β)  
2

i
.   

 
4.  Υπολογίστε το σύνολο όπου οι συναρτήσεις   
 

(α)   

10
1

1z

 
 

 
,   (β)   

3

1

1z 
,   (γ)   

1

1
z

z


,   (δ)   z z z , (ε)  
2

3z , 

 
είναι ολόμορφες και στη συνέχεια υπολογίστε την παράγωγο αυτών.  
 

Απάντ. (α)  
 

11

10
1 ,  

1z





,   (β) 

 

2 2

3
2

3

-3
:  0,1,2 ,  

1

k i
z

e k
z

 
  

 
, (γ) 

 
 

2

2
2

1-
0, ,  

1

z
i

z
 


, (δ) Μη ολόμορφη, (ε) ακεραία,  

2

2 log 3 3zz  . 

 
5. (α) Αν f u iv   είναι ολόμορφη σε τόπο D  και αν au bv c  , 

όπου , ,a b c  σταθερές όχι όλες μηδέν να δείξετε ότι η f  είναι 

σταθερά στον τόπο D . 
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(β) Αν f  είναι ολόμορφη σε τόπο D  και f c , δείξτε ότι η f  είναι 

σταθερά στον τόπο D . 
 

(γ) Αν f  είναι ολόμορφη σε τόπο D  και  ( 1) 0nf z   για κάθε z D  

δείξτε ότι η f  είναι πολυώνυμο βαθμού n . 

 
6. (Εξισώσεις Cauchy-Riemann σε πολικές συντ/νες) Eστω 

iz e   και        ( ) , , ,  0f z f u iv           είναι 

παραγωγίσιμη σε σημείο 
0z . Δείξτε ότι  

 

1

 0
u v

u v

 

 

 






 
   

.  
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5.4. Μιγαδική Ολοκλήρωση. Θεώρημα Cauchy. 
 

Oρισμός 5.26. Αν  , : ,x y a b   είναι συνεχείς συναρτήσεις, τότε η 

εικόνα της απεικόνισης  
 

     :[ , ] :  ,  a b t x t iy t     

 
καλείται καμπύλη στο μιγαδικό επίπεδο (ή δρόμος). Kάθε (τέτοια) 
καμπύλη είναι προσανατολισμένη με φορά διαγραφής προς την 
κατεύθυνση αύξησης των t . Το σημείο ( )a  καλείται αρχικό σημείο 

της καμπύλης και το σημείο ( )b  καλείται τελικό σημείο της. Εάν 

( ) = ( )a b   τότε η καμπύλη καλείται κλειστή, αλλιώς καλείται ανοικτή. 

Η καμπύλη καλείται απλή αν η   είναι 1-1, δηλαδή εάν η καμπύλη 

δεν τέμνει τον εαυτό της. Η καμπύλη καλείται λεία, αν οι παράγωγοι 

   ,x t y t   υπάρχουν, είναι συνεχείς για κάθε t  και δε μηδενίζονται 

ταυτόχρονα. Αν οι παράγωγοι    ,x t y t   είναι τμηματικά συνεχείς στο 

 ,a b , τότε μιλάμε για τμηματικά λεία καμπύλη (ή βρόχο).  

 
Στο εξής με το συμβολισμό «καμπύλη  » θα εννοούμε μια καμπύλη 

με τύπο      :[ , ] :  a b t x t iy t    .  

 
Αντίθετη καμπύλη της  , συμβολικά  , ορίζουμε να είναι η 

καμπύλη που έχει το ίδιο γράφημα με την   αλλά αντίθετη φορά 

διαγραφής. Αν 
1

2

:[ , ]

:[ , ]

a b

b c









 ορίζουν δύο καμπύλες με    1 2b b  , 

τότε ορίζουμε ως άθροισμα αυτών 
1 2   να είναι μια νέα καμπύλη  

με τύπο 

   
   
   

1

1 2 1 2

2

, ,
: , :   

, ,

t t a b
a c t

t t b c


   



 
    


. 

 
Oρισμός 5.27. Μια απλή, κλειστή και τμηματικά λεία καμπύλη καλείται  
θετικά προσανατολισμένη αν έχει αντιωρολογιακή φορά διαγραφής. 
 
Ας αναφέρουμε μερικά χαρακτηριστικά παραδείγματα καμπύλων.  
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 Κύκλος κέντρου 
0z  και ακτίνας r  (θετική φορά):   

 

   0 ,  0,2itz t z re t    . 

 

 Έλλειψη κέντρου 
0z  με μήκη ημιαξόνων , 0a b   (θετική φορά). 

 

 0( ) = ,  0,2z t z a t i b t t      . 

 

 Ευθύγραμμο τμήμα με άκρα 
0 1,  z z  (φορά 

0 1 z z ): 

 

   0 1 0( ) ,   0,1z t z t z z t    . 

 
Ορισμός 5.28. Έστω f  είναι συνεχής μιγαδική συνάρτηση πάνω σε 

τμηματικά λεία καμπύλη :[ , ]a b  . Ορίζουμε το ολοκλήρωμα της 

f  κατά μήκος της   ως εξής:  

 

 ( ) = ( ( )) ( )
b

a
f z dz f t t dt


    . 

 
Σημείωση: Στο παραπάνω ολοκλήρωμα θεωρούμε  
    

       dz d t t dt x t dt iy t dt dx idy          . 

 
Οι ιδιότητες του επικαμπυλίου ολοκληρώματος είναι παρόμοιες με τις 
ιδιότητες επικαμπυλίου ολοκληρώματος έργου. Ενδεικτικά αναφέρου-
με: 

   
1 1 1

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,  ,c f z c g z dz c f z dz c g z dz c c
  

      . 

 

           
1 1

( )f z dz f z dz
 

   . 

      

           
1 2 1 2

( ) ( )f z dz f z dz f z dz
   

    . 

 
Πρόταση 5.15. Εστω ( ) ( , ) ( , )f x iy u x y i v x y     είναι συνεχής 

μιγαδική συνάρτηση και      :[ , ] :  a b t x t iy t     είναι τμηματι-

κά λεία καμπύλη. Τότε 
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   ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f z dz u x y dx v x y dy i u x y dy v x y dx
  

      . 

 

Απόδειξη. Αμεση.                                                                                
 
Σημείωση: H Πρόταση 5.15 ερμηνεύει την τιμή του μιγαδικού 
ολοκληρώματος με χρήση των ολοκληρωμάτων έργου πεδίων του 

2 . Ετσι, το πραγματικό μέρος του ( )f z dz
  ερμηνεύεται ως το έργο 

του πεδίου  ,f u v   κατά μήκος της  , ενώ το φανταστικό μέρος  

του ( )f z dz
  ερμηνεύεται ως η ροή του πεδίου f  δια μέσου της  . 

 
Ορισμός 5.29. Έστω :f E  , όπου E  είναι ανοικτό σύνολο. 

Αν υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση :F E   τέτοια ώστε    F z f z   

για κάθε z E , τότε η F  καλείται αντιπαράγωγος της f  στο E .  

  
Πρόταση 5.16. (Αντιπαράγωγος και ανεξαρτησία δρόμου) Έστω 
E  είναι ανοικτός τόπος και :f E   είναι συνεχής. Οι ακόλουθες 

προτάσεις είναι ισοδύναμες: 
 

 H f  έχει μοναδική αντιπαράγωγο στο E (με προσέγγιση σταθεράς). 

 

 Για κάθε κλειστή, τμηματικά λεία καμπύλη   εντός του E  ισχύει 

 

( ) 0f z dz


 . 

 
Παρατήρηση: (α) Συνήθως γράφουμε: 
 

 ( )f z dz  για να δηλώσουμε το σύνολο των αντιπαραγώγων της f . 

  
b

a
f z dz  για να δηλώσουμε ότι το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της 

f  είναι ανεξάρτητο του δρόμου και εξαρτάται μόνον από το αρχικό 

σημείο a  και τελικό σημείο b . 
 

     ( )
z

a
F z f d f a    για μια αντιπαράγωγο της f . 
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  f z dz
  για ολοκλήρωση πάνω σε κλειστή καμπύλη. 

 
(β) Οι αντιπαράγωγοι συνεχών συναρτήσεων υπολογίζονται όπως οι 
αντιπαράγωγοι των πραγματικών συναρτήσεων (στο πεδίο όπου 
είναι ολόμορφες). Ετσι έχουμε: 
 

 
1

,  1,  
1

a
a z

z dz c a a
a



    
 , 

  
1

dz Log z c
z

   στο πεδίο αναλυτικότητας του Log .  

 ,z ze dz e c   

 ,zdz z c     

 ,zdz z c    

 sinh cosh ,zdz z c   

 cosh sinh ,zdz z c   κλπ. 

 
Θεώρημα 5.6. (Cauchy) Αν f  είναι ολόμορφη συνάρτηση πάνω και 

στο εσωτερικό απλής, κλειστής, τμηματικά λείας καμπύλης  , τότε  

 

( ) 0f z dz


 . 

 
Αν απαιτήσουμε τη συνέχεια της f  πάνω και στο εσωτερικό της  , 

τότε η απόδειξη του Θεωρήματος Cauchy γίνεται εύκολη με χρήση 
του Θεωρήματος Green. Πράγματι, αν f u iv   έχει συνεχή 

παράγωγο, τότε οι μερικές παράγωγοι ,  ,  ,  x y x yu u v v  είναι συνεχείς και 

ικανοποιούν τις εξισώσεις Cauchy-Riemann. Ετσι: 
  

   ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f z dz u x y dx v x y dy i u x y dy v x y dx
  

       

 

                            0x y x y
E E

v u dxdy i u v dxdy       . 

 
Σημειώνουμε ότι η υπόθεση της συνέχειας της f  απλοποιεί μεν την 
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απόδειξη του Θεωρήματος Cauchy, παρά ταύτα είναι αχρείαστη.    
 
Θεώρημα 5.7. (Γενικευμένο Θεώρημα Cauchy).  Εστω f  είναι  

ολόμορφη συνάρτηση σε κλειστό τόπο R  με σύνορο R . Υποθέτουμε 
ότι το σύνορο R  αποτελείται από μια απλή, κλειστή, τμηματικά λεία 
καμπύλη  , η οποία περιέχει στο εσωτερικό της πεπερασμένο αριθμό 
απλών, κλειστών, τμηματικά λείων καμπύλων 

1,..., n   όλες με κοινό 

προσανατολισμό ο οποίος ταυτίζεται με τον προσανατολισμό της   
και τέτοιες ώστε κάθε καμπύλη 

j  να βρίσκεται στο εξωτερικό κάθε 

άλλης καμπύλης 
k . Τότε 

1

( )  ( )
k

n

k

f z dz f z dz




  . 

  
Απόδειξη. Για απλότητα θα δείξουμε το θεώρημα για την περίπτωση 
που το R  είναι όπως στο ακόλουθο σχήμα:  

 
Eστω 

1   και 
1 2,L L  είναι οι καμπύλες με ίχνη τα γραμμοσκιασμένα 

ευθύγραμμα σχήματα με τη φορά " "  του σχήματος. Τότε το R  
διαμερίζεται σε δύο χωρία (έστω 

1R  και 
2R ) που φράσσονται από δύο 

απλές, κλειστές και τμηματικά λείες καμπύλες, συνεπώς το θεώρημα 
Cauchy εφαρμόζεται σε κάθε μία από αυτές. Αν τα τμήματα των 
καμπύλων 

1  και 
2  που αποτελούν σύνορο για τα χωρία 

1R  και 
2R  

συμβολίζονται με 
1 11, 2,,R R   και 

2 21, 2,,R R   αντιστοίχως, τότε έχουμε   

 

 
1, 1 2, 21 1

 0
R RL L

f z dz
   

    
1, 11

  
R L

f z dz f z dz


      
2, 21

  0
R L

f z dz f z dz


    . 

 
Ομοίως:  
 

 
1, 2 2, 12 2

 0
R RL L

f z dz
   

     
1, 22

  
R L

f z dz f z dz


      
2, 22

  0
R L

f z dz f z dz


    . 

 
Aθροίζοντας κατά μέλη παίρνουμε 
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       
1, 1, 2, 2,1 2 1 2

    0
R R R R

f z dz f z dz f z dz f z dz
   

   
      

        

 

       
1 2 1 2

  0   f z dz f z dz f z dz f z dz
   

        .                         

 
Θεώρημα 5.9. (Ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy) Έστω f  είναι 

ολόμορφη συνάρτηση πάνω και στο εσωτερικό απλής, κλειστής, 
τμηματικά λείας και θετικά προσανατολισμένης καμπύλης  . Εάν 

0z  

είναι οποιοδήποτε σημείο στο εσωτερικό της  , τότε 

 

0

0

1 ( )
( ) =  

2

f z
f z dz

i z z  . 

 

Απόδειξη. Παραλείπεται.                                                                     
 
O Oλοκληρωτικός τύπος του Cauchy είναι πολύ σημαντικός. Με 
απλά λόγια μας λέει ότι αν μια συνάρτηση είναι ολόμορφη πάνω 
σ΄έναν απλά συνεκτικό και φραγμένο κλειστό τόπο, τότε όλες οι τιμές 
της συνάρτησης στο εσωτερικό του τόπου καθορίζονται πλήρως από 
τις τιμές της συνάρτησης πάνω στο σύνορο του τόπου. Προφανώς 
μια τέτοια ισχυρή ιδιότητα δεν ισχύει στις πραγματικές συναρτήσεις.  
 
Θεώρημα 5.10. (Ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy για 
παραγώγους) Έστω f  είναι ολόμορφη συνάρτηση πάνω και στο 

εσωτερικό απλής, κλειστής, τμηματικά λείας και θετικά προσανατολι-
σμένης καμπύλης γ. Τότε η f  έχει παραγώγους κάθε τάξεως σε κάθε 

σημείο 
0z  στο εσωτερικό της γ και ισχύει  

 

 

 
( )

0 1

0

!
( ) =  

2

n

n

f zn
f z dz

i z z 


 . 

 
O Oλοκληρωτικός τύπος του Cauchy για παραγώγους είναι επίσης 
πολύ σημαντικός. Με απλά λόγια μας λέει ότι αν μια συνάρτηση είναι 
ολόμορφη πάνω σ’ έναν απλά συνεκτικό και φραγμένο τόπο G , τότε 
η f  έχει παραγώγους κάθε τάξης στο G .  
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Εφαρμογές. 
 
Πόρισμα 5.2. (Ανισότητα Cauchy) Έστω 0r  , 

0z   και f  είναι 

ολόμορφη συνάρτηση πάνω και στο εσωτερικό του κύκλου 

0:  rC z z r  . Αν ( ) rf z M  για κάθε z  πάνω στον κύκλο 
rC , τότε 

 

( )

0

!
( ) ,  n r

n

M n
f z n

r


  . 

 
Απόδειξη. Από το Θεώρημα Cauchy για παραγώγους έχουμε: 
 

 

 0 0

( )

0 1 1 1

0

! ! !
( ) =  2

2 2 2

n r r

n n nz z r z z r

f zn n M n M
f z dz dz r

r rz z


       
    


  .    

 
Πόρισμα 5.3. (Θεώρημα Liouville) Aν μια ακεραία συνάρτηση f  

είναι φραγμένη στο  , τότε η f  είναι σταθερή.   

 

Απόδειξη. Εστω f  ακεραία (δηλ. ολόμορφη στο ) και ( )f z C  για 

κάθε z . Τότε η f  είναι απειροδιαφορίσιμη στο . Αρκεί να 

δείξουμε ότι   0f z   για κάθε z . Θεωρούμε τυχαίο 
0z  . Τότε 

από την ανισότητα Cauchy έχουμε  
 

0( ) rM C
f z

r r
    για κάθε 0r  . 

 

Αφήνοντας το r   παίρνουμε 
0 0( ) 0 ( ) 0f z f z    . Αφού το 

0z  είναι αυθαίρετο έχουμε   0f z   z , άρα η f  είναι σταθερή.     

 
Πόρισμα 5.4. (Αρχή μεγίστου) Αν f  είναι ολόμορφη και μη σταθερή 

σε ανοικτό τόπο E , τότε η  f z  δεν έχει μέγιστο στο E . Επιπλέον, 

αν η f  είναι ολόμορφη και μη σταθερή σε φραγμένο τόπο E  και είναι 

συνεχής στο σύνορο του E , τότε η  f z  παίρνει μέγιστη τιμή πάνω 

στο σύνορο E . 
 
Πόρισμα 5.5. (Αρχή ελαχίστου) Αν f  είναι ολόμορφη και μη 
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σταθερή σε τόπο E  και   0f z   για κάθε z E , τότε η  f z  δεν 

παίρνει ελάχιστη τιμή στο E . Επιπλέον, αν f  είναι ολόμορφη και μη 

σταθερή σε φραγμένο τόπο E  με   0f z   για κάθε z E  και αν είναι 

συνεχής στο σύνορο του E , τότε η  f z  παίρνει ελάχιστη τιμή 

πάνω στο σύνορο E . 
 

Ασκήσεις. 
 

1. Αν , ,a b c , δείξτε ότι  
icb ica

b
ict

a

e e
e dt

ic


 . 

 

Λύση.         
b b b b

ict

a a a a
e dt ct i ct dt ct dt i ct dt           

              

       
b b

a a

ct i ct ct i ct

c ic

    
   

1
b

ict
icb ica

a

e
e e

ic ic
   . 

 
2. Yπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα:  
 

(α)  z dz


, επί της καμπύλης   2t t it   , από 0z   έως  4 2z i  . 

(β)  2  z z dz


 , επί της καμπύλης 3 23 4 1y x x x     από το σημείο 

(1,1)  στο (2,3) . 

 
Λύση. (α) Παρατηρούμε ότι το 0z   είναι η εικόνα της καμπύλης   

στο 0t   ενώ το 4 2z i   είναι η εικόνα της καμπύλης   στο 2t  . 

Αρα:   

      
2 2

2

0 0
 2z dz t t dt t it t i dt


         

 

                                  
2 2

4 2 3
2

3 2

0
0 0

8
2 10

2 2 3 3

t t t i
t t it dt i        . 

 
(β) Μια προφανής παραμετροποίηση της καμπύλης 

3 23 4 1y x x x     από το σημείο (1,1)  στο (2,3)  προκύπτει θέτοντας 
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( )x t t . Τότε   3 23 4 1y t t t t    , οπότε παίρνουμε   

 

     3 23 4 1 ,  1,2t t i t t t t        

και έχουμε 
 

        
2

1
2  2z z dz t t t dt


        

 

        
2

3 2 3 2 2

1
3 4 1 3 4 1 2 1 3 6 4t i t t t t i t t t i t t dt                

 
149 241

210 10

i 
  . 

 
3. Yπολογίστε τις αντιπαραγώγους των συναρτήσεων: 
 

(α) 2 zze ,    (β)  2 4z z . 

 

Λύση. (α)    2 2 2 2 2 21 1 1 1 1

2 2 2 2 2

z z z z z zze dz z e dz ze z e dz ze e dz
          

2 21 1

2 4

z zze e c   . 

(β)         2 2 21 1 1
4 4 4 4

4 4 2
z z dz z z dz z z z z dz           

                       

                               21 1 1
4 4 4

4 8 8
z z z z z dz        

               

                               21 1 1
4 4 4

4 8 32
z z z z z c       . 

 
4. Yπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα 
 

(α)  2 3z z dz


 , πάνω στην τεθλασμένη γραμμή 

     2,0 2,2 0,2  .  
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(β)  212 4  z iz dz


 , διαμέσου της καμπύλης 3 23 4 1y x x x     από 

το σημείο (1,1)  στο (2,3) . 

 
Λύση. Σχόλιο. Η άσκηση θα μπορούσε να λυθεί με 
παραμετροποίηση καμπύλων όπως η άσκηση 2. Η διαφορά είναι ότι 
οι προς ολοκλήρωση συναρτήσεις είναι ολόμορφες σε κάποιο απλά 
συνεκτικό τόπο που περιέχει τις καμπύλες. Επομένως έχουμε ένα 
επιπλέον ισχυρό εργαλείο, το εργαλείο της αντιπαραγώγου, το οποίο 
δεν είχαμε στην άσκηση 2 όπου όλες οι προς ολοκλήρωση 
συναρτήσεις δεν ήταν καν παραγωγίσιμες (ελέγξτε τις εξισώσεις 
Cauchy-Riemann). Αρα: 
 

(α)    
2

3 2
2

2 2

2
2

3 44 8
3 3

3 2 3 3

i
i z z i

z z dz z z dz


         . 

 

(β)    
2 3 2 3

2 2 3 2

11
12 4  12 4  4 2 156 38

i i

ii
z iz dz z iz dz z iz i



 


         . 

 
6. Υπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα  
 

(α) 
ze
dz

z ,         (β) 
 

3
/ 4

z
dz

z




 , 

επί του μοναδιαίου κύκλου 1z   με τη θετική φορά. 

 
Λύση. (α) Χρησιμοποιούμε το ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy. 

Ορίζουμε   zf z e  και παίρνουμε 
0 0z  . Η f  είναι ολόμορφη πάνω 

και εντός του κύκλου 1z   που περιέχει το 
0 0z  , άρα από τον τύπο 

του Cauchy έχουμε: 
 

  02 0 2 2
0

z ze e
dz dz i f i e i

z z 
       

  . 

 

(β) Ορίζουμε  f z z  και 
0 / 4z  . Προφανώς η f  είναι 

ολόμορφη πάνω και εντός του κύκλου 1z   που περιέχει το 
0 / 4z  , 

άρα από τον τύπο του Cauchy για παραγώγους με 2n   έχουμε  
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 
 

   
0 3 3

0 0

2! 1 2

2 22

f z z
f z dz dz

i iz z z z 



 
    

 
   

 

                                                       
 

3

0
2

z i
dz

z z

 
  


 . 

 

7. Υπολογίστε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  
 

 
2

2 1

z
dz

z


 


 , όπου   

είναι ο κύκλος 3z   με τη θετική φορά. 

 
Λύση. Χρησιμοποιούμε το γενικευμένο Θεώρημα Cauchy.  
 

 

 
 

 
 

 1 2
2 2 2

2 2 21 1 1
E

z z z
dz dz dz

z z z
 

     


 

  
   , 

 
όπου 

1 2,     είναι απλές, κλειστές καμπύλες με τη θετική φορά, στο 

εσωτερικό των οποίων βρίσκονται τα σημεία 
0 1z    και 

0 1z    

αντιστοίχως. Τότε  
 

 

 
 

 

 1 1
2 2

2 2

1
2 1 2

4 2 21 1

z zi i
dz i g i dz

z z
 

    
 

 
         

  
   

και  

 

 
 

 

 2 2
2 2

2 2

1
2 1 2

4 2 21 1

z zi i
dz i h i dz

z z
 

    
 

 
        

  
  . 

 

8. Aν για μια ακεραία συνάρτηση h  και για κάθε 1z   ισχύει 

 zh z M ,  δείξτε ότι  h z M  για κάθε 1z  . 

 

Λύση. Η συνάρτηση  zh z  είναι συνεχής στον κλειστό δίσκο 1z   και 

πάνω στο δίσκο προφανώς ισχύει    
| | 1z

zh z M h z M


   . Αρα από 

την αρχή του μεγίστου θα πρέπει να ισχύει  h z M  για κάθε 1z  . 
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Ασκήσεις. 
 
1. Yπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα 
 

(α)  zz dz
 , διαμέσου της περιμέτρου τετραγώνου με κορυφές 

0,  1,  1 ,  i i  με θετική φορά διαγραφής. 

    

(β) i ze dz
 , κατά μήκος της ευθείας 3y x  από το σημείο  0,0  στο 

σημείο  1,3 .  

                                              Απάντ. (α)   1 i  ,   (β)    9 33 9
1

10

ii
e 

 .    

 
2. Yπολογίστε τις αντιπαραγώγους των συναρτήσεων: 
 

(α)   22 zz e , (β)  sinh 3z ,    (γ) 
 

2

1

3z 
. 

Απάντ. (α) 
  22 3

4

zz e
c


 , (β)   

1
cosh 3

3
z , (γ) 

1

3z



 (στο  3  ). 

 
3. Yπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα 
 

(α)   45 3sinhz z dz


 , πάνω στην τεθλασμένη γραμμή με φορά  

     0,0 1,1 3,2  .  

 

(β) 
1

2
dz

z  , όπου   είναι η περίμετρος ρόμβου με κορυφές τα 

σημεία 1, i   και θετική φορά διαγραφής. 

                                    Απάντ. (α)        
5

3 2 3cosh 3 2i i   ,    (β)  0 . 

 
4. Υπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα  
 

(α)    
2 5 3z

dz

z   ,   (β)    
3

1 4

z

z

e
dz

z i   ,    (γ)    
4| | 2

iz

z

e
dz

z ,  
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(δ)   
 

6

3| | 1 / 6z

z
dz

z



 
 ,                                (ε)    

3

2 2 6
 

z

z z

e
dz

z i     . 

 
Ολες οι καμπύλες διαγράφονται με τη θετική φορά. 
                  Απάντ. (α)  2 i ,    (β) 2 i , (γ)  / 3 , (δ)  21 /16i ,  (ε)  0. 
 

5. Εστω    ,  ,P z az b a b   . Αν ισχύει  
 1

2
2

P z
dz

i z
  και 

 1
3

2

P z
dz i

i z i


 , όπου   είναι ο κύκλος 2z i   υπολογίστε τις 

τιμές των ,a b .                                                   Απάντ. 3 2 ,  2a i b   .  

 

6. Αν f  ακεραία και  f z A z  για κάθε z  όπου A  είναι θετική 

σταθερά δείξτε ότι   ,  f z c z c   . 
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5.5. Σειρές Taylor και Laurent. Ολοκληρωτικά υπόλοιπα.  

 

Eστω δυναμοσειρά  0

0

,  
n

n n

n

a z z a




   με κέντρο σημείο 
0z  . 

Υπενθυμίζουμε ότι υπάρχει αριθμός 0 R    που καλείται ακτίνα 
σύγκλισης της δυναμοσειράς έτσι  ώστε η δυναμοσειρά να συγκλίνει 

απόλυτα για κάθε 
0z z R   (και ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό δίσκο 

0 1z z R R   ) και να αποκλίνει για κάθε 
0z z R  . Μάλιστα η ακτίνα 

σύγκλισης υπολογίζεται από την ακόλουθη ισότητα:  
 

1

lim n

n
n

a
R

a


   
1

 
lim n

n
n

η R
a



 
 
 
 

. 

 
Θεώρημα 5.11. (Taylor) Εστω f  είναι μια ολόμορφη συνάρτηση σε 

σημείο 
0z . Τότε: 

 
 

 
( )

0

0

0

 
!

n
n

n

f z
f z z z

n





   

 

 για κάθε z  σε κάποιο ανοικτό δίσκο  0D z . Η παραπάνω καλείται 

σειρά Taylor της f  γύρω από το σημείο 
0z . 

 
Παρατήρηση. (α) Το ανάπτυγμα Taylor της f  είναι μοναδικό.  

 

(β) Η σειρά Taylor 
 ( )

0

0

!

n

n

n

f
z

n





  της f  γύρω από το 
0 0z   καλείται 

σειρά McLaurin. 
 
(γ) Tα αναπτύγματα Taylor στοιχειωδών συναρτήσεων θεωρούνται 
γνωστά. 
 

0

1
,  1

1

n

n

z z
z





 


 ,     
0

,  
!

n
z

n

z
e z

n





  ,     
 

1

2 1

1

1
,  

(2 1)!

n

n

n

z z z
n











 


 , 
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  2

0

1
,  

(2 )!

n

n

n

z z z
n







  ,                      

  1

0

1
1 ,  1

1

n

n

n

Log z z z
n







  


 . 

 
Ορισμός 5.30. Ένα σημείο 

0z  όπου η f  είτε δεν ορίζεται, είτε δεν 

είναι ολόμορφη καλείται ανώμαλο σημείο της. Αν 
0z  είναι ανώμαλο 

σημείο της f  αλλά υπάρχει διάτρητος δίσκος 
00 z z R    σε κάθε 

σημείο του οποίου η f  είναι ολόμορφη, τότε λέμε ότι η f  έχει  

απομονωμένη ή μεμονωμένη ανωμαλία στο 
0z . 

 
Είδαμε ότι η f  αναπτύσσεται σε σειρά Taylor γύρω από κάθε σημείο 

ολομορφίας της 
0z . Εχουμε κάποιο ανάπτυγμα της f  σε δακτύλιο 

κέντρου 
0z ; H απάντηση είναι ναι, όπως φαίνεται στο ακόλουθο:  

 
Θεώρημα 5.12. (Laurent) Έστω f  είναι ολόμορφη στο δακτύλιο 

 

   1 0 2 1 2:  | |  0G z R z z R R R        . 

Τότε   

0

=

( ) ( )n

n

n

f z a z z




   για κάθε z G , 

όπου  

1

0

1 ( )

2 ( )
n n

f z
a dz

i z z 


  

 
και   είναι οποιαδήποτε απλή, κλειστή, τμηματικά λεία και θετικά 

προσανατολισμένη καμπύλη στο εσωτερικό του G . Το παραπάνω 
καλείται ανάπτυγμα Laurent της f , είναι μοναδικό και συγκλίνει 

απόλυτα και ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποσύνολο 
του G . Ο συντελεστής  

 1

1

2
a f z dz

i 
    

 
του αναπτύγματος Laurent καλείται ολοκληρωτικό υπόλοιπο της 

f στο 
0z , συμβολικά  0Res f,z . 

 
To ακόλουθο θεώρημα είναι πολύ σημαντικό όσον αφορά τον 
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υπολογισμό επικαμπυλίων ολοκληρωμάτων:  
 
Θεώρημα 5.13. (Ολοκληρωτικών υπολοίπων) Εστω f  είναι 

ολόμορφη συνάρτηση πάνω και στο εσωτερικό μιας απλής, κλειστής, 
τμηματικά λείας και θετικά προσανατολισμένης καμπύλης   με 

εξαίρεση ένα πεπερασμένο πλήθος απομονωμένων ανωμάλων 
σημείων  

1,..., nz z  στο εσωτερικό της  . Τότε  

 

   
1

2
n

k

k

f z dz i Res f,z





  . 

 

Απόδειξη. Αμεση από το γενικευμένο Θεώρημα Cauchy.                  
 
Υπό μια έννοια, το παραπάνω θεώρημα μας λέει ότι όλη η 

πληροφορία για τον υπολογισμό του  f z dz
  βρίσκεται στα 

ανώμαλα σημεία της f  στο εσωτερικό της  .  

 
Ορισμός 5.31. (Ταξινόμηση ανωμάλων σημείων) Εστω 

0z  είναι 

ένα μεμονωμένο ανώμαλο σημείο της f  και 

 

0 0

=

( ) ( ) ,  0 | |n

n

n

f z a z z z z R




      

 

είναι η σειρά Laurent της f . Αν υπάρχει m  έτσι ώστε 0ma   και 

0ka   για κάθε k m  , δηλαδή  

 

   
 1

0 1 0 01

0 0

( ) ... ...,  0 | |m m

m m

a a
f z a a z z z z R

z z z z

  


         

 
, 

 
τότε το 

0z  καλείται πόλος m -τάξης της f  και ισχύει  

 

0

( )
( ) =

( )m

g z
f z

z z
, 

 

όπου η g  είναι ολόμορφη στο δίσκο 
0z z R   με  0 0g z  .  
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Στην περίπτωση που το ανάπτυγμα Laurent της f  περιέχει άπειρο 

πλήθος μη μηδενικών συντελεστών 
na  με αρνητικούς δείκτες, τότε το 

0z  καλείται ουσιώδης ανωμαλία της f .  

 
Τέλος, εάν ισχύει 0na   για κάθε 0n  , τότε η ανωμαλία καλείται  

επουσιώδης ή απαλείψιμη.  
 
Παρατηρήσεις: (α) Πρακτικά: 
 
(i) το 

0z  απαλείψιμη ανωμαλία της f  αν και μόνο αν υπάρχει το  

0

lim ( )
z z

f z


 και είναι πεπερασμένο. 

 
(ii) το 

0z  είναι πόλος της f  αν και μόνο αν υπάρχει το  
0

lim ( )
z z

f z


 .  

 
(iii) το 

0z  ουσιώδης ανωμαλία της f  αν και μόνο αν δεν υπάρχει το  

0

lim ( )
z z

f z


. 

 
(β). Εστω f  είναι ολόμορφη σε σημείο 

0z . Είναι γνωστό ότι: 

 

0z  είναι ρίζα της f  πολ/τας 
     

 

( 1)

0 0 0

( )

0

... 0

0

k

k

f z f z f z
k

f z

    
 


. 

 
Ας θεωρήσουμε τώρα δυο ολόμορφες συναρτήσεις   

   ,  a a z b b z   σε σημείο 
0z , έτσι ώστε  το 

0z  να είναι ρίζα της a  

πολ/τας k  και ρίζα της b  πολ/τας m . Τότε, το 
0z  είναι για τη 

συνάρτηση   
 
 

a z
g z

b z
 : 

 
(i) απαλείψιμη ανωμαλία, αν k m  
(ii) πόλος τάξης m k , αν k m . 

 
(γ). Εστω f  είναι μια ακεραία μη πολυωνυμική συνάρτηση και g  έχει 

πόλο σε σημείο 
0z . Τότε η σύνθεση f g  έχει ουσιώδη ανωμαλία στο 
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σημείο 
0z .   

 
(δ). Υπάρχουν απλές μέθοδοι για τον υπολογισμό των 
ολοκληρωτικών υπολοίπων μιας συνάρτησης σε πόλους. Πράγματι  
 

Αν το 
0z  είναι απαλείψιμη ανωμαλία, τότε    0

0

n

n

n

f z a z z




  , άρα: 

 

 1 00a Res f,z   . 

 
Αν το 

0z  είναι πόλος 1ης τάξης, τότε 

 

   1
0

00

n

n

n

a
f z a z z

z z






  


 , 

 

οπότε      
0

1 0lim0
z z

a = Res f,z z z f z


  . 

 
Συνεχίζοντας επαγωγικά με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι αν το 

0z  

είναι πόλος m-τάξης τότε 
 

 
    

0

1

0

1

1
lim

( 1)!

mm

0 mz z

d z z f z
Res f,z

m dz





 
 
   
 

. 

 
Θεώρημα 5.14. (Αρχή ταυτισμού) Υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις f  

και g  είναι ολόμορφες σε τόπο G  και ότι η ακολουθία σημείων  n n
z


 

με 
kz z   k   συγκλίνει σε σημείο 

0z G . Αν      k kf z g z k    

τότε ισχύει    f z g z  παντού στο  G . 
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Εφαρμογές. 
 
(α) Υπολογισμός γενικευμένων ολοκληρωμάτων. 
 
Πρόταση 5.17. Εστω f  είναι ολόμορφη στο  εκτός πεπερασμένου 

πλήθους απομονωμένων ανώμαλων σημείων και   
 

  lim  0
z

z f z


 . 

 
Αν η f  έχει μόνον απλούς πόλους 

1,..., mr r  πάνω στον πραγματικό 

άξονα, τότε: 

     
1 1

lim 2 , ,
n mR

k k
RR

k k

f x dx i Res f z i Res f r 


 

     , 

 
όπου 

1,..., nz z  είναι όλα τα ανώμαλα σημεία της f  στο άνω ημιεπίπεδο 

 Im 0z  .  

 
(β) Υπολογισμός ολοκληρωμάτων της μορφής  
 

 
2

0
,R d



    

 
όπου R  είναι ρητή συνάρτηση του ,     που δεν έχει ανώμαλα 

σημεία  επί του μοναδιαίου κύκλου. Θέτουμε iz e  ,  0,2   oπότε 

παίρνουμε: 
 

  
1 1

,
2 2

i ie e
z

z

 


  

   
 

    
1 1

2 2

i ie e
z

i i z

 


  

   
 

 και 

  

  i i dz
dz d e dz ie d d

iz

        . Τότε:    

 

     
2

0 | | 1
1

, 2 ,
n

k
z

k

R d f z dz i Res f z


   




    , 

 
όπου 

1,..., nz z  είναι όλα τα απομονωμένα ανώμαλα σημεία της ρητής 
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συνάρτησης f  εντός του μοναδιαίου κύκλου με τη θετική φορά (η f  

προκύπτει από τις παραπάνω αντικαταστάσεις των ,     στην 

R  και από την αντικατάσταση του d ). 
 
(γ) Μετασχηματισμός Fourier. 
 
Θεώρημα 5.18 Εστω f  είναι ολόμορφη στο  εκτός πεπερασμένου 

πλήθους απομονωμένων ανώμαλων σημείων και   
 

 lim 0
z

f z


 . 

 
Αν η f  έχει μόνον απλούς πόλους 

1,..., mr r  πάνω στον πραγματικό 

άξονα και  , τότε: 
 

 για κάθε 0   ισχύει 
 

     
1 1

lim 2 ( ), ( ),
n mR

i x i z i z

k k
RR

k k

f x e dx i Res e f z z i Res e f z r     


 

     , 

 
όπου 

1,..., nz z  είναι όλα τα ανώμαλα σημεία της f  στο άνω ημιεπίπεδο 

  0m z  , ενώ 

  

 για κάθε 0   ισχύει 
 

     
1 1

2 ( ), ( ),
s m

i x i z i z

k k

k k

f x e dx i Res e f z i Res e f z r    


  


 

      , 

 
όπου 

1,..., s   είναι όλα τα ανώμαλα σημεία της f  στο κάτω 

ημιεπίπεδο   0m z  . 

 
(δ) Αντιστροφή μετασχηματισμού Laplace.   
 

Πρόταση 5.19. Εστω  F F z  είναι ολόμορφη συνάρτηση στο  

εκτός πεπερασμένου πλήθους ανώμαλων σημείων 
1,..., nz z  και  

 ,  is s R    είναι κατακόρυφο ευθύγραμμο τμήμα έτσι ώστε όλα τα 

ανώμαλα σημεία της F  να περιέχονται εξ αριστερών του τμήματος 
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αυτού. Αν  lim 0
z

F z


 , τότε  

 

      
1

1
( ) lim , ,  0

2

niR
zt zt

k
iRR

k

f t e F z dz Res e F z z t
i










   . 

 
Ασκήσεις. 

 
1.  Να αναπτυχθούν σε σειρά McLaurin οι συναρτήσεις  
 

(α) 
2

1
( )

5 6
f z

z z


 
,  (β) 2( )g z z ,   (γ)  2( ) 1h z Log z  , 

 
και να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισής τους. 
 
Λύση. (α) Χρησιμοποιώντας ανάλυση σε μερικά κλάσματα έχουμε  
 

  2

1 1 1 1
( )

5 6 2 3 3 2
f z

z z z z z z
   

     
 

 

        
0 0

1 1 1 1 1 1
,  2

3 2 3 3 2 21 1
3 2

n n

n n

z z
z

z z

 

 

   
             

     
  . 

 

(β) Χρησιμοποιώντας τον τύπο 
 2 1 2

2

z
z





  παίρνουμε 

 

     
 

 
 

2 2

2 2 1

0 0

1 2 1 2 11 1 1
2 ,  

2 2 2 2 ! 2 2 !

n n n n

n

n n

z z z
z z

n n




 


 

  
         . 

 
(γ) Εχουμε  

 
 

 
 1

2 2 2 2

0 0

1 1
1 ,  1

1 1

n n
n

n

n n

Log z z z z
n n

 




 

 
   

 
  . 
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3.  Να βρεθούν τα αναπτύγματα Laurent της συνάρτησης  
  

1
( )f z

z i



 

 
σε όλους τους δυνατούς δακτυλίους με κέντρο το σημείο 

0z i . 

 

Λύση. Η f  είναι ολόμορφη στο  i  , και συνεπώς η f  δε μπορεί 

να αναπτυχθεί σε σειρά Laurent σε δακτύλιο με κέντρο το 
0z i  που 

να περιέχει το 
1z i  . Προφανώς 

0 2 2 2z z i   . Ετσι διακρίνουμε 

τις εξής περιπτώσεις:  
 

 (1η περίπτωση): 
0 2 2z z z i     . Τότε 

 

   
 

0

1 1 1 1 1
( ) 1

2 2 2 2
1

2

n
n

n

z i
f z

z iz i z i i i i i
i





 
            

 . 

  

 (2η περίπτωση): Eστω 
0 2 2z z z i     . Τότε 

 

 
 

 
0

1 1 1 1 1 2
( ) 1

22 21

n
n

n

i
f z

iz i z i i z i i z i
z i





 
        

      


 . 

 
4.  Υπολογίστε τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα στα ανώμαλα σημεία των  
   

(α) 
1

( )
z

f z
z


 ,   (β)  

 
1

1
( )

2 1z

z
g z

e

 






,  (γ) 

2
( )

z
h z

z


 . 

 

Λύση. (α) Η συνάρτηση f  είναι ολόμορφη στο  0  και το 
0 0z   

είναι πόλος 1ης τάξης (μηδενίζει μια φορά τον παρονομαστή και καμιά 

τον αριθμητή). Ετσι με χρήση του ορισμού έχουμε   10 1Res f , a  .  

 

(β) Λύνουμε την εξίσωση 12 1 0 1 2 2 ,  z

ke z n k i k        . 

Επίσης παρατηρούμε ότι  1 12 1 2 0 z ze e z 
     άρα οι 

kz  είναι 
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απλές ρίζες. Για τις τιμές των 
kz  που βρήκαμε ο αριθμητής της g  δε 

μηδενίζεται ποτέ. Συνάγουμε λοιπόν ότι 
kz  είναι πόλοι 1ης τάξης της 

g . Τότε  

 

     lim
k

k k
z z

Res g,z z z g z


   

 

             
        ' .

11

1 1
lim

2 2 k
k

L Hosp
k k

zzz z

z z z z z

e e

     


   
  . 

 

(γ) Η συνάρτηση h  είναι ολόμορφη στο  0  και έχει πόλο 2ης 

τάξης στο σημείο 
0 0z  . Τότε: 

 

     
2

0

1
lim 0

(2 1)! z

d
Res h,0 z h z

dz

       
   

0 0
lim lim 0
z z

z z    
 

     
 

 

 

5. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
1

ze dz
 , όπου   είναι ο μοναδιαίος 

κύκλος κέντρου (0,0) με θετικό προσανατολισμό. 
 

Λύση: H συνάρτηση  
1

zf z e  έχει στο σημείο 0z   ουσιώδες 

ανώμαλο σημείο στο εσωτερικό της  . Από το Θεώρημα 

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουμε  
  

 
1

2 ,0ze dz i Res f


  . 

Επειδή  

 
1

0

1 1 1
1 ...

!

n

z

n

f z e
n z z





 
     

 
 ,  

 
από τον ορισμό του ολοκληρωτικού υπολοίπου έχουμε  

  1,0 1Res f a  . Tελικά:  
1

2 ,0 2 1 2ze dz i Res f i i


       . 
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6. Yπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα  
 

(α) 
 2| | 2 1z

dz
dz

z z  ,     (β) 
 2| | 1/ 2 1z

dz
dz

z z  . 

Λύση. (α) H συνάρτηση  
 2

1

1
f z

z z



 έχει δύο απομονωμένα 

ανώμαλα σημεία: το σημείο 0z   που είναι πόλος 2ης τάξης και το 
σημείο 1z   που είναι πόλος 1ης τάξης. Επειδή και τα δύο ανώμαλα 

σημεία είναι στο εσωτερικό του κύκλου 2z   από το Θεώρημα 

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουμε 
   

      
| | 2

2 ,0 ,1
z

f z dz i Res f Res f


   . 

Αλλά:  
 

   
     

2

220 0 0

1 1 1 1
,0 lim 0 lim lim 1

(2 1)! 1 1 1z z z

d
Res f z

dz z z z z  

    
                  

 

 
και 

   
 2 21 1

1 1
,1 lim 1 lim 1

1z z
Res f z

z z z 

 
    

 

. 

Tελικά: 

   
| | 2

2 1 1 0
z

f z dz i


     . 

 

(β) Οπως είδαμε παραπάνω η συνάρτηση  
 2

1

1
f z

z z



 έχει δύο 

απομονωμένα ανώμαλα σημεία: το σημείο 0z   που είναι πόλος 2ης 
τάξης και το σημείο 1z   που είναι πόλος 1ης τάξης. Τώρα όμως 

μόνον το 0z   είναι στο εσωτερικό του κύκλου 1/ 2z  , οπότε από το 

Θεώρημα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουμε 
   

     
| | 1/ 2

2 ,0 2 1 2
z

f z dz i Res f i i  


       . 
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7. Υπολογίστε το γενικευμένο ολοκλήρωμα  
41

dx

x



  .         

 

Λύση. (α) Θεωρούμε τη ρητή συνάρτηση   4

1

1
f z

z



 για την οποία 

ισχύει   

   4 3

1
lim  lim lim 0

1 1/z z z

z
z f z

z z z  
  

 
.  

 
Η f  έχει 4 απλούς πόλους που είναι ρίζες της εξίσωσης 

 
2

4 4 41 0 1 ,  0,1,2,3

k
i

kz z z e k

  
 
         . 

 
Από αυτούς μόνον οι 

0 1,  z z  βρίσκονται στο άνω ημιεπίπεδο (και καμία 

πάνω στον πραγματικό άξονα). Αρα από την Πρόταση 5.17 
παίρνουμε 

    0 14
2 , ,

1

dx
i Res f z Res f z

x





  

 . 

 

Αλλά:      
   0 0

0 0

1 2 3

1 1
, lim lim

4 2z z z z

i
Res f z z z f z

z z z z z z 


    

  
 

και 

     
   1 1

1 1

0 2 3

1 1
, lim lim

4 2z z z z

i
Res f z z z f z

z z z z z z 


   

  
. 

 
8. Υπολογίστε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace της 
συνάρτησης  

2

3

2 8
( )

4

z z
F z

z z

 



. 

 

Λύση. Εστω 
2

3

2 8
( )

4

z z
F z

z z

 



. Τότε lim ( ) 0

z
F z


 . Απ΄την άλλη μεριά 

η συνάρτηση ( )F z  έχει τρεις  απλούς πόλους στα σημεία 0z  , 

2z i  . Aπό την Πρόταση 5.19 έχουμε   
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( )f t         ,0 ,2 , 2zt zt ztRes e F z Res e F z i Res e F z i     

 

       
 

 2 2 2
2 2 ,  0

4 4 2

it it ti i
e e t

      . 

                            
Ασκήσεις. 

 
1.  Αναπτύξτε σε σειρά McLaurin τις συναρτήσεις  
 

(α) 
  

1
( )

1 2
f z

z z


 
,              (β)  2( )g z z , 

 
και υπολογίστε την ακτίνα σύγκλισής τους. 

Απάντ. (α)    1
0

1 1
1 ,  1

3 2

n n

n
n

z z





 
    

 
 ,     (β)   

 
4 2

0

-1
,  

2 1 !

n

n

n

z z
n









 ,  

 

2.  Aναπτύξτε σε σειρά Laurent τη συνάρτηση 
1

( )
3

f z
z




 σε όλους 

τους δυνατούς δακτυλίους κέντρου 
0 0z  . 

                    Απάντ. (α) 
1

0

1

3

n

n
n

z





 
 
 

  όταν 3z  ,  
1

0

3n

n
n z






  όταν 3z  . 

 
3. Ταξινομήστε όλα τα απομονωμένα ανώμαλα σημεία των 
συναρτήσεων 
   

(α) 
 

2
2

1
( )

1
f z

z z


 
,   (β)  

1
( )g z

z
 ,  (γ) ( )

sinh

z
h z

z
 . 

 

Απάντ. (α) 1 5

2

   πόλοι 2ης τάξης,  (β) ,  1, 2...kz k k     απλοί πόλοι,  

(γ) 0z   απαλείψιμη ανωμαλία, ,  1, 2,...kz k i k     απλοί πόλοι.  

 
 
4. Υπολογίστε τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα στα ανώμαλα σημεία των 
συναρτήσεων  
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(α) 

1

( )
1

ze
f z

z



,   (β) 2 1

( )
1

g z z
z


 

  
 

.    

                                    Απάντ. (α)  ,0 1Res f e  , (β)  
5

, 1
6

Res f   . 

 
5. Υπολογίστε τα επικαμπύλια ολοκληρώματα 
 

(α) 
 2 2 2 2

zte
dz

z z z  
 ,   είναι ο κύκλος 3z   με θετική φορά,  

 

(β) 
 

 
2

2 3

1

z
dz

z z

 


 ,   είναι το τετράγωνο με κορυφές τα σημεία 

3 3i   με θετική φορά.   

                                      Απάντ. (α)  
1 cos

 ,
2 t

t t
i i t

e
 


   (β) 26 i .  

 
6. Υπολογίστε τα γενικευμένα ολοκληρώματα  
 

(α)  
61

dx

x



  ,        (β)  
   

2

2
2 21 2 2

x dx

x x x




  

 . 

                                                                       Απάντ. (α) 
2

3


,  (β) 

7

50


. 

7. Υπολογίστε τα ολοκληρώματα 
 

(α)  
2

0 3 2

d 

   ,        (β)  
 2

0

3

5 4

d   

 . 

                                                                         Απάντ. (α)  ,   (β) 
12


. 

8.  Υπολογίστε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace των 
συναρτήσεων  

(α) 
 2

2
( )

9

z
F z

z z





,  (β) 

 
2

8 15
( )

4 2

z
G z

z





. 

Απάντ. (α)        
2 1

1 3 3
9 3

f t t t    ,  (β)   
  28

4

tt e
g t


 . 
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