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Κεφάλαιο 1. 
 

Επισκόπηση γνωστών εννοιών. 
1.1 Σειρές πραγµατικών αριθµών. 
 
Εστω µια ακολουθία { },  na a n= ∈N . Μια έκφραση της µορφής  
 

1 2 3 na a a a+ + + + +… … 
 
καλείται άπειρη σειρά. N − ιοστό µερικό άθροισµα της σειράς 
καλούµε την ακολουθία  

=1

= .
N

N n
n

S a∑  

 
Αν η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων NS  συγκλίνει σε 
πραγµατικό αριθµό S  όταν N →∞ , τότε λέµε ότι η σειρά συγκλίνει 
στο S  και γράφουµε  

=1
n

n
a S

∞

=∑ . 

 
Οταν η σειρά δεν συγκλίνει λέµε ότι αποκλίνει. 
 
Παράδειγµα. (i) Αν = n

na r  όπου 1r < , τότε  
  

1 11 11 ,   
1 1 1

N N

N
r r rS r N
r r r

+ +− −
= − = → →∞

− − −
 

 

και άρα = .
1
rS
r−

 Αν | | 1r ≥ , τότε η σειρά αποκλίνει. 

 
(ii) Αν 1= ( 1)nna

+− , τότε έχουµε 
 

0
,

1N

N a
S

N
ρτιος

περιττος
=

=  =
 

 
οπότε η σειρά αποκλίνει.                                                                  
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1.2  Σειρές Συναρτήσεων. 
 
Ορισµός 1.1. Έστω { }nf , 1,2,3,...n = , είναι µια ακολουθία 
συναρτήσεων που ορίζονται σ’ ένα υποσύνολο E  της πραγµατικής 
ευθείας. Αν η ακολουθία πραγµατικών αριθµών ( ){ }nf x  συγκλίνει 
για κάθε x E∈ , τότε ορίζεται η συνάρτηση  
  
                              ( ) ( ): :  lim nn

f E f x f x
→∞

→ = ,                          (1.1) 

 
η οποία καλείται οριακή συνάρτηση της ακολουθίας { }nf  στο E . Αν 
ισχύει η (1.1) θα λέµε ότι η ακολουθία { }nf  συγκλίνει σηµειακά στη 
συνάρτηση f  στο σύνολο E . 
 

Οµοίως, αν η αριθµητική σειρά ( )
1

n
n
f x

∞

=
∑  συγκλίνει για κάθε x E∈ , 

τότε ορίζεται η συνάρτηση    
 

                                ( ) ( )
1

: :  n
n

f E f x f x
∞

=

→ =∑ .                        (1.2) 

 
Θα εξετάσουµε ποιες ιδιότητες της ακολουθίας συναρτήσεων { }nf  
«κληρονοµούνται» στην οριακή συνάρτηση f . Για παράδειγµα, αν 
οι συναρτήσεις nf  είναι συνεχείς, ή παραγωγίσιµες, πότε ισχύει το 
ίδιο και για την οριακή συνάρτηση f ; Επίσης, θα εξετάσουµε πότε 
ισχύει η σχέση 

( ) ( )lim lim
b b

n na an n
f x dx f x dx

→∞ →∞
=∫ ∫ , 

 
υπό την προϋπόθεση φυσικά ότι η ακολουθία των συναρτήσεων nf  
είναι ολοκληρώσιµη στο προς ολοκλήρωση σύνολο. 
 
Εστω  

2( ) (1 ) ,  0 1,   1,2,3,n
nf x nx x x n= − ≤ ≤ = …  

 
Eπειδή ( )lim 0,  1,  1,2,...k n

n
n kλ λ

→∞
= < = , έχουµε  

 
( ]( ) 0, 0,1lim n

n
f x x

→∞
= ∀ ∈ . 



 6

 Επίσης (0) 0nf = , άρα [ ]( ) 0, 0,1lim n
n
f x x

→∞
= ∀ ∈ . Τελικά: 

 
( )

1

0
lim 0nn

f x dx
→∞

=∫ . 

 
Aπ’ την άλλη µεριά, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της 
αντικατάστασης παίρνουµε  
 

( ) ( ) ( )1 12 2 2

0 0

1 11 1 1
2 2 2

n n
x x dx x d x

n
− = − − − =

+∫ ∫ , 

οπότε  

( )
1

0

1lim lim
2 2 2nn n

nf x dx
n→∞ →∞

 = = + ∫ . 

 
Κατά συνέπεια, το όριο του ολοκληρώµατος δεν ισούται πάντα µε το 
ολοκλήρωµα του ορίου, ακόµα και αν τα δυο όρια είναι 
πεπερασµένα.  
 
Ορισµός 1.2. Θα λέµε ότι µια ακολουθία συναρτήσεων { }nf , 

1,2,3,...n =  που ορίζονται σ’ ένα υποσύνολο E  της πραγµατικής 
ευθείας συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνάρτηση f  στο E , αν για 
κάθε 0ε > , υπάρχει φυσικός αριθµός N , τέτοιος ώστε για κάθε 
n N≥  να ισχύει  

( ) ( ) ,nf x f x x Eε− < ∀ ∈ . 
 

Οµοίως, θα λέµε ότι η σειρά ( )
1

n
n
f x

∞

=
∑  συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια 

συνάρτηση g  στο σύνολο E , αν η ακολουθία των µερικών 
αθροισµάτων  

=1

( ) ( )
N

N n
n

S x f x=∑  

 
συγκλίνει οµοιόµορφα στο E . Τα ακόλουθα κριτήρια είναι πολύ 
χρήσιµα για την οµοιόµορφη σύγκλιση ακολουθιών συναρτήσεων ή 
σειρών συναρτήσεων: 
  
Θεώρηµα 1.6. Eστω  ( )( )lim n

n
f x f x

→∞
=  σηµειακά στο E . Aν  

( ) ( )supn n
x E

M f x f x
∈

= − , 



 7

τότε lim nn
f f

→+∞
=  οµοιόµορφα στο E  αν και µόνον αν  lim 0nn

M
→+∞

= .  

  
Θεώρηµα 1.7. (M-test Weierstrass) Eστω { }nf  είναι µια ακολουθία 
πραγµατικών συναρτήσεων που ορίζονται στο σύνολο E . Αν   
 

( ) , , 1,2,3,...,n nf x M x E n≤ ∀ ∈ =  
και  

1
n

n
M

∞

=

< ∞∑ , 

 

τότε η σειρά συναρτήσεων 
1

n
n
f

∞

=
∑  συγκλίνει οµοιόµορφα στο E . 

 
Θεώρηµα 1.8. Εστω { }nf  είναι µια ακολουθία συνεχών 
(παραγωγίσιµων) πραγµατικών συναρτήσεων που ορίζονται στο 
σύνολο E ⊂ . Αν lim nn

f f
→+∞

=  οµοιόµορφα στο E , τότε και η οριακή 

συνάρτηση f  είναι συνεχής (παραγωγίσιµη) στο E . Μάλιστα, αν 
{ }nf  είναι ακολουθία παραγωγίσιµων συναρτήσεων, τότε  
 

( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
′ ′= . 

 
Θεώρηµα 1.9. Εστω { }nf  είναι µια ακολουθία ολοκληρώσιµων 
πραγµατικών συναρτήσεων που ορίζονται σε κλειστό διάστηµα 
[ ],a b . Αν lim nn

f f
→+∞

=  οµοιόµορφα στο [ ],a b , τότε και η οριακή 

συνάρτηση f  είναι ολοκληρώσιµη στο [ ],a b  και ισχύει  
 

( ) ( ) ( )lim lim
b b b

n na a an n
f x dx f x dx f x dx

→∞ →∞
= =∫ ∫ ∫ . 

 
1.3. Γενικευµένα ολοκληρώµατα.  
 
Ορισµός 1.3. Εστω 0a > . Θα λέµε ότι µια πραγµατική συνάρτηση  
f  είναι ολοκληρώσιµη στο [ ),a +∞  αν η f  είναι ολοκληρώσιµη σε 
κάθε διάστηµα [ ] [ ), ,a c a⊂ +∞  και το γενικευµένο (ή µη γνήσιο) 
ολοκλήρωµα της f  

( ) lim
c

ac
f x dx

→+∞
∫  
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υπάρχει ή όπως λέµε συγκλίνει σε κάποιο πραγµατικό αριθµό. Τότε 
γράφουµε  

( )
a
f x dx

+∞
< ∞∫ . 

 
Σε αντίθετη περίπτωση λέµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f  
στο [ ),a +∞  αποκλίνει. 
 
Ορισµός 1.4. Θα λέµε ότι η f  είναι απόλυτα ολοκληρώσιµη στο 
[ ),a +∞  αν 

( )
a
f x dx

+∞
< ∞∫ . 

 
Για τη µελέτη της σύγκλισης γενικευµένων ολοκληρωµάτων 
υπενθυµίζουµε το ακόλουθο κριτήριο σύγκρισης: 
 
Πρόταση 1.1. ’Εστω ,f g  είναι ολοκληρώσιµες συναρτήσεις σε κάθε 
διάστηµα  [ ] [ ), ,a c a⊂ +∞ . Αν ( ) ( )   f x g x x a≤ ∀ > , τότε 
 

( ) ( )
a a
g x dx f x dx

+∞ +∞
< ∞⇒ <∞∫ ∫ . 

 
Πόρισµα 1.1. Αν f  είναι απόλυτα ολοκληρώσιµη στο [ ),a +∞  τότε 
είναι ολοκληρώσιµη στο [ ),a +∞ . 
 
Παρατηρήσεις. (α) Ανάλογα αποτελέσµατα ισχύουν και για το 
γενικευµένο ολοκλήρωµα της f  στο ( ],b−∞ : 
 

( ) ( ) ( ),  0lim
b b

cc
f x dx f x dx b

−∞ →−∞
= <∫ ∫ . 

 
(β) Αν µια πραγµατική συνάρτηση :f →  είναι ολοκληρώσιµη σε 
κάθε διάστηµα [ ] ( ), ,M N− ⊂ −∞ ∞ , όπου ,N M  είναι τυχαίοι θετικοί 
πραγµατικοί αριθµοί και είναι τέτοια ώστε  

 
( )

N
f x dx

+∞
< ∞∫  και ( )

M
f x dx

−

−∞
< ∞∫ ,  

 

τότε λέµε ότι η f  είναι ολοκληρώσιµη στο  και ( )f x dx
+∞

−∞
< ∞∫ . 

 


