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Εντάξεις δικτύων GPS 
 
 
 
 
 
 
 
6.1 Εισαγωγή 

 
Oι απόλυτες (X, Y, Z) ή σχετικές (ΔX, ΔY, ΔZ) θέσεις των σηµείων, έτσι 

όπως προσδιορίζονται από τις µετρήσεις GPS, αναφέρονται στο γεωκεντρικό 
σύστηµα WGS’ 84 (World Geodetic System 1984) το οποίο χρησιµοποιεί ένα 
ελλειψοειδές µε διαστάσεις a = 6378137.0000 m, b = 6356752.3142 m, πρακτι-
κά ίδιες µε αυτές του ελλειψοειδούς του GRS’ 80 που χρησιµοποιείται και στο 
EΓΣA’ 87. Oι συντεταγµένες των σηµείων µπορούν να µετατρέπονται σε γεω-
δαιτικές (φ, λ, h), στο ίδιο ή σε διαφορετικό γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς, 
καθώς και σε προβολικές, αρκεί να είναι γνωστές οι παράµετροι σύνδεσης µε-
ταξύ του WGS’ 84 και του άλλου γεωδαιτικού συστήµατος. 

H συνόρθωση ενός δικτύου GPS γίνεται στις τρεις διαστάσεις στο σύστηµα 
WGS84 ή σε ένα τοπικό γεωκεντρικό σύστηµα. Tο δίκτυο συνορθώνεται αρχι-
κά ως ελεύθερο ή µε ελάχιστες δεσµεύσεις για τον έλεγχο της ποιότητας των 
παρατηρήσεων. Στη συνέχεια, εφόσον πρέπει να ενταχθεί σε ένα διαφορετικό 
από αυτό της συνόρθωσης σύστηµα αναφοράς, εφαρµόζεται ένας µετασχηµατι-
σµός, συνήθως οµοιότητας, στις 3 διαστάσεις, µε βάση τα κοινά σηµεία (του-
λάχιστον τρία) µεταξύ των δύο συστηµάτων. H διαδικασία που ακολουθείται, 
στην περίπτωση που η συνόρθωση γίνει στο σύστηµα WGS’ 84  είναι:  

1. Για τα κοινά σηµεία, από τις προβολικές συντεταγµένες (x, y) υπολογίζονται 
οι γεωδαιτικές συντεταγµένες (φ, λ)TΣ χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις της 
απεικόνισης. 

2. Στη συνέχεια, από τις γεωδαιτικές συντεταγµένες (φ, λ, h)TΣ του τοπικού συ-
στήµατος, όπου h το γεωµετρικό υψόµετρο (απόσταση από το ελλειψοει-
δές), υπολογίζονται οι καρτεσιανές συντεταγµένες (X, Y, Z)TΣ  

3. Yπολογίζονται οι παράµετροι του µετασχηµατισµού οµοιότητας στις τρεις 
διαστάσεις από τη βέλτιστη προσαρµογή των συντεταγµένων (X, Y, Z)GPS 
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του συστήµατος GPS στις συντεταγµένες (X, Y, Z)TΣ  του τοπικού συστή-
µατος.  

4. Mε βάση τις παραµέτρους µετασχηµατισµού που υπολογίσθηκαν από τα 
κοινά σηµεία, µετασχηµατίζονται οι συντεταγµένες των υπολοίπων σηµείων 
από το σύστηµα GPS στο τοπικό. 

5. Oι µετασχηµατισµένες στο τοπικό σύστηµα συντεταγµένες (X, Y, Z)TΣ µε-
τατρέπονται σε γεωδαιτικές (φ, λ, h)TΣ.   

6. Tα (φ, λ)TΣ µετατρέπονται σε προβολικές συντεταγµένες (x, y) µε βάση τις 
εξισώσεις απεικόνισης και το υψόµετρο h σε ορθοµετρικό υψόµετρο H 
(απόσταση από το γεωειδές) αφαιρώντας το υψόµετρο του γεωειδούς. H 
ένταξη του δικτύου γίνεται στο προβολικό επίπεδο. 
 
Πίνακας 1.  Σχέσεις µεταξύ των καρτεσιανών και των καµπυλόγραµµων γεωδαιτικών συντεταγµένων 
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Aν η συνόρθωση του δικτύου γίνει απευθείας στο τοπικό γεωδαιτικό σύ-

στηµα, τότε µε τα βήµατα 1 έως 4 υπολογίζονται οι προσεγγιστικές συντεταγ-
µένες του δικτύου ξεκινώντας από τις προσεγγιστικές τιµές των προβολικών 
συντεταγµένων (x, y) και του υψοµέτρου h, και από τη συνόρθωση προκύπτουν 
οι εκτιµήσεις των (X, Y, Z)TΣ, οι οποίες στη συνέχεια µετασχηµατίζονται σύµ-
φωνα µε τα βήµατα 5, 6. H ένταξη τότε του δικτύου µπορεί να γίνει απευθείας 
στη συνόρθωση (µε πλεονάζουσες δεσµεύσεις), ή εκ των υστέρων, στο προβο-
λικό επίπεδο. Στη δεύτερη αυτή περίπτωση, η συνόρθωση του δικτύου GPS 
γίνεται µε ελάχιστες δεσµεύσεις και µετά το βήµα 6 ακολουθεί συνόρθωση µε 
το µετασχηµατισµό οµοιότητας, όπου ταυτίζονται οι δύο οµάδες των συντεταγ-
µένων των γνωστών κορυφών. 

Aν η συνόρθωση του δικτύου γίνει απευθείας στο τοπικό γεωδαιτικό 
σύστηµα, µε άγνωστες παραµέτρους τις γεωδαιτικές καµπυλόγραµµες 
συντεταγµένες (φ, λ, h)TΣ, τότε από τα (φ, λ)TΣ υπολογίζονται απευθείας οι 
προβολικές συνεταγµένες και από τα κανονικά υψόµετρα h τα ορθοµετρικά H.  

Eιδικά για τα υψόµετρα του γεωειδούς, που απαιτούνται για τη µετατροπή 
των κανονικών υψοµέτρων σε ορθοµετρικά, χρησιµοποιείται κάποια κατάλλη-
λη µέθοδος παρεµβολής, ανάλογα µε την έκταση της περιοχής και τη µορφή 
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µορφή του γεωειδούς. Για µικρές σχετικά αποστάσεις, π.χ. της τάξης των 
µερικών km, και µε οµαλό σχετικά γεωειδές, οι γεωµετρικές υψοµετρικές 
διαφορές από το GPS είναι σχεδόν ίδιες µε τις ορθοµετρικές (ΔH = Δh) µε 
ακρίβεια της τάξης των λίγων εκατοστών. Aν γνωρίζουµε και το υψόµετρο H 
ενός σηµείου µε υψηλή ακρίβεια τότε υπολογίζονται και τα απόλυτα υψόµετρα.  

 Aν τα ορθοµετρικά υψόµετρα των κοινών σηµείων, καθώς και τα υψόµετρα 
του γεωειδούς, χαρακτηρίζονται από ακρίβεια ανάλογη αυτής των οριζόντιων 
συντεταγµένων, τότε ο µετασχηµατισµός οµοιότητας στις τρεις διαστάσεις είναι 
“επιτυχής”. Διαφορετικά, για να µην καταστραφεί και η καλή ακρίβεια της ορι-
ζόντιας θέσης, ο µετασχηµατισµός εκτελείται χωριστά στις δύο διαστάσεις και 
στη µία διάσταση για τα υψόµετρα. H διαδικασία που ακολουθείται στην περί-
πτωση αυτή είναι η εξής:  
1. Για όλες τις κορυφές του δικτύου οι καρτεσιανές συντεταγµένες 

(X, Y, Z)GPS µετατρέπονται σε γεωδαιτικές (φ, λ, h)GPS στο ίδιο ή σε 
διαφορετικό (τοπικό) γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς, αρκεί να είναι 
γνωστές οι παράµετροι σύνδεσης µεταξύ τους. Tο νέο Eλληνικό Γεωδαιτικό 
Σύστηµα Aναφοράς (EΓΣA’ 87) εύκολα µπορεί να συνδέεται µε το WGS’ 
84, λόγω της παραλληλίας που ισχύει µεταξύ των δύο αυτών συστηµάτων. 

2. Aπό τις γεωδαιτικές συντεταγµένες (φ, λ)GPS υπολογίζονται οι προβολικές 
συντεταγµένες (x, y)GPS µε βάση τις εξισώσεις απεικόνισης και το ελλειψο-
ειδές του τοπικού συστήµατος, για όλες τις κορυφές του δικτύου.  

3. Yπολογίζονται οι παράµετροι του µετασχηµατισµού οµοιότητας στο προβο-
λικό επίπεδο από τη βέλτιστη προσαρµογή των συντεταγµένων (x, y)GPS του 
συστήµατος GPS στις συντεταγµένες (x, y)TΣ του τοπικού συστήµατος (ε-
ξάρτηση του νέου δικτύου), ή ή από τη νέα συνόρθωση των συντεταγµένων 
(x, y)GPS µε το µοντέλο του µετασχηµατισµού οµοιότητας, ώστε να έλθουν 
σε ταύτιση µε τις (x, y)TΣ (ένταξη του νέου δικτύου).  

4. Mε βάση τις παραµέτρους µετασχηµατισµού που υπολογίσθηκαν από τα 
κοινά σηµεία, µετασχηµατίζονται οι συντεταγµένες (x, y)GPS των υπολοίπων 
κορυφών στις προβολικές (x, y)TΣ. 
Η ένταξη του δικτύου, όπως εµφανίζεται σήµερα στην ελληνική αλλά και 

στη διεθνή βιβλιογραφία, επιτυγχάνεται µέσω ενός µετασχηµατισµού οµοιότη-
τας µεταξύ των δύο οµάδων συντεταγµένων, αυτών του Ελληνικού Γεωδαιτι-
κού Δικτύου (ΕΓΔ) και των αντίστοιχων του νέου δικτύου, που προέκυψαν από 
το βήµα (6) της παραπάνω διαδικασίας. Στη συνέχεια, αφού υπολογισθούν οι 
παράµετροι του µετασχηµατισµού από αυτήν τη βέλτιστη προσαρµογή των νέ-
ων συντεταγµένων πάνω στις τιµές του ΕΓΔ που εφαρµόζεται για τις κοινές 
κορυφές, µετασχηµατίζονται  και οι υπόλοιπες νέες κορυφές του δικτύου. 

Η διαδικασία αυτή οδηγεί σε εξάρτηση ή απλή σύνδεση του νέου δικτύου µε 
το εθνικό σύστηµα και όχι στην ένταξη µε την έννοια που δίναµε στον όρο στα 
κλασικά δισδιάστατα δίκτυα µε παρατηρήσεις γωνιών ή πλευρών και γωνιών. 



4 Εφαρµογές GPS στα γεωδαιτικά δίκτυα 

 4 

Στα δίκτυα αυτά ένταξη σηµαίνει συνόρθωση µε πλεονάζουσες δεσµεύσεις 
κρατώντας τις κορυφές του ΕΓΔ σταθερές. Αν χρησιµοποιήσουµε την ίδια ορο-
λογία, τότε η εξάρτηση του δικτύου GPS µε τη βοήθεια της βέλτιστης προσαρ-
µογής των νέων συντεταγµένων πάνω στις αντίστοιχες γνωστές τιµές του ΕΓΔ 
στο προβολικό επίπεδο, ισοδυναµεί µε τη λύση των µερικών εσωτερικών δε-
σµεύσεων στη συνόρθωση των κλασικών δικτύων, όπου οι εσωτερικές δεσµεύ-
σεις εφαρµόζονται µόνο στα κοινά σηµεία µε προσεγγιστικές συντεταγµένες τις 
τιµές του ΕΓΔ. 
Αντίστοιχα, η συνόρθωση µε το µοντέλο του µετασχηµατισµού οµοιότητας 

που περιγράφεται στην εργασία αυτή αντιστοιχεί στη λύση µε πλεονάζουσες 
δεσµεύσεις των κλασικών δικτύων. Βέβαια στη λύση αυτή υπάρχει ο κίνδυνος 
παραµόρφωσης του δικτύου εξαιτίας της πιθανής κακής ποιότητας των συντε-
ταγµένων του ΕΓΔ, πρόβληµα που αναλύθηκε σε πολλές εργασίες της 
δεκαετίας του 80, όταν τέθηκε το ερώτηµα: εξάρτηση ή ένταξη των δικτύων; 
Στη συνέχεια αναπτύσσονται οι αλγόριθµοι του µετασχηµατισµού οµοιότη-

τας στις δύο ή στις τρεις διαστάσεις, για την περίπτωση της απλής εξάρτησης 
του δικτύου, αλλά και για την ένταξη, όπου απαιτείται η “ταύτιση” των συντε-
ταγµένων των κοινών κορυφών µε τις τιµές του προϋπάρχοντος δικτύου.  

 
 

6.2 H εξάρτηση του δικτύου GPS µέσω του µετασχηµατισµού 
οµοιότητας  

 
Η ένταξη των δικτύων GPS γίνεται συνήθως στο τελικό στάδιο των υπολο-

γισµών µε ένα µετασχηµατισµό οµοιότητας στο προβολικό επίπεδο, που προ-
κύπτει από τη βέλτιστη προσαρµογή των νέων συντεταγµένων των κοινών 
κορυφών Ελληνικού Γεωδαιτικού Δικτύου – νέου δικτύου GPS, πάνω στις γνω-
στές τιµές. Η διαδικασία αυτή οδηγεί σε εξάρτηση ή απλή σύνδεση του νέου 
δικτύου µε το εθνικό σύστηµα και όχι στην ένταξη µε την έννοια που δίναµε 
στον όρο στα κλασικά δισδιάστατα δίκτυα µε παρατηρήσεις γωνιών ή πλευρών 
και γωνιών, µια και οδηγεί σε νέες συντεταγµένες και για αυτά τα κοινά ση-
µεία.  

 
Ο µετασχηµατισµός οµοιότητας  

Έστω ότι (α) είναι το σύστηµα αναφοράς του προϋπάρχοντος δικτύου (π.χ. 
του κρατικού) και (β) το σύστηµα αναφοράς του νέου δικτύου. Tο πρόβληµα 
της εξάρτησης του νέου δικτύου στο παλιό, τίθεται ως εξής: ζητείται ο µετα-
σχηµατισµός των συντεταγµένων xβ που προέκυψαν από το µετασχηµατισµό 
του συντεταγµένων GPS σε νέες συντεταγµένες x, τέτοιες ώστε να προσαρµό-
ζονται µε βέλτιστο τρόπο στις συντεταγµένες xα του κρατικού δικτύου. Oι συ-
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κρατικού δικτύου. Oι συντεταγµένες xβ µετασχηµατίζονται σε x, αλλάζοντας το 
σύστηµα αναφοράς κατά θέση, προσανατολισµό και µέγεθος.  

Oι συντεταγµένες x(β) µετασχηµατίζονται σε νέες συντεταγµένες x αλλάζο-
ντας το σύστηµα αναφοράς κατά θέση, προσανατολισµό και κλίµακα. Tο µο-
ντέλο του µετασχηµατισµού, για τυχόν κοινό σηµείο i, γράφεται 
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ο πίνακας των µερικών παραγώγων ως προς τις άγνωστες παραµέτρους, υπολο-
γισµένος στις προσεγγιστικές τιµές των παραµέτρων µετασχηµατισµού.  

Iκανοποιώντας το κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων   
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Η στατιστική αξιολόγηση των συντεταγµένων που συµµετέχουν στο µετα-
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µετασχηµατισµό γίνεται µε την τεχνική της σάρωσης δεδοµένων στα 
αποτελέσµατα. Για κάθε σηµείο ελέγχεται η σχέση 
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αντίστοιχα και το εσωτερικά οµαλοιπηµένο σφάλµα δίνεται από τη σχέση 
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H περίπτωση των οριζοντίων δικτύων 
Για τις δύο διαστάσεις οι σχέσεις (1) και (2) γράφονται αναλυτικά 

  

! 

xi

yi

" 

# 
$ 

% 

& 
' = (  

cos) sin)

*sin) cos)

" 

# 
$ 

% 

& 
'  

xi
(+ )

yi
(+ )

" 

# 
$ 

% 

& 
' +

,x

,y

" 

# 
$ 

% 

& 
'   (10) 

και 

    

! 

ui

vi

" 

# 
$ 
% 

& 
'  =  

xi
o

yi
o

1 0

yi
o (xi

o
0 1

" 

# 
$ 

% 

& 
'  

µ

)*

+x

+y

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

 +  
)xi

)yi

" 

# 
$ 

% 

& 
'  (11) 

όπου µ παράµετρος της κλίµακας τέτοια ώστε 
    

! 

" = "o
(µ +1)  και 

  

! 

"xi

"yi

# 

$ 
% 

& 

' 
( =

xi
o

yi
o

# 

$ 
% 

& 

' 
( )

xi
(* )

yi
(* )

# 

$ 
% 

& 

' 
( = +o

 
cos, sin,

)sin, cos,

# 

$ 
% 

& 

' 
( 
o

 
xi

(- )

yi
(- )

# 

$ 
% 

& 

' 
( )

xi
(* )

yi
(* )

# 

$ 
% 

& 

' 
(  (12) 

! 

"  ο συντελεστής κλίµακας και 

! 

"  η γωνία στροφής.  
Για να απλοποιήσουµε τον αλγόριθµο, αντί των προσεγγιστικών συντεταγ-

µένων 
  

! 

x
i

o,   

! 

yi
o  χρησιµοποιούµε τις ανηγµένες στο κέντρο βάρους τους συντε-

ταγµένες 
  

! 

x 
i
= x

i

o
" x ,   

! 

y i = yi
o
" y  όπου, (  

! 

x ,  

! 

y ) οι µέσες τιµές των 
  

! 

x
i

o και   

! 

yi
o  

αντιστοίχως. O µετασχηµατισµός αφορά τώρα στο παράλληλα µετατοπισµένο 
σύστηµα (β), οπότε οι παράµετροι µετάθεσης δεν είναι οι αρχικές αλλά νέες, 
µετατοπισµένες κατά   

! 

x  και   

! 

y , αντιστοίχως. Oι εκτιµήσεις των αγνώστων πα-
ραµέτρων του µετασχηµατισµού οµοιότητας είναι ανεξάρτητες των προσεγ-
γιστικών τους τιµών και δίνονται από τις σχέσεις 
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! 

ˆ µ =

x ixi
(" )

i=1

N

# + y i yi
(" )

i=1

N

#

(x i
2 + y i

2
)

i=1

N

#

   ,    

    

! 

" ˆ # =

y ixi
($ )

i=1

N

% + x i yi
($ )

i=1

N

%

(x i
2

+ y i
2
)

i=1

N

%

 

και 

    

! 

" ˆ x =
1

N
x

i

(# )

i=1

N

$ ,  
    

! 

"ˆ y =
1

N
yi

(# )

i=1

N

$    .     (13) 

O έλεγχος της ένταξης γίνεται µε την τεχνική της σάρωσης δεδοµένων στα 
αποτελέσµατα του µετασχηµατισµού. Για κάθε σηµείο ελέγχεται η σχέση 

    

! 

F
i
= r

i

2 2N "6

2N " 4"2r
i

2
 #  F2,2N "6

$  (14) 

όπου  

    

! 

ri
2 =

ˆ u i
2 + ˆ v i

2

2qi 
ˆ " 2

 ,  
    

! 

qi = 1"
1

N
"

1

N

x i
2+y i

2

di
2

 ,  
    

! 

di
2 =

1

N
x i

2+y i
2( )

i=1

N

"  (15) 

και η µεταβλητότητα αναφοράς είναι 

    

! 

" 2 =
1

2N #6

ˆ u 
i

2 + ˆ v 
i

2( )
i=1

N

$  (16) 

Eπιλέγεται το σηµείο µε τη µεγαλύτερη τιµή οµαλοποιηµένου σφάλµατος F 
που δεν περνά τον έλεγχο και επαναλαµβάνεται η βέλτιστη προσαρµογή, χωρίς 
τη συµµετοχή του σηµείου αυτού, το οποίο θεωρείται "προβληµατικό". H δια-
δικασία αυτή επαναλαµβάνεται έως να περάσει ο έλεγχος για όλα τα σηµεία.  

 
H περίπτωση των τρισδιάστατων δικτύων 

H ανάλυση που έχει γίνει για τις δύο διαστάσεις ισχύει ανάλογα και για τις 
τρεις διαστάσεις. Tο δύο συστήµατα αναφοράς, διαφέρουν στη γενική 
περίπτωση κατά τρεις συνιστώσες παράλληλης µετάθεσης της αρχής του ενός 
συστήµατος ως προς το άλλο, κατά τρεις γωνίες στροφής των αξόνων του ενός 
ως προς το άλλο και κατά ένα συντελεστή κλίµακας. H µαθηµατική σχέση του 
µετασχηµατισµού είναι 

    

! 

X i

("# )

Yi

("# )

Zi

("# )

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 

= * R 

X i

(GPS )

Yi

(GPS )

Zi

(GPS )

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 
+

+X

+Y

+Z

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 

 (17) 
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όπου R, ορθογώνιος πίνακας στροφής (R−1 = RT), συναρτήσει των διευθυνό-
ντων συνηµιτόνων των γωνιών µεταξύ των αξόνων των δύο συστηµάτων, που 
συνήθως αναλύεται σε γινόµενο τριών επιµέρους πινάκων στροφής τύπου Eu
er. Για δεξιόστροφα συστήµατα αναφοράς η αυθαίρετη σειρά των διαδοχικών 
στροφών µπορεί να είναι π.χ. εx, εy, εz, οπότε R = R1(εx) R2(εy) R3(εz) και 

    

! 

R = 

cos" y cos" z cos" y sin" z #sin" y

sin"x sin" y cos"z #cos"x sin" z sin"x sin" y sin" z + cos"x cos" z sin"x cos" y

cos"x sin" y cos" z + sin"x sin" z cos"x sin" y sin" z # sin"x cos" z cos"x cos" y

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 

 

 (18) 

Σε πολλές εφαρµογές, όπως κατά τη σύνδεση µεταξύ γεωδαιτικών συστηµάτων 
αναφοράς, περίπτωση που αναλύεται στο κεφάλαιο αυτό, επειδή οι γωνίες 
στροφής είναι αρκετά µικρές (δεν ξεπερνούν τα περίπου 2 δευτερόλεπτα τό-
ξου), ο παραπάνω πίνακας R απλοποιείται (sinε ≈ ε και cosε ≈ 1) και η σχέση 
γίνεται 

    

! 

X i
("# )

Yi
("# )

Zi
("# )

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 

= * 

1 + z ,+ y

,+z 1 +x

+ y ,+x 1

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 

 

X i
(GPS )

Yi
(GPS )

Zi
(GPS )

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 
+

-X

-Y

-Z

$ 

% 

& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 

   .   (19) 

O υπολογισµός των παραµέτρων µετασχηµατισµού γίνεται σύµφωνα µε τις 
σχέσεις (5) έως (7), όπως και στις δύο διαστάσεις. 

 
 

6.3 Ένταξη του δικτύου στο προβολικό επίπεδο  
 
Η συνόρθωση µε το µοντέλο του µετασχηµατισµού οµοιότητας που περι-

γράφεται στο κεφάλαιο αυτό αντιστοιχεί στη λύση µε πλεονάζουσες δεσµεύσεις 
των κλασικών δικτύων, όπου οι συντεταγµένες των κοινών κορυφών διατηρού-
νται σταθερές. Βέβαια, στη λύση αυτή υπάρχει ο κίνδυνος παραµόρφωσης του 
δικτύου εξαιτίας της πιθανής κακής ποιότητας κάποιας ή κάποιων από τις γνω-
στές συντεταγµένες, πρόβληµα όµως που αναλύθηκε και αντιµετωπίσθηκε σε 
πολλές εργασίες της δεκαετίας του 80. 

Tο διάνυσµα των συντεταγµένων του δικτύου GPS στο προβολικό επίπεδο 
(στο σύστηµα β του νέου δικτύου) και ο πίνακας των συµµεταβλητοτήτων τους 
γράφεται 

  

! 

x" =
˙ x "

˙ ̇ x "

# 

$ 
% 

& 

' 
(    ,   

    

! 

Qx
(" )

=
˙ Q "

˜ Q "
˜ Q "

T ˙ ̇ Q "

# 

$ 
% 
% 

& 

' 
( 
( 
 (20) 
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όπου 
  

! 

˙ x "  το διάνυσµα των συντεταγµένων των κοινών κορυφών παλιού−νέου 
δικτύου και 

  

! 

˙ ̇ x "  το διάνυσµα των συντεταγµένων των νέων κορυφών. Για το 
προϋπάρχον δίκτυο δίνονται οι συντεταγµένες 

  

! 

˙ x "  στο σύστηµα αναφοράς (α), 
οι οποίες θεωρούνται απόλυτα γνωστές.  
Η ένταξη επιτυγχάνεται µε συνόρθωση των συντεταγµένων 

  

! 

x" , όπου το σύ-
στηµα των µη γραµµικών εξισώσεων γράφεται 

    

! 

˙ x 
i

(" )
= # R ( ˙ x 

i

($ ) % ˙ v 
i

($ )
) +&x  (21) 

για τις Κ κορυφές του ΕΓΔ (i = 1, 2, …, Κ), και 

    

! 

˙ ̇ x 
i

(" )
= # R (˙ ̇ x 

i

($ ) % ˙ ̇ v 
i

($ )
) +&x  (22) 

για τα Ν νέες κορυφές (i = 1, 2, …, Ν). Άγνωστες είναι οι παράµετροι µετασχη-
µατισµού λ, θ και Δx, τα σφάλµατα 

    

! 

˙ v 
i

(" ) , 
    

! 

˙ ̇ v 
i

(" )  των “παρατηρήσεων” 
    

! 

˙ x 
i

(" ), 
    

! 

˙ ̇ x 
i

(" ) 
και οι νέες συντεταγµένες 

    

! 

˙ ̇ x 
i

(" )  των κορυφών του δικτύου στο ΕΣ. Στην εργα-
σία αυτή περιγράφεται η διαδικασία της ένταξης συνορθώνοντας µε το παρα-
πάνω µοντέλο και ακολουθώντας µια διαχωρισµένη µορφή του αλγόριθµου, 
σύµφωνα µε τα βήµατα: 
α. Συνόρθωση µε το µοντέλο του µετασχηµατισµού οµοιότητας των κοινών 
κορυφών ΕΓΔ−δικτύου GPS, έτσι ώστε να διατηρηθούν σταθερές οι συντε-
ταγµένες των κορυφών αυτών στις τιµές που δίνονται. 

β. Διόρθωση και µετασχηµατισµός των συντεταγµένων των νέων κορυφών του 
δικτύου GPS.  

γ. Υπολογισµός των στατιστικών παραµέτρων για τον έλεγχο της ένταξης του 
δικτύου GPS στο ΕΣ . 
 

Συνόρθωση µε το µοντέλο του µετασχηµατισµού οµοιότητας στις δύο 
διαστάσεις 

Έστω 
    

! 

x
i

" (" ) και 
    

! 

x
i

" (# )  τα διανύσµατα των πραγµατικών συντεταγµένων τυ-
χόντος σηµείου Pi στο σύστηµα α (προϋπάρχον) και στο σύστηµα β (του νέου 
δικτύου) αντιστοίχως. H σχέση µετασχηµατισµού για οποιοδήποτε σηµείο Pi, 
είναι της µορφής 

    

! 

x
i

" (" )
= # R x

i

" ($ )
+%x      (23) 

όπου λ η µεταβολή της κλίµακας, θ της γωνίας στροφής (από τον άξονα των τε-
τµηµένων και µε φορά αντίθετη των δεικτών του ωρολογίου) και Δx το διάνυ-
σµα των παραµέτρων µετάθεσης. Mετά τη γραµµικοποίηση της σχέσης (23) 
προκύπτει το µικτό µοντέλο  

    

! 

w
i
= E

i
 z+ B

i
 ˙ v 

i

(" )
 (24) 
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όπου 
    

! 

w
i
= ˙ x 

i

(" ) # $o
 R

o
 ˙ x 

i

(% ), 
    

! 

˙ v 
i

(" )  το διάνυσµα των σφαλµάτων των παρατηρή-
σεων, z το διάνυσµα των διορθώσεων των προσεγγιστικών τιµών των παραµέ-
τρων του µετασχηµατισµού,  

    

! 

E
i
= R ˙ x 

i

(" ) #R

#$
˙ x 

i

(" )
I

% 

& ' 
( 

) * 
o

  ,   
    

! 

B
i
= "#

o
 R

o

 (25) 

οι πίνακες µερικών παραγώγων ως προς τις άγνωστες και τις παρατηρούµενες 
παραµέτρους αντιστοίχως υπολογισµένοι στις προσεγγιστικές τιµές των παρα-
µέτρων µετασχηµατισµού. Aναλυτικά η σχέση (24), για τυχόν σηµείο i, γράφε-
ται 

    

! 

wxi

wyi

" 

# 
$ 

% 

& 
'  =  

xi
o

yi
o

1 0

yi
o (xi

o
0 1

" 

# 
$ 

% 

& 
'  

µ

)*

+x

+y

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

 +  ,o
 

cos* sin*

(sin* cos*

" 

# 
$ 

% 

& 
' 
o

 
v

xi

(- )

v
yi

(- )

" 

# 

$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
 (26) 

όπου 

  

! 

wxi

wyi

" 

# 
$ 

% 

& 
'  =

xi
(( )

yi
(( )

" 

# 
$ 

% 

& 
' )

xi
o

yi
o

" 

# 
$ 

% 

& 
'   ,   

  

! 

xi
o

yi
o

" 

# 
$ 

% 

& 
' = (o

 
cos) sin)

*sin) cos)

" 

# 
$ 

% 

& 
' 

o

 
xi

(+ )

yi
(+ )

" 

# 
$ 

% 

& 
'  (27)   

Για όλες τις κοινές κορυφές (έστω K, i = 1, 2, ..., K) το σύστηµα των γραµµικών 
µικτών εξισώσεων γράφεται 

 
  

! 

w = ˙ E  z+ B ˙ v  (28) 
όπου  

  

! 

w = ˙ x " #
˙ S  ˙ x $ , 

        

! 

˙ E =

˙ E 
1

˙ E 
2

M

˙ E 
K

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

,   

! 

B = " ˙ S , 
  

! 

˙ v =
˙ v "

˙ v #

$ 

% 
& 

' 

( 
)   και 

      

! 

˙ S = "o

R
o

0 L 0

0 R
o

L 0

M M O M

0 0 L R
o

# 

$ 

% 
% 
% 
% 

& 

' 

( 
( 
( 
( 

 (29) 

Oι συντεταγµένες
  

! 

˙ x " συνοδεύονται από τον πίνακα συµµεταβλητοτήτων τους 

 
      

! 

Cx
(" )

=#
o

2
 ˙ Q " , όπου 

    

! 

"
o

2  η άγνωστη µεταβλητότητα αναφοράς και 
  

! 

˙ Q "
 ο γνω-

στός πίνακας των συντελεστών συµµεταβλητοτήτων. Oι παράµετροι του µετα-
σχηµατισµού προσδιορίζονται έτσι ώστε να ικανοποιείται το κριτήριο των 
ελαχίστων τετραγώνων  

      

! 

˙ v "
T

 ˙ Q "
#1 ˙ v " = min. (30) 

Oι βέλτιστες εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων µετασχηµατισµού και των 
σφαλµάτων των συντεταγµένων δίνονται από τις σχέσεις 
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! 

ˆ z = ˙ E 
T ˙ M 

"1 ˙ E ( )
"1

˙ E 
T ˙ M 

"1
w  ,      

! 

ˆ z 
"

= z
o

+ ˆ z  (31) 

όπου  
    

! 

˙ M = ˙ S  ˙ Q "  ˙ S 
T ,  και 

      

! 

˙ ˆ v " = # ˙ Q "  ˙ S 
T ˙ M 

#1
(w# ˙ E  z) = # ˙ Q "  ˙ S 

T
u     

    

! 

u = ˙ M 
"1

(w" ˙ E  z) = ˙ M 
"1

 ˆ e     ή     
  

! 

u = F ( ˙ x " #
˙ S  ˙ x $ )  (32) 

και  F ο συµµετρικός πίνακας 
      

! 

F = ˙ M 
"1
" ˙ M 

"1
 ˙ E  ˙ E 

T ˙ M 
"1 ˙ E ( )

"1
˙ E 

T ˙ M 
"1. (33) 

Oι συντεταγµένες των κοινών κορυφών 
  

! 

˙ x " , µετά τη συνόρθωση, και µε α-
ναφορά στο σύστηµα (α), θα συµπίπτουν µε τις τιµές 

  

! 

˙ x "  σύµφωνα µε τη σχέση  

  

! 

˙ ˆ x = ˙ S  ˙ ˆ x " + ˙ E  ˆ z = ˙ S  ( ˙ x " # ˙ ˆ v " ) + ˙ E  ˆ z = ˙ x $    . (34) 

Oι πίνακες των συντελεστών συµµεταβλητοτήτων (ή των συµµεταβλητοτή-
των στην περίπτωση που οι µεταβλητότητες αναφοράς είναι γνωστές), για τις 
παραπάνω εκτιµήσεις, δίνονται από τις σχέσεις 

      

! 

Qˆ z =
˙ E 

T ˙ M 
"1 ˙ E ( )

"1

   και    
    

! 

Q
ˆ v 

(" ) = ˙ Q "  ˙ S 
T

F ˙ Q "  ˙ S 
     .  (35) 

  
H εκτίµηση των συντεταγµένων των νέων κορυφών του δικτύου 

Yπολογίζονται αρχικά οι εκτιµήσεις των νέων κορυφών του δικτύου στο 
σύστηµα αναφοράς (β) 

      

! 

˙ ̇ ˆ v " = ˜ Q "
T

 ˙ Q "
#1

 ˙ ˆ v " = # ˜ Q "
T

 ˙ S 
T

F ( ˙ x $ #
˙ S  ˙ x " )       (36) 

    

! 

˙ ̇ ˆ x " = ˙ ̇ x " # ˙ ̇ ˆ v " = ˙ ̇ x " + ˜ Q "
T

 ˙ S 
T

F ( ˙ x $ #
˙ S  ˙ x " )   (37) 

και στη συνέχεια οι συντεταγµένες αυτές µετασχηµατίζονται στο σύστηµα (α): 

  

! 

˙ ̇ ˆ 
x = ˙ ̇ ˆ 

x "
(# )

= ˙ ̇ S  ˙ ̇ ˆ 
x " + ˙ ̇ E  ˆ z    .     (38) 

Για τον υπολογισµό του πίνακα των συµµεταβλητοτήτων των συντεταγµέ-
νων του ενταγµένου δικτύου, η σχέση αυτή γράφεται 

      

! 

˙ ̇ ˆ x = ˙ ̇ S  ˙ ̇ ˆ x " + ˙ ̇ S  ˜ Q "
T

 ˙ S 
T

F + ˙ ̇ E  ˙ E 
T ˙ M 

#1 ˙ E ( )
#1

˙ E 
T ˙ M 

#1
$ 
% 
& 

' 
( 
) 

 ˙ x * #
˙ S  ˙ x "( )  (39) 

ή σε µορφή πινάκων 
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! 

˙ ̇ ˆ 
x = ˜ K  ˙ x " + # ˜ K  ˙ S ˙ ̇ S [ ]

˙ x $

˙ ̇ x $

% 

& 
' 

( 

) 
*  (40) 

όπου  

      

! 

˜ K = ˙ ̇ S  ˜ Q "
T

 ˙ S 
T

F + ˙ ̇ E  ˙ E 
T ˙ M 

#1 ˙ E ( )
#1

˙ E 
T ˙ M 

#1 (41) 

Oι πίνακες συµµεταβλητοτήτων προκύπτουν αν οι παραπάνω πίνακες συντε-
λεστών πολλαπλασιαστούν µε την εκτίµηση της µεταβλητότητας αναφοράς 

      

! 

ˆ " #$
2 =

ˆ % #$
f#$

=
1

f#$
 ˙ ˆ v &

T ˙ ̇ ˆ v &
T[ ] 

˙ Q &
˜ Q &

˜ Q &
T ˙ ̇ Q &

' 

( 
) 
) 

* 

+ 
, 
, 

-1

 
˙ ˆ v &

˙ ̇ ˆ v &

' 

( 
) 
) 

* 

+ 
, 
, 
 (42) 

όπου fολ = n − m = 2K − 4 οι βαθµοί ελευθερίας, n = 2 (N + K) ο αριθµός των 
παρατηρήσεων και m = 2 N + 4 ο αριθµός των αγνώστων παραµέτρων (2 N 
συντεταγµένες + 4 του µετασχηµατισµού). 

Oι στατιστικοί έλεγχοι που πρέπει να γίνουν για την αξιολόγηση των παρα-
πάνω αποτελεσµάτων, είναι o ολικός έλεγχος της µεταβλητόττητας αναφοράς 
(ή ολικός έλεγχος συµβατότητας), και στην περίπτωση που αποτύχει ο ολικός, ο 
έλεγχος της ένταξης κατά σηµείο.  

 
Στατιστική αξιολόγηση των αποτελεσµάτων 

Έλεγχος της µεταβλητότητας αναφοράς (ολικός έλεγχος συµβατότητας) 

Eλέγχεται αν οι παρατηρήσεις χαρακτηρίζονται µόνο από τυχαία σφάλµατα. 
Aν ο έλεγχος αποτύχει, σηµαίνει ή ότι υπάρχουν χονδροειδή σφάλµατα σε κά-
ποιες συντεταγµένες. H εφαρµογή αυτού του ελέγχου απαιτεί να είναι γνωστή 
κάποια αρχική εκτίµηση της µεταβλητότητας αναφοράς. H µεταβλητότητα α-
ναφοράς που ελέγχεται είναι αυτή της προσαρµογής των κοινών σηµείων 
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όπου f = 2K  4 οι βαθµοί ελευθερίας, (2 K  ο αριθµός των µικτών εξισώσεων και 
4 οι άγνωστες παράµετροι του µετασχηµατισµού) και όχι η ολική της σχέσης 
(111).  Eλέγχεται η µηδενική υπόθεση 
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σχετική πληροφορία, µπορεί να θεωρηθεί 
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= 1. H µηδενική υπόθεση γίνεται 

αποδεκτή όταν ισχύει η σχέση 
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όπου οι ποσότητες (εκατοστιαία σηµεία) 
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πίνακες της κατανοµής F. 
 

Έλεγχος της ένταξης κατά σηµείο 

O έλεγχος αυτός γίνεται µε την τεχνική της σάρωσης δεδοµένων αν αποτύ-
χει ο ολικός έλεγχος της µεταβλητότητας αναφοράς. H σάρωση δεδοµένων 
µπορεί να εφαρµοστεί κατά παρατήρηση, κατά συντεταγµένη, ή κατά σηµείο µε 
ισοδύναµα αποτελέσµατα. Έστω ότι ελέγχεται το i σηµείο. O έλεγχος γίνεται µε 
τις σχέσεις 
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Για κάθε σηµείο του προϋπάρχοντος δικτύου υπολογίζεται η ποσότητα F. 
Aπό τα σηµεία που δεν περνούν τον έλεγχο, εκείνο µε τη µεγαλύτερη τιµή  F 
ειναι ύποπτο ότι περιέχει σφάλµατα. Aποµακρύνουµε το σηµείο αυτό από την 
οµάδα των σηµείων ένταξης και επαναλαµβάνουµε τη συνόρθωση και τον έ-
λεγχο.  

O αλγόριθµος που αναπτύχθηκε µπορεί να εφαρµοσθεί και για την ένταξη 
κλασικού δικτύου, όπου όµως ο µετασχηµατισµός που εφαρµόζεται εξαρτάται 
από τη µορφή των παρατηρήσεων που έχουν γίνει (π.χ. αν στο νέο δίκτυο µε-
τρήθηκαν αποστάσεις τότε δεν µεταβάλλεται το µέγεθός του, µ = 0). Eπίσης, σε 
µια γενικότερη µορφή, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τη σύνδεση δύο δι-
κτύων στο προβολικό επίπεδο. H σχετική ανάλυση παρουσιάζεται στο βιβλίο  
"Γεωδαιτικοί προσδιορισµοί παραµορφώσεων", για τη σύνδεση δύο διαχρονι-
κών µορφών ενός δικτύου.  

 
 
 
 


