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Περίληψη
Χρησιμοποιούμε αλγεβρικές μεθόδους για την μελέτη των διαδρομών ελαχίστου μήκους σε ένα

γράφημα. Θεωρούμε ένα θεμελιώδες γράφημα G και συμβολίζουμε με Α(G) το σύνολο όλων των
υπογραφημάτων του G και με C(G) το σύνολο των συνεκτικών υπογραφημάτων του G. Η σχέση «Α είναι
υπογράφημα του Β»  συμβολίζεται ως  «Α ≤ Β». Η δομή (Α(G), ≤) είναι δικτυωτό, η δομή (C(G), ≤) είναι
μερικά διατεταγμένο σύνολο. Ορίζουμε μια διαδρομή από τον κόμβο a στον κόμβο b έτσι ώστε αυτή να είναι
ένα στοιχείο του C(G). Ενα «ευθύγραμμο τμήμα» μεταξύ των κόμβων a και b είναι μια διαδρομή ελαχίστου
μήκους από τον a στον b. Ενα ευθύγραμμο τμήμα μεταξύ των γραφημάτων Α και Β είναι μια διαδρομή
ελαχίστου μήκους από ένα κόμβο του Α σε ένα κόμβο του  Β. Εισάγουμε την υπερπράξη σύνδεσης A+B
μεταξύ στοιχείων του C(G). Μελετούμε την υπερπράξη Α+Β και αποδεικνύουμε διάφορες ιδιότητες αυτής.

1. Εισαγωγή

Στην παρούσα εργασία χρησιμοποιούμε αλγεβρικές μεθόδους για την μελέτη των
διαδρομών ελαχίστου μήκους σε ένα γράφημα και, γενικότερα, για την μελέτη ελασσόνων
διαδρομών  σε ένα γράφημα.

Το κίνητρο για αυτή την μελέτη μας δόθηκε από ορισμένα προβλήματα συνδεσμολογίας
ιστοσελίδων στο Διαδίκτυο. Ενα σύνολο ιστοσελίδων και των μεταξύ τους δεσμών μπορεί να
θεωρηθεί ως γράφημα αναφοράς ή θεμελιώδες γράφημα. Ενας σχεδιαστής μιας διακτυακής
περιοχής (web site) συχνά αντιμετωπίζει το πρόβλημα σύνδεσης  υποπεριοχών μιας δικτυακής
περιοχής με δρόμους οι οποίοι έχουν ελάχιστη αλληλοεπικάλυψη. Υπάρχει μια σειρά προβλημάτων
διαδικτυακής σχεδίασης και ανάλυσης τα οποία μπορύν να τεθούν ως προβλήματα της θεωρίας
γραφημάτων [1,5,7]. Στην παρούσα εργασία δεν αναπτύσσουμε συγκεκριμένους αλγόριθμους
σχεδίασης, αλλά μια γενική αλγεβρική θεμελίωση η οποία μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για την
ανάπτυξη αλγορίθμων.

Στο Κεφάλαιο 2 υπενθυμίζουμε μερικές βασικές έννοιες της θεωρίας γραφημάτων (για μια
εκτεταμένη ανάπτυξη της θεωρίας γραφημάτων ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στο [6]).
Θεωρούμε ένα θεμελιώδες γράφημα G, το οποίο υποθέτουμε συνεκτικό, και συμβολίζουμε με Α(G)
το σύνολο όλων των υπογραφημάτων του G και με C(G) το σύνολο των συνεκτικών
υπογραφημάτων του G. Ορίζουμε μια σχέση διάταξης ≤ στο σύνολο Α(G), έτσι ώστε «Α είναι
υπογράφημα του Β»  μπορεί να συμβολίζεται ως  «Α ≤ Β». Η δομή (Α(G), ≤) είναι δικτυωτό
(lattice, [4]), δηλαδή για κάθε ζεύγος γραφημάτων Α,Β υπάρχουν τα γραφήματα inf(A,B) και
sup(A,B). Αυτά όμως δεν είναι υποχρεωτικά συνεκτικά γραφήματα, οπότε η δομή (C(G), ≤) είναι
μερικά διατεταγμένο σύνολο αλλά όχι δικτυωτό.

Στο Κεφάλαιο 3 υπενθυμίζουμε τις έννοιες της διαδρομής μεταξύ των κόμβων a και b, και
του ευθυγράμμου τμήματος (διαδρομή ελαχίστου μήκους) μεταξύ των a και b. Γενικεύουμε τις
έννοιες αυτές για γραφήματα Α και B.



Στο Κεφάλαιο 4 εισάγουμε την υπερπράξη A+B μεταξύ στοιχείων του C(G).  Μία πράξη
παράγει από δύο στοιχεία ένα τρίτο. Μία υπερπράξη παράγει από δύο στοιχεία ένα σύνολο
στοιχείων. Η θεωρία των υπερπράξεων και των αντίστοιχων αλγεβρικών υπερδομών είναι μια
γενίκευση της θεωρίας των αλγεβρικών δομών και έχει μελετηθεί σε μεγάλη έκταση [3]. Στην
παρούσα εργασία εισάγουμε την υπερπράξη σύνδεσης +, η οποία από δύο συνεκτικά γραφήματα Α
και Β παράγει ένα σύνολο Α+Β  συνεκτικών γραφημάτων τα οποία περιέχουν τα Α και Β.
Αποδεικνύουμε διάφορες ιδιότητες της +.

2. Θεμελιώδεις Εννοιες

Αρχίζουμε υπενθυμίζοντας μερικές βασικές ένννοιες από την θεωρία των γραφημάτων.

Ορισμός 2.1: Ενα γράφημα είναι ένα ζεύγος συνόλων A=(VA,EA) οπου ΕΑ⊆  VA× VA. Τα στοιχεία
του VA λέγονται κόμβοι και τα στοιχεία του EA λέγονται ακμές. Το ζεύγος 0=(∅ ,∅ ) είναι το κενό
γράφημα.

Δηλαδή VA={x1,x2,…,xN}, EA={{xi1,xj1}, {xi2,xj2}, …, {xiK,xjK} }. Για συντομία θα
γράφουμε τις ακμές ως EA={xi1xj1, xi2xj2, …, xiK,xjK} αναγνωρίζοντας ότι xi1xj1= xj1xi1 κτλ.

Ορισμός 2.2: Ενα γράφημα λέγεται συνεκτικό ανν για κάθε ζεύγος κόμβων x, y ∈  VA, υπάρχει ένα
σύνολο ακμών {z1z2,z2z3,…,zM-1zM}∈  EA, με z1=x, zM=y. Σύμφωνα με τον ορισμό, το κενό
γράφημα 0 είναι συνεκτικό.

Στα παρακάτω το σύμβολο G θα συμβολίζει ένα συνεκτικό γράφημα  (VG,EG) το οποίο θα
θεωρηθεί σταθερό. Το G θα αποκαλείται θεμελιώδες γράφημα. Θέτουμε Ν=|VG| (το πλήθος των
κόμβων του G).

Ορισμός 2.3: A(G)={A: A=(VA,EA) είναι γράφημα και VΑ⊆ VG, EΑ⊆ EG}.
Ορισμός 2.4: C(G)={A: A=(VA,EA) είναι συνεκτικό γράφημα και VΑ⊆ VG, EΑ⊆ EG}.
Ορισμός 2.5: Στο σύνολο Α(G) ορίζουμε την σχέση ≤ ως εξής: για A,B∈  Α(G) λέμε ότι A≤B ανν
VΑ⊆ VΒ και  EΑ⊆ EΒ.
Πρόταση 2.6: Η σχέση  ≤  είναι σχέση διατάξεως στο A(G), όπως και στο C(G). Αν ορίσουμε όπου
Α∧ Β=(VA∩VB, EA∩EB), Α∨ Β=(VA∪ VB, EA∪ EB), τότε η δομή (A(G),≤,∧ ,∨ ) είναι δικτυωτό.
Απόδειξη: Εύκολη.♦

Αφού η δομή (Α(G), ≤) είναι δικτυωτό, για κάθε ζεύγος γραφημάτων Α,Β υπάρχουν τα
γραφήματα inf(A,B)= Α∧ Β και sup(A,B)= Α∨ Β. Αυτά όμως δεν είναι υποχρεωτικά συνεκτικά
γραφήματα, οπότε η δομή (C(G), ≤) είναι μερικά διατεταγμένο σύνολο αλλά όχι δικτυωτό.

Κάθε υποσύνολο Χ του A(G) περιέχει (γενικά περισσότερα του ενός) ελάσσονα (minimal)
και μείζονα (maximal) στοιχεία.

Ορισμός 2.7: Εστω Χ ⊆⊆⊆⊆  A(G). Ενα A∈  Χ λέγεται ελάσσον στοιχείο του Χ ανν Β∈  Χ,  Β ≤ A ⇒
B=A. Ενα C∈  Χ λέγεται μείζον στοιχείο του Χ ανν D∈  Χ,  C ≤ D ⇒  C=D.



3. Διαδρομές και Ευθύγραμμα Τμήματα

Εδώ υπενθυμίζουμε τις έννοιες της διαδρομής μεταξύ των κόμβων a και b, και του
ευθυγράμμου τμήματος (διαδρομή ελαχίστου μήκους) μεταξύ των a και b. Προσέξτε ότι σύμφωνα
με τους ορισμούς μια διαδρομή, όπως και ένα ευθύγραμμο τμήμα, είναι υπογράφημα του G.

Ορισμός 3.1: Ενα γράφημα Α∈ A(G) λέγεται διαδρομή ανν
i. A=({x1,x2,…,xM}, {x1x2, x2x3, …, xM-1xM} ).
ii. Για κάθε m, n∈ {1,2,…,M} έχουμε: m≠n ⇒  xm≠xn.
To μήκος της διαδρομής Α είναι Μ (γράφουμε length(A)=M). Επίσης θεωρούμε το γράφημα
({x},∅ ) ως διαδρομή με μήκος μηδέν.

Μια διαδρομή Α=({x1,x2,…,xM}, {x1x2, x2x3, …, xM-1xM} ) θα γράφεται για συντομία και
Α= x1x2x3…xM-1xM.

Ορισμός 3.2: Το σύνολο των διαδρομών εντός ενός γραφήματος Α συμβολίζεται με P(Α), δηλ.

P(Α)={Β: Β διαδρομή, Β≤Α}.

Πρόταση 3.3: P(G) ⊆  C(G).
Απόδειξη: Εύκολη.♦
Ορισμός 3.4: Για κάθε a,b∈ VG, το σύνολο των διαδρομών μεταξύ των a και b συμβολίζεται με
path(a,b), δηλ.

path(a,b)={A: A∈  P(G), ∃ M: Α= x1x2…xM-1xM, x1=a, x2=b}.

Επίσης για κάθε m∈ {1,2,…,N} ορίζουμε

pathm(a,b)={A: A∈  P(G), Α= x1x2…xm-1xm, x1=a, x2=b}.

Πρόταση 3.5: Για κάθε a, b∈ VG: path(a,b)=∪ m pathm(a,b).
Απόδειξη: Εύκολη.♦
Ορισμός 3.6: Ορίζουμε την συνάρτηση d: VG× VG →{0,1,2,…,Ν} ως εξής:

Για κάθε a, b∈ VG: d(a,b) =min{m: pathm(a,b) ≠ ∅ }.

Πρόταση 3.7: Η συνάρτηση d(a,b) είναι μετρική συνάρτηση, δηλ. για κάθε a,b,c∈ VG έχουμε
i. d(a,b)=0 ⇔ a=b.
ii. d(a,b) = d(b,a).
iii. d(a,c) ≤ d(a,b) + d(b,c).
Απόδειξη: Δες [2].♦

Στην Ευκλείδεια Γεωμετρία, το ευθύγραμμο τμήμα μεταξύ δύο τμημάτων είναι η
ελαχίστου μήκους διαδρομή μεταξύ αυτών. Κατ' αναλογία έχουμε τον παρακάτω ορισμό.



Ορισμός 3.8: Για κάθε a,b∈ VG, το σύνολο των "ευθυγράμμων τμημάτων μεταξύ των a και b"
συμβολίζεται με lin(a,b), δηλ. , με m0=d(a,b) θέτουμε  lin(a,b)= pathm0(a,b).
Πρόταση 3.9: Για κάθε a,b∈ VG, για κάθε A,B∈  lin(a,b) έχουμε length(A) = length(B).
Απόδειξη: Εύκολη.♦

Τώρα γενικεύουμε τις έννοιες της διαδρομής και του ευθύγραμμου τμήματος μεταξύ δύο
γραφημάτων.

Ορισμός 3.10:  Για κάθε Α,Β∈ C(G), με Α≠0, Β≠0, ορίζουμε

path(A,B) = ∪ a∈ VA,b∈ VBpath(a,b), lin(A,B) = ∪ a∈ VA,b∈ VBlin(a,b),

Από όλες τις διαδρομές μεταξύ των A και B ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι
ελάσσονες -- το ίδιο και για τα ευθύγραμμα τμήματα. Παρακάτω ορίζουμε τα αντίστοιχα σύνολα
και μελετούμε κάποιες ιδιότητες αυτών.

Ορισμός 3.11:  Για κάθε Α,Β∈ C(G), με Α, Β≠0, ορίζουμε

path(A,B) = {ελάσσονα (ως προς ≤ ) στοιχεία  του path(A,B)}
lin(A,B) =  {ελάσσονα (ως προς ≤ ) στοιχεία  του lin(A,B)}

Πρόταση 3.12:  Εστω Α,Β∈ C(G) με Α≠0, Β≠0, και C=c1c2…cM ∈  path(A,B). Τότε:   

C∈ path(A,B) ⇔ (c1∈ VA, cM∈ VB και για m ∈ {2,3,…,M−1} cm∉ VA∪ VB).

Απόδειξη:  (1) Εστω C=c1c2…cM ∈  path(A,B). Τότε c1∈ VA, cM∈ VB, Ορίζω m=max{i: ci∈ VA},
n=min{i: ci∈ VB}.

Θα είναι m≤n. Γιατί αν είναι m>n≥1, τότε θέτοντας j= max{i: i≤n, ci∈ VA} θα έχω cj∈ VA,
cn∈ VB και cj cj+1…cn∈ path(A,B), cj cj+1…cn< c1…cn …cm…cM=C, αλλά υποθέσαμε ότι το C είναι
ελάσσον.

Αν m>1, τότε cm…cM< c1… cM=C, αλλά υποθέσαμε ότι το C είναι ελάσσον. Οπότε m=1.
Αντίστοιχα προκύπτει ότι n=M. Οπότε για m ∈ {2,3,…,M−1} cm∉ VA∪ VB.

(2) Εστω c1∈ VA, cM∈ VB, και για m ∈ {2,3,…,M−1} cm∉ VA∪ VB. Σαφώς C=c1c2…cM ∈
path(A,B). Αν υπάρχει  D∈  path(A,B) με D≤C, τότε D=cmcm+1…cn, 1≤m≤n≤M. Αλλά θα έχω
cm∈ VA⇒  m=1, cn∈ VB⇒  n=M. Οπότε D=C, δηλαδή το C∈  path(A,B). ♦

Πρόταση 3.13:  Εστω Α,Β∈ C(G) με Α≠0, Β≠0, και C=c1c2…cM ∈  lin(A,B). Τότε:   

C∈ lin(A,B) ⇔ (c1∈ VA, cM∈ VB και για m ∈ {2,3,…,M−1} cm∉ VA∪ VB).

Απόδειξη: Παρόμοια με της Πρότασης 3.12. ♦

Πρόταση 3.14:  Εστω Α,Β∈ C(G). Τότε path(A,B)={C} ⇒  lin(A,B)={C}.
Απόδειξη: Για κάθε D∈  path(A,B), D≠C, έχουμε C<D. Οπότε, αν D∈  lin(A,B) path(A,B) και
D≠C, θα έχουμε C<D



Επίσης C∈  lin(A,B). Διότι C=c1c2…cM  ⇒  C∈ path(c1,cM) ⊆⊆⊆⊆  path(A,B). Τώρα, αν D∈
path(c1,cM) ⊆⊆⊆⊆  path(A,B) και  D≠C,  τότε C < D ⇒  length(C) < length(D). Αρα length(C) είναι
ελάχιστο στο σύνολο path(c1,cM) οπότε length(C) είναι ελάχιστο στο σύνολο lin(c1,cM) ⊆
path(c1,cM), και αρα length(C) είναι ελάχιστο στο σύνολο path(c1,cM). Δηλαδή C∈  lin(c1,cM) ⊆
lin(A,B). Εχουμε λοιπόν δείξει ότι C∈  lin(A,B).

Τώρα, για κάθε D∈  lin(A,B) ⊆⊆⊆⊆  lin(A,B) ⊆⊆⊆⊆  path(A,B) θα είναι C≤D, δηλαδή το C=D, αφού
το lin(A,B) περιέχει τα ελάσσονα στοιχεία του lin(A,B). ♦

Πρόταση 3.15:  Εστω C= c1c2…cM ∈  lin(c1,cM). Τότε για κάθε m,n∈ {1,2,…,M} cmcm+1…cn ∈
lin(cm,cn).
Απόδειξη: Εστω cmcm+1…cn ∉  lin(cm,cn). Δηλαδή υπάρχει διαδρομή cmb1…bKcn τέτοια ώστε
length(cmb1…bKcn) < length(cmcm+1…cn). Τότε θα είναι length(c1…cmb1…bKcn…cM) <
length(c1…cmcm+1…cn-1cn…cM), που είναι άτοπο, γιατί υποθέσαμε c1…cmcm+1…cn-1cn…cM∈
lin(c1,cM).♦

Πρόταση 3.16:  Για κάθε Α,Β ∈ C(G): VA∩VB ≠∅  ⇒  A∨ B∈ C(G).
Απόδειξη:  Αν VA∩VB ≠∅ , τότε υπάρχει x∈  VA∩VB. Τώρα παίρνω y, z ∈ VA∪ VB = VA∨ B και
εξετάζω τις παρακάτω περιπτώσεις.

1. y,z∈ VA. Τότε (αφού το Α είναι συνεκτικό) υπάρχει D∈ P(G) τέτοιο ώστε D≤A≤A∨ B και   
y,z∈ VD ⊆  VA∪  VB = VA∨ B.

2. y,z∈ VB, ισχύουν αντίστοιχα με την περίπτωση (1).
3. y∈ VA, z∈ VΒ. Tότε υπάρχει D∈ P(G) τέτοιο ώστε D≤A≤A∨ B και   x,y∈ VD. Επίσης υπάρχει

F∈ P(G) τέτοιο ώστε F≤B≤A∨ B και   x,z∈ VF. Οπότε D∨ F∈ P(G), y, z∈ VD∪ VF = VD∨ F ⊆  VA∪
VB = VA∨ B, και D∨ F ≤A∨ B

Οπότε, για κάθε y,z∈  VA∨ B, υπάρχει διαδρομή P τέτοια ώστε y,z∈  VP και P≤A∨ B, δηλ.
A∨ B∈ C(G).♦

4. Η Υπερπράξη Σύνδεσης
Τώρα εισάγουμε την υπερπράξη + μεταξύ συνεκτικών γραφημάτων. Το σύνολο A+B

αποτελείται από τα συνεκτικά γραφήματα τα οποία "συνδέουν" τα Α και Β με μια ελάσσονα
διαδρομή.

Ορισμός 4.1:  Για κάθε Α,Β∈ C(G), ορίζουμε A+B ως εξής
i. Για A=0: Α+Β=Β.
ii. Για Β=0: Α+Β=Α.
iii. Για A≠0, Β A≠0: Α+B={A∨ B∨ C}C∈ path(A,B)

Πρόταση 4.2:  Για κάθε Α,Β,C∈ C(G) ισχύουν τα εξής.
i. C∈ A+B ⇒  A ≤C και B≤C.
ii. C∈ A+B ⇒  C∈ C(G)
iii. Α+0=A, A+G=G.
iv. A+B=B+A.
Απόδειξη: Εύκολη.♦



Τώρα εξετάζουμε την περίπτωση όπου το G είναι δένδρο. Προηγουμένως αποδεικνύουμε
ορισμένες βοηθητικές προτάσεις.

Πρόταση 4.3:  Εστω διαδρομές C1=x1x2...xK, C2=y1y2...yM, με K≤M και C1||C2. Τότε υπάρχει
k∈ {1,2,...,K} τέτοιο ώστε xk≠yk.
Απόδειξη: Αν είχαμε για κάθε k∈ {1,2,...,K} xk=yk, τότε  θα ήταν C1=x1x2...xK≤C2=y1y2...yM , αλλά
υποθέσαμε C1||C2. Αρα υπάρχει k∈ {1,2,...,K} τέτοιο ώστε xk≠yk.♦
Πρόταση 4.4: Εστω διαδρομές C1=x1x2...xK, C2=y1y2...yM, με C1≠C2, K≤M και x1=y1, xK=yM.  Τότε
υπάρχει k∈ {1,2,...,K} τέτοιο ώστε xk≠yk.
Απόδειξη: Εστω Κ=Μ. Αν είχαμε για κάθε k∈ {1,2,...,K} xk=yk, τότε  θα ήταν C1=x1x-
2...xK=C2=y1y2...yM , αλλά υποθέσαμε C1≠C2. Αν πάλι Κ<Μ τότε xΚ≠yΜ. Διότι αν xΚ=yΚ και xΚ=yΜ ,
τότε yΚ=yΜ. Αλλά σε μια διαδρομή δεν υπάρχει επανάληψη κόμβων. ♦
Πρόταση 4.5: To G είναι δένδρο αν και μόνο αν: για κάθε Α, Β ∈  C(G) το A+B είναι
μονοστοιχειακό σύνολο.
Απόδειξη: (1) Εστω ότι τo G είναι δένδρο. Παίρνουμε τυχόντα Α,Β∈ C(G).  Εχουμε
Α+Β={Α∨ B∨ C}C∈ path(A,B). Εστω ότι υπάρχουν C1, C2 ∈  path(A,B), C1≠C2. Aφού το path(A,B)
περιέχει ελάσσονα στοιχεία, θα είναι C1||C2. Εστω (χωρίς βλάβη της γενικότητας) C1=x1x2...xK,
C2=y1y2...yM, με K≤M. Τότε, από την Πρόταση 4.3 το σύνολο Q={k: 1≤k≤K, xk≠yk} δεν είναι κενό.
Θέτουμε i=min Q, δηλ. xi-1=yi-1, xi≠yi.

Επειδή x1x2...xK∈  path(A,B) (από την Πρόταση 3.12) θα έχουμε xk∈ VB, xk-j∉ VB για j>0.
Αρα xι-1∉ VB. Θέτουμε D1=xixi+1...xK, D2=yiyi+1...yM, D=D1∨  D2∨ B. Το D  είναι  συνεκτικό  και  xi-

1∉ VB, xi-1∉ VD1, xi-1∉ VD2 (τα C1, C1 είναι διαδρομές και δεν έχουν επαναλήψεις κόμβων).
Αφού το D είναι συνεκτικό υπάρχει μια διαδρομή  P=z1z2...zJ≤D με z1=xi, zJ=yi. Επίσης xi-

1∉ VB∪ VD1∪ VD2= VB∨ D1∨ D2 οπότε xi-1∉ VP. Αρα R= xi-1xiz2...zJ-1yixi-1 είναι κύκλος. Αλλά το G ως
δένδρο δεν μπορεί να έχει κύκλους. Οπότε έχουμε φτάσει σε άτοπο. Αρα C1=C2, το path(A,B) είναι
μονοστοιχειακό και το Α+Β είναι επίσης μονοστοιχειακό.

(2) Εστω ότι για κάθε Α, Β ∈  C(G) το A+B είναι μονοστοιχειακό σύνολο. Παίρνουμε
τυχόντα a,b∈ VG και τυχόντα C1, C2 ∈  path(a,b). Ας υποθέσουμε ότι  C1≠C2. Θα έχουμε C1=x1x-
2...xK, C2=y1y2...yM, και έστω K≤M. Τότε από την πρόταση 4.4 το σύνολο Q={k: 1≤k≤K, xk≠yk} δεν
είναι κενό. Θέτουμε i=min Q, δηλ. xi-1=yi-1, xi≠yi.

Θέτουμε D1=xixi+1...xK, D2=yiyi+1...yM. Επειδή xK=b=yM, το D1∨  D2 είναι συνεκτικό.
Θέτουμε P=({xi-1},∅ ). Εχουμε xi-1∉ VD1, xi-1∉ VD2 (τα C1, C1 είναι διαδρομές και δεν έχουν
επαναλήψεις κόμβων). Οπότε xi-1∉  VD1∪ VD2= VD1∨ D2.

Τώρα θέτουμε S1=xi-1xi∈ path(P, D1∨ D2) και xi-1xi∈ ES1. Ακόμη, xi-1xi∈  ED1∪ ED2∪ EP∪ ES2.
Οπότε xi-1xi∈ EP∨ D1∨ D2∨ S1 , xi-1xi∉ EP∨ D1∨ D2∨ S2.

Θέτουμε S2=xi-1yi∈ path(P, D1∨ D2) και xi-1yi∈ ES2. Ακόμη, xi-1yi∈  ED1∪ ED2∪ EP∪ ES1. Οπότε
xi-1yi∈ EP∨ D1∨ D2∨ S2 , xi-1xi∉ EP∨ D1∨ D2∨ S1.
Αρα P∨ D1∨ D2∨ S1∈  P+(D1∨ D2), P∨ D1∨ D2∨ S2∈  P+(D1∨ D2) και P∨ D1∨ D2∨ S1|| P∨ D1∨ D2∨ S2. Αρα
το P+(D1∨ D2) δεν είναι μονοστοιχειακό αλλά αυτό αντίκειται στην αρχική υπόθεση. Κατά
συνέπεια, C1=C2, δηλαδή για τυχόντα a,b το path(a,b) είναι μονοστοιχειακό και άρα το G είναι
δένδρο. ♦
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