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Οι αριθμοί αποτελούν 
τη βάση του κόσμου.

«Το παν είναι αριθμός»
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Τετράεδρο
{3,3} Κύβος

{4,3}
∆ωδεκάεδρο, 12 έδρες, όλες 
κανονικα πεντάγωνα. Σε κάθε 
κορυφή συναντώνται ακριβώςκορυφή συναντώνται ακριβώς 
3 έδρες. {5,3}

Υπάρχουν άλλα κανονικά Πολύεδρα?ρχ ρ
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Οκτάεδρο Εικοσάεδρορ
{3,4} {3,5}

∆εν υπάρχουν άλλα πλατωνικά στερεά  (Ευκλείδης, 
«Στοιχεία», βιβλίο 13, Πρόταση 18 ,  Θεαίτητος)
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10:  σύμπαν:μ

άθροισμα όλων των 
δυνατών γεωμετρικών διαστάσεων

ένα σημείο: γενήττωρ των διαστάσεων

δύο σημεία: ευθεία:               διάσταση 1

τρία σημεία: τρίγωνο:            διάσταση 2

τέσσερα σημεία: τετράεδρο  διάσταση 3
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α= διαγώνιος= γαλάζιο
x=το μεγαλύτερο τμήμα της τομής= κόκκινοx το μεγαλύτερο τμήμα της τομής  κόκκινο

Ο  λόγος φ=a/x είναι η χρυσή τομή. Ισχύει

a x


x a x



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Μπορούμε εύκολα 
να υπολογίσουμε την
τιμή  της χρυσής τομής
από τη σχέση

Πως προκύπτει όμως ότι οι διαγώνιοι του κανονικού 
πενταγώνου τέμνονται με τέτοιο τρόπο?  (αποδείξτε το)πενταγώνου τέμνονται με τέτοιο τρόπο?  (αποδείξτε το)
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Δηλαδή: Δοθέντος a και b υπάρχει c έτσι ώστε  a και b να είναι η ή ς ρχ
ακέραια πολλαπλάσια του c. 

Παράδειγμα: a=3, b=4. Τότε 3=3 επί 1, 4=4  επί  1. 

Σύγχρονη ερμηνεία: a= mc, b=nc όπου m,n ακέραιοι γχρ η ρμη ρ
Άρα a/b=m/n είναι ρητός. 
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«Σοκ» η εύρεση των «άρρητων»:

Μνεία στο έργο του Αριστοτέλη (384‐322 π.χ.) για 
γνώση που αποδίδεται στους Πυθαγόρειους:  

«εάν η ακμή και  η  διαγώνιος  του τετραγώνου 
είναι συγκρίσιμα μεγέθη με τη παραπάνω έννοια, 
δηλαδή αν ακμή και διαγώνιος είναι ακέραια 
πολλαπλάσια κάποιας κοινής μονάδας

τότε  θα  μπορούσαμε να δείξουμε  ότι οι περιττοί 
αριθμοί είναι ίσοι με τους άρτιους!»αριθμοί είναι ίσοι με τους άρτιους!»



Τετραγωνική ρίζα του  Η διαγώνιος BI και η ακμή BD  ρ γ ή ρ ζ
2 είναι άρρητος

γ ς η μή
του τετραγώνου DBHI δεν 
έχουν κοινή μονάδα 
έμέτρησης. 

(αντιστοιχίζουμε στη διαγώνιο ΒΙ 
το mc, ενώ στο BD το nc. 
Παρακολουθούμε αλγεβρικά την 

όδ ξ )απόδειξη.)

Έστω ότι BI, BD είναι ακέραια 
πολλαπλάσια μίας κοινής μονάδας c. 
Παίρνουμε c να είναι η μεγαλύτερη κοινή 
μονάδα σύγκρισης. Άρα τουλάχιστον ένα 
από τα BI, BD είναι  περιττό πολλαπλάσιο

ή ή άδ

(m,n)=1

αυτής της κοινής μονάδας. 



Το εμβαδόν του εξωτερικού τετραγώνου μβ ξ ρ ρ γ
AGFE, δηλαδή AG τετράγωνο, είναι  ίσο 
με δύο φορές το εμβαδόν του DBHI.  
Εμβαδόν AG τετράγωνο είναι άρτιος. 
Επομένως η ακμή  AG του AGFE είναι και 
αυτή άρτιος. 

Ά β δό AGFE ίΆρα το εμβαδόν του AGFE είναι 
πολλαπλάσιο του τέσσερα και επομένως το 
μισό του, δηλαδή το εμβαδόν του DBΗΙ
είναι άρτιοςείναι άρτιος. 



Αφού DBΗΙ είναι άρτιος και  η ακμή  του 
DB είναι άρτιοςDB είναι άρτιος.  

Αυτό είναι άτοπο: 

Υποθέσαμε ότι ένα από τα BI , BD είναι 
περιττό, είδαμε προηγουμένως ότι  AG είναι 

Άτοπο, αφού (m,n)=1
ς

άρτιος, AG=BI και μόλις δείξαμε ότι  DB είναι 
άρτιος!



 Διχοτόμηση

Εάν ένα ευθύγραμμο τμήμα είναι απείρως διαιρετό τότε η κίνηση είναι 
αδύνατη: για να διανύσει ένας δρομέας ένα ευθύγραμμο τμήμα, πρέπει 
πρώτα να περάσει από το μέσο του  πριν από αυτό  πρέπει πρώτα να πρώτα να περάσει από το μέσο του, πριν από αυτό, πρέπει πρώτα να 
περάσει από το μέσο του μέσου, και για να το κάνει αυτό πρέπει πρώτα να 
περάσει από το μέσο του μέσου του μέσου, κ.ο.κ., επ’ άπειρον.  Ο δρομέας 
έ     λ ά   ί  ά   άδ   ί   έ    έ   έ  πρέπει να πλησιάσει μία άπειρη ομάδα σημείων μέσα σε ένα πεπερασμένο 

χρονικό διάστημα. Είναι όμως αδύνατο να εξαντλήσει μία άπειρη συλλογή 
και κατά συνέπεια η κίνηση είναι αδύνατη.
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Αν ο Αχιλλέας αφήσει μια χελώνα να ξεκινήσει από ένα σημείο που 
βρίσκεται πιο μπροστά απ’ αυτόν  τότε  ο Αχιλλέας δεν  θα φτάσει ποτέ βρίσκεται πιο μπροστά απ  αυτόν, τότε  ο Αχιλλέας δεν  θα φτάσει ποτέ 
την χελώνα:  πρέπει πρώτα να φτάσει  το σημείο  απ' όπου ξεκίνησε ή 
χελώνα. Μέχρι τότε όμως, η χελώνα θα έχει πάει σε ένα άλλο σημείο, πιο 

ά  Ο Α λλέ   ό  θ   έ     ά   ’  ό    ί   λλά μπροστά. Ο Αχιλλέας τότε θα πρέπει να πάει σ’ αυτό το σημείο, αλλά 
πάλι ή χελώνα θα έχει πάει πιο μπροστά. Έτσι η χελώνα πάντα θα 
προπορεύεται.

Τ άδ ξ δ ό Α λλέ δ ί ό ίΤα παράδοξα της διχοτόμησης και του Αχιλλέα  δείχνουν ότι η κίνηση 
είναι αδύνατη αν δεχθούμε τις άπειρες υποδιαιρέσεις του χώρου και  χρόνου.
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(έστω ότι δεν υπάρχει άπειρη υποδιαίρεση του χώρου και του χρόνου)

Η περίοδος κατά την διάρκεια της οποίας ένα βέλος κινείται, συνίσταται 
από  έναν αριθμό διαδοχικών χρονικών στιγμών. Σε κάθε μία από αυτές ρ μ χ χρ γμ μ ς
τις στιγμές, το βέλος είναι στη θέση πού είναι, και την επόμενη στιγμή 
είναι κάπου άλλου. Πότε κινήθηκε ? Άρα το βέλος δεν μετακινείται και 
η κίνηση είναι μία οφθαλμαπάτη.  η κίνηση είναι μία οφθαλμαπάτη.  
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(Ο κόσμος των αριθμών (ότι «παράγεται» από τους 
φυσικούς) είχε την διακριτότητα. 

Για τα συνεχή μεγέθη ήταν αναγκαία η μελέτη με άλλες 
μεθόδους. Έτσι κυριάρχησε η γεωμετρία.
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‘Εντονες πυθαγόρειες επιδράσεις.Εντονες πυθαγόρειες επιδράσεις. 

Η Γεωμετρία και τα Μαθηματικά έχουν μια 
ξεχωριστή θέση. ξ χ ρ ή η

Στον κόσμο των ιδεών τα μαθηματικά 
αντικείμενα έχουν την τέλεια μορφή. Στον 
κόσμο των αισθήσεων τα αντικείμενα 
προσπαθούν να μοιάσουν την τέλεια μορφή 
τους.

Τι είναι λοιπόν απόδειξη?

“Ουδείς αγεωμέτρητος εισί”

Ακαδημία (387 π Χ -529 μ Χ )Ακαδημία (387 π.Χ. 529 μ.Χ.)
Αθήνα
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(Απόσμασμα από τον Νόμο 747b ,  (Πλάτων) )μ μ μ 747

Ουδέν ούτω δύναμιν έχει παίδειον μάθημα μεγάλην ως η περί 
τους αριθμούς διατριβή  Το δε μέγιστον ότι τον νυστάζοντα τους αριθμούς διατριβή. Το δε μέγιστον ότι τον νυστάζοντα 
και αμαθή φύσει εγείρει και ευμαθή και αγχίνουν 
απεργάζεται.

Kανένα μάθημα δεν έχει τόσο μεγάλη παιδευτική δύναμη όσο η 
όλ       θ ύ  Τ     ό  ΄ όλ   ί  ό  ενασχόληση με τους αριθμούς. Το πιο σημαντικό απ΄ όλα είναι ότι 

τον κοιμισμένο στο μυαλό, τον χωρίς κλίση για μάθηση τον 
διεγείρει και τον κάνει να μαθαίνει και του αυξάνει την αντιληπτική 
ικανότητα  ικανότητα. 
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