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(1) ΄Εστω ότι k = k και I ιδεώδες του k[x1, . . . , xn]. Να δείξετε ότι rad I = I(Z (I))
χρησιµοποιώντας το τέχνασµα του Rabinowitch.

(2) ΄Εστω ότι R ⊂ S, S ακέραιος υπεράνω του R, P ∈ Spec R, Q1 , Q2 ∈ Spec S
έτσι ώστε Q1 ∩ R = Q2 ∩ R. Τότε Q1 * Q2 και Q2 * Q1.

(3) ΄Ενα R-module M λέγεται module του Artin αν ικανοποιεί την φθίνουσα συν-
ϑήκη αλυσίδων: αν (Mi) είναι µία ακολουθία από R-υποmodules του M έτσι
ώστε

M1 ⊇ M2 ⊇ · · · τότε ∃k : Mk = Mk+l , l ∈ N .

Να δείξετε ότι M είναι module του Artin αν και µόνο αν κάθε µη κενό υποσύ-
νολο από υποmodules του M να έχει ελάχιστο στοιχείο. Να δώσετε παράδειγ-
µα µίας υποοµάδας του Q/Z που να µην είναι Z-module της Noether αλλά
να είναι Z-module του Artin.

(4) Μία σειρά σύνθεσης για το M µήκους n είναι µία ακολουθία

M = M0 % M1 · · · % Mn = 0

έτσι ώστε για i = 0, . . . , n − 1, το µόνο γνήσιο R-υποmodule του Mi/Mi+1 να
είναι το 0. Αν M έχει µία σειρά σύνθεσης µήκους n να δείξετε ότι κάθε σειρά
σύνθεσης του M έχει µήκος M, το οποίο συµβολίζουµε µε l(M). Να δείξετε
ότι M έχει σειρά σύνθεσης αν και µόνο αν M είναι R-module της Noether και
του Artin ταυτόχρονα.

(5) Να δείξετε ότι κάθε διανυσµατικός χώρος V πεπερασµένης διάστασης πάνω
από ένα σώµα k έχει σειρά σύνθεσης και l(V ) = dimk(V ). Εάν το R-module
M δεν έχει σειρά σύνθεσης τότε γράϕουµε l(M) = ∞. Να δείξετε ότι το µήκος
είναι προσθετική συνάρτηση: αν 0 → M1 → M2 → M3 → 0 είναι ϐραχεία
ακριβής ακολουθία, τότε l(M2) = l(M1) + l(M3). Να δείξετε ότι αν

0→ M1 → · · · → Mn → 0

είναι ακριβής ακολουθία, τότε για το εναλασσόµενο άθροισµα των µηκών ι-
σχύει ότι

∑
(−1)iMi = 0.
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2 Χ. ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΥΣ

(6) Να δείξετε ότι αν R είναι Σε δακτύλιος του Artin τότε κάθε πρώτο ιδεώδες είναι
µέγιστο και ότι | Spec R| < ∞.

(7) Να δείξετε ότι R είναι δακτύλιος του Artin αν και µόνο αν R είναι δακτύλιος
της Noether και dim R = 0.

(8) ΄Εστω R = k[x1, . . . , xm], R = ⊕Ri όπου Ri είναι ο k-διανυσµατικός χώρος µε
ϐάση τα µονώνυµα ϐαθµού i. ΄Εστω M = ⊕Mj ένα πεπερασµένα παραγόµε-
νο ϐαθµωτό R-module. Να δείξετε ότι l(Mn) είναι πολυωνυµική συνάρτηση
µελετώντας την ακριβή ακολουθία

0→ Kn → Mn → Mn+1 → Ln+1 → 0

όπου ϕ : Mn → Mn+1 είναι πολλαπλασιασµός µε x1, Kn είναι ο πυρήνας
αυτής της γραµµικής συνάρτησης, ενώ Ln+1 = Mn+1/ Im(ϕ). (Να ορίσετε τα R-
modules K = ⊕Kn και L = ⊕Ln και να χρησιµοποιήσετε επαγωγή στον αριθµό
m των µεταβλητών, αϕού παρατηρήσετε ότι K, L είναι k[x1, . . . , xn]/(x1) �
k[x2, . . . , xn]-modules.)


