
ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Περιγραφική Στατιστική, Εκτίµηση Παραµέτρων

1. ∆είξτε ότι η εκτιµήτρια s2 της διασποράς σ2 είναι αµερόληπτη.

2. ∆ύο τυχαίες µεταβλητές X1 και X2 έχουν κοινή διασπορά σ2 και s2
1, s2

2 είναι οι αµερόλη-

πτες δειγµατικές διασπορές των X1 και X2, αντίστοιχα, από δείγµατα µεγέθους n1 και

n2. ∆είξτε ότι η εκτιµήτρια s2 =
(n1−1)s2

1+(n2−1)s2
2

n1+n2−2
της σ2 είναι επίσης αµερόληπτη.

3. Για τον έλεγχο της περιεκτικότητας του χάλυβα σε ϱαδιενέργεια σε δύο εργοστάσια παραγ-

ωγής χάλυβα Α και Β έγιναν οι παρακάτω µετρήσεις ϱαδιενέργειας σε τυχαία δοκίµια

χάλυβα (οι µετρήσεις είναι σε Bq/g):

∆οκίµια 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Α (Bq/g) 0.37 0.00 0.54 0.59 0.16 0.86 0.86 0.49 0.60 0.55

Β (Bq/g) 0.24 0.52 0.12 0.95 0.26 0.33 0.62 0.32 0.27 0.05 0.39 0.10 0.51 0.79 0.09

Θεωρείται ότι η διασπορά της ϱαδιενέργειας στο χάλυβα είναι ίδια για τα δύο εργοστάσια

(σ2
1 = σ2

2 = σ2).

(α΄) Σχηµατίστε το ϑηκόγραµµα για τα δεδοµένα ϱαδιενέργειας στο χάλυβα των δύο

δειγµάτων και σχολιάστε αν η ϱαδιενέργεια στους χάλυβες των δύο εργοστασίων

ϕαίνεται να ακολουθούν κανονική κατανοµή. Σχολιάστε επίσης αν ϕαίνεται να

διαφέρουν αυτές οι δύο κατανοµές.

(ϐ΄) Εκτιµείστε τη µέση ϱαδιενέργεια στο χάλυβα για το εργοστάσιο Α (σηµειακή εκ-

τίµηση και 95% διάστηµα εµπιστοσύνης).

(γ΄) Κάνετε την ίδια εκτίµηση για το εργοστάσιο Β.

(δ΄) ΄Εστω ότι το ανώτατο επιτρεπτό όριο για τη µέση ϱαδιενέργεια στο χάλυβα είναι 0.5

Bq/g. Με ϐάση τα παραπάνω διαστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο εµπιστοσύνης

95% απαντήστε αν ϑα γινόταν αποδεκτός στην αγορά ο χάλυβας από το εργοστάσιο

Α και από το εργοστάσιο Β.

(ε΄) Ελέγξτε χρησιµοποιώντας διάστηµα εµπιστοσύνης σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% αν

η µέση ϱαδιενέργεια στους χάλυβες των δύο εργοστασίων είναι ίδια.

4. (*) ΄Εγιναν 15 µετρήσεις της συγκέντρωσης διαλυµένου οξυγόνου (∆.Ο.) σ΄ ένα ποτάµι (σε

mg/l)
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Οξυγόνο Α 1.8 2.0 2.1 1.7 1.2 2.3 2.5 2.9 1.6 2.2 2.3 1.8 2.4 1.6 1.9

Από παλιότερες µετρήσεις γνωρίζουµε ότι η διασπορά του ∆.Ο. είναι 0.1 (mg/l)2.

(α΄) Εκτιµείστε τη διασπορά της συγκέντρωσης ∆.Ο. από το δείγµα καθώς και τα δι-

αστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο 99% και 90%. Εξετάστε και για τα δύο επίπεδα

εµπιστοσύνης αν µπορούµε να δεχτούµε την εµπειρική τιµή της διασποράς γι αυτό

το δείγµα.

(ϐ΄) Υπολογίστε τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας για τα δεδοµένα του δείγµατος και

σχηµατίστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα. Σχολιάστε αν ϕαίνεται η συγκέντρωση ∆.Ο.

στο νερό του ποταµού να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(γ΄) Εκτιµείστε τη µέση συγκέντρωση ∆.Ο. από το δείγµα και δώστε γι αυτήν 95% διάστη-

µα εµπιστοσύνης υποθέτοντας πρώτα ότι η διασπορά είναι γνωστή και µετά χρησι-

µοποιώντας αυτήν του δείγµατος.

(δ΄) Αν υποθέσουµε ότι για ένα εργοστάσιο δίπλα στο ποτάµι είναι σηµαντικό η µέση

συγκέντρωση ∆.Ο. να µην πέφτει κάτω από 1.8 mg/l, ϑα προκαλούσαν ανησυχία

αυτές οι παρατηρήσεις (χρησιµοποιείστε τη διασπορά από το δείγµα);

(ε΄) Αν δε µας ικανοποιεί το πλάτος του τελευταίου παραπάνω διαστήµατος και ϑέλουµε

να το µειώσουµε σε 0.2 mg/l πόσες επιπρόσθετες ηµερήσιες µετρήσεις πρέπει να

γίνουν ;

5. (*) Σε συνέχεια της ΄Ασκησης 1, σ΄ έναν άλλο ποταµό έγιναν οι παρακάτω παρόµοιες

µετρήσεις

Οξυγόνο Β 2.3 2.1 1.9 2.6 2.9 1.5 3.1 2.1 2.7 2.3 2.6 2.5

(α΄) Σχηµατίζοντας κατάλληλο ϑηκόγραµµα σχολιάστε αν ϕαίνεται η συγκέντρωση ∆.Ο.

στον ποταµό Β να ακολουθεί κανονική κατανοµή. Από τα ϑηκογράµµατα ϕαίνεται

να διαφέρει η συγκέντρωση ∆.Ο. στο νερό των δύο ποταµών ;

(ϐ΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά των µέσων συγκεντρώσεων ∆.Ο.

στα δύο ποτάµια υποθέτοντας πρώτα ότι η διασπορά είναι γνωστή (0.1 (mg/l)2) και

ίδια για τα δύο δείγµατα και µετά χρησιµοποιώντας τις εκτιµήσεις των διασπορών

από τα δείγµατα. Μπορούµε να πούµε πως η µέση συγκέντρωση ∆.Ο. είναι ίδια στα

δύο ποτάµια (στην κάθε περίπτωση);

6. Η τάση διακοπής εναλλασσόµενου ϱεύµατος ενός µονωτικού υγρού δηλώνει τη διηλεκ-

τρική ανθεκτικότητα του. Πήραµε τις παρακάτω παρατηρήσεις της τάσης διακοπής (kV)

σε κάποιο κύκλωµα κάτω από ορισµένες συνθήκες.

41 46 47 47 48 50 50 50 50 50 50 50

48 50 50 50 50 50 50 50 52 52 53 55

50 50 50 50 52 52 53 53 53 53 53 57

52 52 53 53 53 53 53 53 54 54 55 68
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(α΄) Σχηµατίστε το ιστόγραµµα των δεδοµένων της τάσης διακοπής του κυκλώµατος και

σχολιάστε αν η τάση διακοπής ϕαίνεται να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά της τάσης διακοπής του κυκ-

λώµατος.

(γ΄) Από παλιότερες µετρήσεις είχαµε ϐρει πως η τυπική απόκλιση της τάσης διακοπής

παρόµοιου κυκλώµατος ήταν περίπου 5 kV. Μπορούµε να δεχθούµε αυτήν την

τυπική απόκλιση και γι αυτό το κύκλωµα ;

(δ΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τάση διακοπής του κυκλώµατος,

υποθέτοντας

(i) τυπική απόκλιση της τάσης διακοπής 5 kV,

(ii) ότι η τυπική απόκλιση της τάσης διακοπής είναι άγνωστη.

(ε΄) Μπορούµε να αποκλείσουµε ότι η µέση τάση διακοπής είναι 52 kV για τις περιπτώ-

σεις (i) και (ii) του προηγούµενου ερωτήµατος ;

7. Πριν να συµφωνήσει την παραγγελία µιας µεγάλης παρτίδας καλύµµατος πολυαιθυ-

λενίου για την προστασία κάποιου ειδικού τύπου καλωδίου, µια εταιρία ϑέλει να σιγουρευτεί

ότι η πραγµατική τυπική απόκλιση του πάχους των καλυµµάτων είναι περίπου 0.05 mm.

Για το σκοπό αυτό µετρήθηκε το πάχος σε 20 καλύµµατα κι οι τιµές (σε mm) είναι

6.711 6.730 6.746 6.860 6.861 6.872 6.928 6.973 7.012 7.015

6.746 6.860 6.861 6.872 6.928 6.973 7.012 7.015 7.053 7.359

(α΄) Υπολογίστε τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας για τα δεδοµένα του δείγµατος και

σχηµατίστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα. Σχολιάστε αν ϕαίνεται το πάχος των καλυµ-

µάτων να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Ελέγξτε µε ϐάση τα κατάλληλα διαστήµατα εµπιστοσύνης αν η εταιρία ϑα δεχτεί ότι

το µέσο πάχος των καλυµµάτων είναι 0.05mm σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και

99%.

8. Σε δύο τυχαία δείγµατα ελασµάτων που χρησιµοποιούνται στην κατασκευή πινάκων

κυκλωµάτων µετρήθηκε το ποσό της στρέβλωσης (σε mm) κάθε ελάσµατος κάτω από συγ-

κεκριµένες συνθήκες (διαφορετικές για το κάθε ένα από τα δύο δείγµατα). Οι µετρήσεις

έδωσαν τα παρακάτω αποτελέσµατα

∆είγµα Πλήθος ελασµάτων Μέση τιµή (mm) Τυπική απόκλιση (mm)

1 25 0.161 0.0165

2 22 0.150 0.0130

Υποθέστε ότι το ποσό στρέβλωσης των ελασµάτων για τις δύο διαφορετικές συνθήκες (µε

ή χωρίς συγκόλληση) ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(α΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο ποσό στρέβλωσης των ελασµάτων

για τις δύο διαφορετικές συνθήκες ξεχωριστά.
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(ϐ΄) Ελέγξτε µε ϐάση το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης αν το µέσο ποσό στρέβλωσης των

ελασµάτων είναι το ίδιο κάτω από τις δύο διαφορετικές συνθήκες.

9. Ο υπολογισµός της ϕόρτωσης του δικτύου υπολογιστών γίνεται εύκολα από τη µέτρηση

του χρόνου που κάνει ένα πακέτο πληροφορίας να πάει από µια υπολογιστική µονάδα

(host) (µονάδα αποστολής) σε µια άλλη µονάδα (µονάδα παραλαβής) και να επιστρέψει

πίσω (ping time). Από την κεντρική υπολογιστική µονάδα του εργαστηρίου και µέσα

σε µικρό χρονικό διάστηµα µετρήθηκαν οι χρόνοι επιστροφής πακέτων πληροφορίας σε

10 µακρινές µονάδες παραλαβής και δίνονται παρακάτω σε χιλιοστά του δευτερολέπτου

(ms).

Μονάδα παραλαβής 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Χρόνος (ms) 25 38 58 52 69 101 132 148 202 232

(α΄) Εκτιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% το µέσο χρόνο επιστροφής πακέτων πληρο-

ϕορίας µε ϐάση το δείγµα, υποθέτοντας πως η κατανοµή του χρόνου επιστροφής

είναι κανονική.

(ϐ΄) Αν το δίκτυο χαρακτηρίζεται υπερφορτωµένο όταν ο µέσος χρόνος επιστροφής πακέτων

πληροφορίας ξεπερνάει τα 200 ms ϑα ϑεωρούσατε το δίκτυο υπερφορτωµένο τη

χρονική περίοδο που έγιναν οι µετρήσεις ;

(γ΄) Πόσες µετρήσεις ακόµα πρέπει να κάνουµε για να έχουµε ακρίβεια εκτίµησης του

µέσου χρόνου επιστροφής πακέτων πληροφορίας ±20 ms (δηλαδή το εύρος του 95%
διαστήµατος εµπιστοσύνης να είναι 40 ms);

10. Μετρήθηκε η χωρητικότητα (σε αµπερώρες) 10 µπαταριών και τα αποτελέσµατα δίνονται

ως εξής :

140 136 150 144 148 152 138 141 143 151

Από παλιότερες µετρήσεις γνωρίζουµε ότι η χωρητικότητα της µπαταρίας ακολουθεί

κανονική κατανοµή µε τυπική απόκλιση 6 αµπερώρες.

(α΄) Εκτιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και σε επίπεδο εµπιστοσύνης 99% τη µέση

χωρητικότητα της µπαταρίας.

(ϐ΄) Η µπαταρία ϑεωρείται µη αποδεκτή αν η µέση χωρητικότητα της είναι κάτω από 140

αµπερώρες. Με ϐάση τα διαστήµατα εµπιστοσύνης στο (10α΄) ϑα γινόταν η µπαταρία

αποδεκτή ; [απαντήστε για το κάθε ένα διάστηµα εµπιστοσύνης ξεχωριστά].

11. Σ ένα πείραµα µετρήθηκε η αντίσταση 14 καλωδίων τύπου Α και η µέση τιµή αντίστασης

καλωδίων του δείγµατος ϐρέθηκε να είναι x̄1 = 0.137 Ohms. Η κατανοµή του µεγέ-

ϑους αντίστασης καλωδίου ϑεωρείται κανονική και η τυπική απόκλιση της αντίστασης

καλωδίου ϑεωρείται γνωστή και είναι 0.01 Ohms.

(α΄) Εκτιµώντας το κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης, εξετάστε αν µπορούµε να δεχ-

τούµε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% ότι το καλώδιο τύπου Α έχει µέση αντίσταση

1.40 Ohms.
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(ϐ΄) Σ ένα δεύτερο πείραµα µετρήθηκε επίσης η αντίσταση 10 καλωδίων από έναν άλλο

τύπο Β. Η κατανοµή και η τυπική απόκλιση της αντίστασης καλωδίου τύπου Β είναι

όπως και για το καλώδιο τύπου Α. Η µέση τιµή αντίστασης των 10 καλωδίων τύπου Β

του δείγµατος ϐρέθηκε να είναι x̄2 = 0.133 Ohms. Εκτιµώντας το κατάλληλο διάστη-

µα εµπιστοσύνης, εξετάστε αν µπορούµε να δεχτούµε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%
ότι το καλώδιο τύπου Α έχει µεγαλύτερη αντίσταση από το καλώδιο τύπου Β.

12. Σ ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα µετρήθηκε η απολαβή κρυσταλλολυχνίας (τρανζίστορ)

µεταξύ εκποµπού και δέκτη κατά τη διαδικασία εναπόθεσης. ΄Εγιναν 14 επαναλήψεις

της διαδικασίας εναπόθεσης σε διαφορετικές συνθήκες εκποµπής και οι µετρήσεις της

απολαβής κρυσταλλολυχνίας (σε hFE) δίνονται παρακάτω:

1004 1636 1260 1270 1272 903 1555 1276 1321 852 1506 1269 1146 1225

(α΄) Για τα παραπάνω δεδοµένα, σχηµατίστε το ϑηκόγραµµα, υπολογίζοντας πρώτα τα

κατάλληλα συνοπτικά µέτρα, κι εξετάστε αν η κατανοµή της απολαβής κρυσταλ-

λολυχνίας ϕαίνεται να είναι κανονική.

(ϐ΄) Υποθέτοντας πως η κατανοµή της απολαβής κρυσταλλολυχνίας είναι κανονική, εκ-

τιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση απολαβή

της κρυσταλλολυχνίας.

(γ΄) Σχολιάστε πως ϑα εκτιµούσατε το παραπάνω διάστηµα εµπιστοσύνης στο (12β΄), αν

το δείγµα είχε µέγεθος 100 (αντί για 14).

13. Σε 144 δοκιµές σε κάποιο εργαστήριο, 48 κατέληξαν σε ανάφλεξη κάποιου συγκεκριµέ-

νου τύπου υποστρώµατος από αναµµένο τσιγάρο. ΄Εστω p η αναλογία όλων των δοκιµών

που καταλήγουν σε ανάφλεξη του υποστρώµατος.

(α΄) Υπολογίστε το 99% διάστηµα εµπιστοσύνης για την αναλογία p.

(ϐ΄) Αν ϑέλουµε το εύρος του 99% διαστήµατος εµπιστοσύνης για την αναλογία να είναι

0.1 πόσες ακόµα δοκιµές πρέπει να κάνουµε ;

14. Σε µια µελέτη για ένα καινούριο σύστηµα εκτόξευσης ϱουκετών µικρού ϐεληνεκούς έγι-

ναν δοκιµές µε το παλιό και το καινούριο σύστηµα. Σε δείγµα 60 πειραµατικών εκτοξ-

εύσεων µε το παλιό σύστηµα 44 ήταν πετυχηµένες και σε 80 πειραµατικές εκτοξεύσεις

µε το καινούριο σύστηµα 72 ήταν πετυχηµένες.

(α΄) Υπολογίστε τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις αναλογίες πετυχηµένων εκτοξ-

εύσεων µε τα δύο συστήµατα.

(ϐ΄) Σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% κάνετε στατιστικό έλεγχο για την υπόθεση ότι οι δύο

αναλογίες δε διαφέρουν.

(γ΄) Αν στον παραπάνω έλεγχο ϐρήκατε ότι υπάρχει διαφορά εκτιµείστε πόση είναι αυτή

η διαφορά.

15. Μετρήθηκε ο χρόνος απόκρισης µιας υπολογιστικής µονάδας µέσου δικτύου σε επικοιν-

ωνία µε την κεντρική υπολογιστική µονάδα. Παρακάτω δίνονται οι µετρήσεις σε 21

διαφορετικές χρονικές στιγµές (σε ms).
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16.1 9.6 24.9 20.4 12.7 21.2 30.2 25.8 18.5 10.3 25.3

14.0 27.1 45.0 23.3 24.2 14.6 8.9 32.4 11.8 28.5

Θεωρούµε ότι ο χρόνος απόκρισης ακολουθεί κανονική κατανοµή αλλά µε άγνωστη για

µας διασπορά.

(α΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης καθώς και το 99% διάστηµα εµπιστοσύν-

ης για το µέσο χρόνο απόκρισης µε ϐάση το δείγµα.

(ϐ΄) Με ϐάση τα παραπάνω διαστήµατα εµπιστοσύνης στο 15α΄ (ή αντίστοιχα και ισοδύ-

ναµα µε κατάλληλο έλεγχο υπόθεσης) εξετάστε αν µπορεί ο µέσος χρόνος απόκρισης

να είναι µεγαλύτερος των 30 ms. [∆ώστε απαντήσεις σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%
και 99%.]

16. Μετρήθηκε ο χρόνος Ϲωής 10 λαµπτήρων τύπου Α σε ώρες :

430 530 590 580 740 800 830 1000 1020 1100

(α΄) Για τα παραπάνω δεδοµένα, σχηµατίστε το ϑηκόγραµµα, υπολογίζοντας πρώτα τα

κατάλληλα συνοπτικά µέτρα, κι εξετάστε αν η κατανοµή του χρόνου Ϲωής των λαµπ-

τήρων ϕαίνεται να είναι κανονική.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την τυπική απόκλιση του χρόνου

Ϲωής των λαµπτήρων τύπου Α.

(γ΄) Μετρήθηκε επίσης ο χρόνος Ϲωής 19 λαµπτήρων τύπου Β σε ώρες και ϐρέθηκαν τα

εξής :

δειγµατική µέση τιµή x̄2 = 500
δειγµατική τυπική απόκλιση s2 = 150
Υποθέτοντας πως η κατανοµή του χρόνου Ϲωής λαµπτήρων είναι κανονική (και για

τους δύο τύπους και ανεξάρτητα από την απάντηση σας στο 16α΄), εκτιµείστε σε

επίπεδο εµπιστοσύνης 99% αν υπάρχει διαφορά και πόση στο χρόνο Ϲωής των δύο

τύπων λαµπτήρων.

17. Μετρήθηκε η χωρητικότητα (σε αµπερώρες) 100 µπαταριών και υπολογίστηκε για το

δείγµα αυτό η µέση χωρητικότητα και τυπική απόκλιση και ϐρέθηκαν να είναι x̄ = 140
αµπερώρες και s = 30 αµπερώρες, αντίστοιχα.

(α΄) Εκτιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% τη µέση

χωρητικότητα της µπαταρίας.

(ϐ΄) Η µπαταρία ϑεωρείται µη αποδεκτή αν η µέση χωρητικότητα της είναι κάτω από

135 αµπερώρες. Με ϐάση τα διαστήµατα εµπιστοσύνης που υπολογίσατε στο 17α΄

ϑα γινόταν η µπαταρία αποδεκτή ; [απαντήστε για το κάθε ένα επίπεδο εµπιστοσύνης

ξεχωριστά]

(γ΄) Για να απαντήσουµε µε µεγαλύτερη σιγουριά στο ερώτηµα 17β΄, ϑέλουµε να µικρύ-

νουµε το εύρος του 95% διαστήµατος εµπιστοσύνης σε 6 αµπερώρες (δηλαδή να

δηλώσουµε τη µέση χωρητικότητα µε ακρίβεια ±3 αµπερώρες). Για να το πετύχουµε

αυτό σε πόσες ακόµα µπαταρίες πρέπει να µετρήσουµε τη χωρητικότητα ;
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18. Από παλιά µελέτη (πριν αρκετά χρόνια) για το χρόνο λειτουργίας ηλεκτρικής µηχανής

µέχρι την πρώτη ϐλάβη που έγινε σε δείγµα 169 µηχανών, γνωρίζουµε πως το 95%
διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο χρόνο µέχρι την πρώτη ϐλάβη έχει εύρος 20 µέρες.

(α΄) Πόση ήταν η τυπική απόκλιση του χρόνου µέχρι την πρώτη ϐλάβη (σε µέρες) στο

δείγµα των 169 µηχανών ; Στα πλαίσια νέας µελέτης αλλά σε µικρότερη κλίµακα

µετρήσαµε το χρόνο µέχρι την πρώτη ϐλάβη σε 61 ηλεκτρικές µηχανές ίδιου τύπου

αλλά νεότερης τεχνολογίας και ϐρήκαµε το µέσο όρο του χρόνου µέχρι την πρώτη

ϐλάβη x̄ = 720 µέρες και την τυπική απόκλιση s = 100 µέρες.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο χρόνο µέχρι την πρώτη

ϐλάβη µε ϐάση το νέο δείγµα.

(γ΄) Θεωρούµε πως η εκτίµηση της τυπικής απόκλισης του χρόνου µέχρι την πρώτη

ϐλάβη από το νέο δείγµα (s = 100) είναι ακριβής (δηλαδή είναι πολύ κοντά στην

πραγµατική τυπική απόκλιση). Κάνετε τους απαραίτητους υπολογισµούς για να

διερευνήσετε αν µπορεί να γίνει η εκτίµηση του µέσου χρόνου µέχρι την πρώτη

ϐλάβη µε µεγαλύτερη ακρίβεια (µικρότερο εύρος του 95% διαστήµατος εµπιστοσύν-

ης) στις νέες µηχανές απ΄ ότι στις παλιές µηχανές (όπου είχαµε ακρίβεια 10 ηµερών

µε 169 παλιές µηχανές).

19. Εκτενής µελέτη ενός συστήµατος υπολογιστών καταµερισµού υπολογιστικού χρόνου (computer

time­sharing system) έδειξε ότι ο χρόνος απόκρισης σε κάποια εντολή του λειτουργικού

συστήµατος ακολουθεί κανονική κατανοµή µε τυπική απόκλιση 15 millisec.

(α΄) Θέλουµε να προσδιορίσουµε τον πραγµατικό µέσο χρόνο απόκρισης µ µε ακρίβεια

3 millisec σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% (δηλαδή το διάστηµα εµπιστοσύνης να έχει

εύρος 6 millisec). Πόσες µετρήσεις του χρόνου απόκρισης πρέπει να κάνουµε ;

∆οκιµάστηκε ένα νέο λειτουργικό σύστηµα και µετρήθηκε ο χρόνος απόκρισης του

λειτουργικού συστήµατος σε 61 εντολές του λειτουργικού συστήµατος. Από τις 61

µετρήσεις υπολογίστηκαν τα παρακάτω µέτρα γι αυτό το δείγµα των παρατηρήσεων

του χρόνου απόκρισης :

µέση τιµή x̄ = 25 millisec

τυπική απόκλιση s = 18 millisec.

(ϐ΄) Υπολογίζοντας κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης εξετάστε αν σε επίπεδο εµπισ-

τοσύνης 99% µπορούµε να δεχθούµε ότι η τυπική απόκλιση του χρόνου απόκρισης

για το νέο λειτουργικό σύστηµα παραµένει στο επίπεδο των 15 millisec.

(γ΄) Ο προµηθευτής του λειτουργικού συστήµατος ισχυρίζεται ότι ο µέσος χρόνος απόκρ-

ισης είναι 20 millisec. Υπολογίζοντας κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης για το

ίδιο δείγµα εξετάστε αν σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% µπορούµε να δεχθούµε τον

ισχυρισµό του προµηθευτή.
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Συσχέτιση - Παλινδρόµηση

1. (*) Η πρώτη ύλη που χρησιµοποιείται στην παραγωγή κάποιας συνθετικής ίνας απο-

ϑηκεύεται σε κάποιο χώρο χωρίς έλεγχο υγρασίας. ΄Εγιναν µετρήσεις για 15 µέρες της

σχετικής υγρασίας στον αποθηκευτικό χώρο και της περιεκτικότητας σε υγρότητα σε δείγ-

µα της πρώτης ύλης. Τα αποτελέσµατα (σε ποσοστά) είναι

Σχετική υγρασία 46 53 29 61 36 39 47 49 52 38 55 32 57 54 44

Υγρότητα 12 15 7 17 10 11 11 12 14 9 16 8 18 14 12

(α΄) Σχεδιάστε το διάγραµµα διασποράς και υπολογίστε τον συντελεστή συσχέτισης της

σχετικής υγρασίας στον αποθηκευτικό χώρο και της περιεκτικότητας σε υγρότητα

της πρώτης ύλης. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η συσχέτιση είναι γραµµική ;

(ϐ΄) Εκτιµείστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και τη διασπορά των σφαλµάτων.

(γ΄) Προβλέψτε αν γίνεται την περιεκτικότητα σε υγρότητα της πρώτης ύλης όταν η

σχετική υγρασία στον αποθηκευτικό χώρο είναι 10%, 40% και 70%.

2. Ο χρόνος ως την αποτυχία κάποιου µηχανικού στοιχείου σχετίζεται µε την ηλεκτρική

τάση λειτουργίας της µηχανής. Εκτελέστηκε ένα σχεδιασµένο πείραµα σ΄ ερευνητικό

εργαστήριο που έδωσε τα παρακάτω δεδοµένα

Χρόνος αποτυχίας (min) 2145 2155 2220 2225 2260 2266 2334 2340 2212 2180

Τάση λειτουργίας (αµπέρ) 110 110 110 110 120 120 120 130 115 115

(α΄) Σχεδιάστε το διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν µπορεί να ϑεωρηθεί ότι ο

χρόνος ως την αποτυχία του µηχανικού στοιχείου εξαρτάται γραµµικά από την τάση

λειτουργίας της µηχανής.

(ϐ΄) Υποθέτοντας γραµµική παλινδρόµηση του χρόνου αποτυχίας στην τάση λειτουργίας,

εκτιµείστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και τη διασπορά των σφαλµάτων.

(γ΄) Σχολιάστε αν η γραµµική εξάρτηση είναι ισχυρή υπολογίζοντας πρώτα το συντελεστή

συσχέτισης.

(δ΄) Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ο µέσος χρόνος αποτυχίας για τάση λειτουργίας

115 αµπέρ είναι µικρότερος από 2000min; Μπορεί να είναι µικρότερος από 2200min;

Ποια είναι η καλύτερη εκτίµηση του µέσου χρόνου αποτυχίας γι αυτήν την τάση µε

ϐάση τη γραµµική παλινδρόµηση κι αυτό το δείγµα ;

3. Το κόστος παραγωγής ισχύος (ανά κιλοβατώρα) πιστεύεται ότι εξαρτάται (εκτός άλλων

παραγόντων) από το κόστος του λιγνίτη (σε cent ανά εκατοµµύριο Btu). Οι παρακάτω

παρατηρήσεις έγιναν από 12 σπαστήρες λιγνίτη

Κόστος λιγνίτη 14 16 22 24 20 29 26 15 29 24 25 13

Κόστος ισχύος 4.1 4.4 5.6 5.1 5.0 5.3 5.4 4.8 6.1 5.5 4.7 3.9
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(α΄) Σχεδιάστε το διάγραµµα διασποράς και υπολογίστε τον συντελεστή συσχέτισης του

κόστους της παραγωγής ισχύος και του κόστους του λιγνίτη. Μπορούµε να υποθέ-

σουµε ότι υπάρχει συσχέτιση ;

(ϐ΄) Εκτιµείστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και τη διασπορά των σφαλµάτων.

(γ΄) Με ϐάση το µοντέλο παλινδρόµησης, αν το κόστος λιγνίτη είναι 18 cent/millBtu

ϑα µπορούσε το τυπικό κόστος ισχύος ανά κιλοβατώρα να είναι 6 µονάδες ; Θα

µπορούσε για το ίδιο κόστος λιγνίτη να είναι 5 µονάδες ;

4. Θέλουµε να µελετήσουµε κατά πόσο εξαρτάται ο χρόνος επιστροφής πακέτων πληροφορί-

ας (ping time) από τον αριθµό των ενδιαµέσων υπολογιστικών µονάδων της διαδροµής

της πληροφορίας στο δίκτυο από τη µονάδα αποστολής στη µονάδα παραλαβής. Από την

κεντρική υπολογιστική µονάδα του εργαστηρίου και µέσα σε µικρό χρονικό διάστηµα

µετρήθηκαν οι χρόνοι επιστροφής (σε χιλιοστά του δευτερολέπτου, ms) πακέτων πληρο-

ϕορίας στην ίδια µακρινή µονάδα παραλαβής αλλά µε διαφορετικό αριθµό ενδιαµέσων

σταθµών. Τα αποτελέσµατα δίνονται παρακάτω

Ενδιάµεσοι σταθµοί 1 1 2 2 3 3 4 5 6 7

Χρόνος (ms) 25 38 58 52 69 101 132 148 202 232

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, δηλαδή

ότι ο χρόνος επιστροφής πακέτων πληροφορίας εξαρτάται γραµµικά από τον αριθµό

των ενδιαµέσων υπολογιστικών µονάδων της διαδροµής, ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το

δείγµα των παρατηρήσεων από τους δύο πίνακες.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (4α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Προβλέψτε το χρόνο επιστροφής πακέτων πληροφορίας (αν γίνεται) όταν δεν υπάρχει

ενδιάµεσος σταθµός κι όταν υπάρχουν 5 ενδιάµεσοι σταθµοί.

5. Η απευθείας µέτρηση της ποσότητας πρωτεΐνης σε δείγµα (κοµµάτι) συκωτιού είναι

δύσκολη κι απαιτεί πολύ χρόνο. Πιστεύεται ότι η ποσότητα της πρωτεΐνης σχετίζεται

µε την ποσότητα του ϕωτός που ϑα απορροφιόταν από το δείγµα συκωτιού. Γι αυτό έγινε

στο εργαστήριο το ακόλουθο πείραµα. Στάλθηκε από ένα ϕασµατόµετρο ϕως σε διάλυµα

που περιείχε δείγµα συκωτιού και µετρήθηκε το ϕως που απορροφήθηκε. Αυτή η δι-

αδικασία εφαρµόσθηκε σε 5 δείγµατα συκωτιού για τα οποία η ποσότητα της πρωτεΐνης

ήταν γνωστή. Τα αποτελέσµατα δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Φως που απορροφήθηκε 0.44 0.82 1.20 1.61 1.83

Ποσότητα πρωτεΐνης (mg) 2 16 30 46 55

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι η

ποσότητα πρωτεΐνης σε δείγµα συκωτιού εξαρτάται γραµµικά από το αντίστοιχο ϕως

που απορροφιέται από το δείγµα, ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρή-

σεων από τον πίνακα.
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(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (5α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων) και προβλέψτε την ποσότητα πρωτεΐνης σε δείγµα συκωτιού

για το οποίο η απορρόφηση του ϕωτός είναι 1.5.

6. Στα πλαίσια µιας µελέτης σε πετρελαιοκίνητες µηχανές (diesel) ελαφρών ϕορτηγών για την

έκλυση πρωτοξείδιου του αζώτου, διερευνήθηκε η εξάρτηση της από την υγρασία. ΄Εγινε

γι αυτό ένα πείραµα και µετρήθηκε σε 10 διαφορετικές χρονικές στιγµές η υγρασία (σε

ποσοστό επί των κορεσµένων ατµών) και η έκλυση πρωτοξείδιου του αζώτου (σε ppm). Οι

µετρήσεις δίνονται στον παρακάτω πίνακα:

Υγρασία 8.3 10.7 12.9 20.1 24.0 34.3 35.1 41.6 72.2 72.4

΄Αζωτο 1.15 1.00 1.10 1.03 1.07 0.96 0.89 0.91 0.77 0.90

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι η

έκλυση πρωτοξείδιου του αζώτου Y εξαρτάται γραµµικά από την υγρασία X ϕαίνεται

σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (6α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ε-

λαχίστων τετραγώνων). Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα

διασποράς και προβλέψτε την έκλυση µονοξειδίου του αζώτου για υγρασία 40%.

7. Πιστεύεται ότι σ΄ ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα η απολαβή κρυσταλλολυχνίας (τρανζίσ-

τορ) µεταξύ εκποµπού και δέκτη κατά τη διαδικασία εναπόθεσης εξαρτάται από τη δόση

εκποµπής, η οποία ελέγχεται κατά τη διαδικασία εναπόθεσης. ΄Εγιναν 14 επαναλήψεις

της διαδικασίας εναπόθεσης σε διαφορετικές συνθήκες εκποµπής και οι µετρήσεις της

απολαβής κρυσταλλολυχνίας (σε hFE) και της δόσης εκποµπής (σε ιόντα) δίνονται στον

παρακάτω πίνακα:

∆όση εκποµπής Απολαβή

4.00 1004

4.00 1636

4.00 1260

4.10 1270

4.20 1272

4.30 903

4.30 1555

4.30 1276

4.30 1321

4.60 852

4.60 1506

4.60 1269

4.70 1146

4.72 1225
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(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι

η απολαβή κρυσταλλολυχνίας εξαρτάται γραµµικά από τη δόση εκποµπής ϕαίνεται

σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (7α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων), καθώς και την εκτίµηση s2 της διασποράς των σφαλµάτων

σ2. Σχολιάστε µε ϐάση τις εκτιµήσεις αυτές, αν µπορούµε να κάνουµε ακριβείς

προβλέψεις της απολαβής κρυσταλλολυχνίας όταν γνωρίζουµε τη δόση εκποµπής

για τιµές δόσης εκποµπής µεταξύ 4.00 και 4.70.

8. Στον παρακάτω πίνακα δίνεται για 10 σταθµούς ο αριθµός των ηµερών σ΄ ένα χρόνο που

η ϑερµοκρασία έπεσε κάτω από 0oC και το υψόµετρο τους.

Υψόµετρο (m) 1000 1050 1110 1220 1320 1380 1420 1560 1670 1950

Αριθµός ηµερών 32 29 36 38 43 53 52 63 73 100

(α΄) Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ηµερών Y εξαρτάται γραµµικά από το υψόµετρο X
[Ε(Y |X = x) = α + βx]. Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και

σχολιάστε αν αυτή η υπόθεση ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων

του πίνακα.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας

παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Με ϐάση το δείγµα, µπορείτε να εκτιµήσετε το µέσο αριθµό ηµερών το χρόνο που η

ϑερµοκρασία πέφτει κάτω από 0oC σε υψόµετρο 1500m; Σε υψόµετρο 2200m;

9. Θέλουµε να διερευνήσουµε αν η µηνιαία κατανάλωση ηλεκτρικού ϱεύµατος (σε χιλιάδες

ΩΧΒ) σε µια χηµική ϐιοµηχανία εξαρτάται γραµµικά από την παραγωγή του προϊόντος

(σε τόνους). Οι µετρήσεις σε 9 µήνες δίνονται παρακάτω:

Προϊόν 98 104 105 106 107 109 110 115 120

Κατανάλωση 27 30 29 43 30 31 35 35 39

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι

η κατανάλωση ηλεκτρικού ϱεύµατος εξαρτάται γραµµικά από την παραγωγή του

προϊόντος, ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το δείγµα.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα 9α΄, υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Προβλέψτε την κατανάλωση ϱεύµατος για παραγωγή 110 τόνων και παραγωγή 150

τόνων του προϊόντος.

10. Στα πλαίσια µιας µελέτης για την ποιότητα ελασµάτων που χρησιµοποιούνται στην κατασκευή

πινάκων κυκλωµάτων µετρήθηκε σε 9 ελάσµατα το ποσό στρέβλωσης (σε mm) κάτω από

συγκεκριµένη ϑερµοκρασία περιβάλλοντος για το κάθε έλασµα. Οι µετρήσεις δίνονται

στον παρακάτω πίνακα:

Θερµοκρασία (σε oC) 15 20 23 28 30 30 32 36 40

Στρέβλωση (σε mm) 0.11 0.08 0.17 0.12 0.16 0.14 0.18 0.12 0.17
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(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι η

στρέβλωση ελάσµατος εξαρτάται γραµµικά από την ϑερµοκρασία ϕαίνεται σωστή µε

ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα 10α΄, υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς και προβ-

λέψτε τη στρέβλωση ελάσµατος για ϑερµοκρασία 30oC.

11. Σε ένα ϕορτηγό µηχανής diesel έγιναν µετρήσεις της εκποµπής νιτρικού οξέος και της υ-

γρασίας σε 10 διαφορετικές συνθήκες υγρασίας, και τα αποτελέσµατα δίνονται παρακάτω.

Υγρασία (σε %) 72 41 34 35 10 12 8 20 72 24

Νιτρικό οξύ (σε ppm) 0.90 0.91 0.96 0.89 1.00 1.10 1.15 1.03 0.77 1.07

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν ϕαίνεται να εξαρτάται,

και πως, η εκποµπή νιτρικού οξέος από την υγρασία.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και β της ευθεί-

ας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) για το πρόβληµα της

γραµµικής εξάρτησης της εκποµπής νιτρικού οξέος από την υγρασία. Σχηµατίστε

την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς.

12. ΄Ενας οδηγός ισχυρίζεται ότι η κατανάλωση καυσίµου του αυτοκινήτου του δεν εξαρτάται

από την ταχύτητα του αυτοκινήτου. Για να ελέγξει αυτήν την υπόθεση, οδήγησε το αυ-

τοκίνητο στον αυτοκινητόδροµο µε σταθερή ταχύτητα και για ταχύτητες από 80km/h µέ-

χρι 110km/h. Μέτρησε επίσης την κατανάλωση καυσίµου (σε km/l) σε κάθε περίπτωση

και τα αποτελέσµατα δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Ταχύτητα (km/h) 80 85 90 95 100 105 110

Κατανάλωση καυσίµου (km/l) 9.1 8.7 9.2 8.5 8.0 8.7 8.3

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση του

οδηγού ϕαίνεται σωστή και αν όχι, τότε σχολιάστε πως ϕαίνεται να εξαρτάται η

κατανάλωση καυσίµου από την ταχύτητα που τρέχει το αυτοκίνητο.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρ-

ων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων).

Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς.

(γ΄) Υποδείξτε αν µπορούµε να κάνουµε πρόβλεψη της κατανάλωσης καυσίµου για

ταχύτητα 130 km/h, και αν ναι υπολογίστε την πρόβλεψη της µέσης κατανάλω-

σης καυσίµου σε αυτή την περίπτωση.


