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Στο Μέρος Α ασχοληθήκαµε µε την τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X, µελετήσαµε τη συνάρτηση

πυκνότητας fX(x) και τη συνάρτηση κατανοµής FX(x) καθώς και κύριες παραµέτρους της

κατανοµής, όπως τη µέση (προσδοκώµενη) τιµή E(X) ≡ µ και τη διασπορά (διακύµανση)

Var(X) ≡ σ2. Η µελέτη µιας τ.µ. µε τη ϐοήθεια της πιθανοθεωρίας προϋποθέτει ότι γνωρίζουµε

(ή υποθέτουµε) την κατανοµή της τ.µ. και τις παραµέτρους της.

΄Οταν εξετάζουµε ένα τυχαίο ϕαινόµενο, π.χ. το όριο ηλεκτρικού ϱεύµατος που καίγεται

µια ασφάλεια συγκερκιµένου τύπου, δεν γνωρίζουµε από πριν ποιές τιµές ηλεκτρικού ϱεύ-

µατος είναι πιο πιθανές, δηλαδή την κατανοµή πιθανότητας του ορίου για την ασφάλεια. Για

να µελετήσουµε τέτοια προβλήµατα πρώτα συλλέγουµε δεδοµένα. Στατιστική (statistics) εί-

ναι η επιστήµη ή ’τέχνη’ του να µαθαίνουµε από τα δεδοµένα. Η στατιστική συνίσταται στη

συλλογή δεδοµένων, στην περιγραφή τους και κυρίως στην ανάλυση τους που οδηγεί και

στην απόκτηση συµπερασµάτων. Η συλλογή των δεδοµένων αναφέρεται κι ως δειγµατολ-

ηψία (sampling) κι αποτελεί ξεχωριστό πεδίο της στατιστικής που δεν ϑα µας απασχολήσει

εδώ. Η περιγραφή των δεδοµένων και η παρουσίαση συνοπτικών στοιχείων και γραφηµάτων

αναφέρεται ως περιγραφική στατιστική (descriptive statistics). Η ανάλυση στατιστικών δε-

δοµένων και η ερµηνεία των αποτελεσµάτων αναφέρεται ως στατιστική συµπερασµατολογία

(statistical inference) και αποτελεί την ϐάση της στατιστικής και γι αυτό συχνά αναφέρεται

απλά και ως στατιστική.

Στο Μέρος Β ϑα ασχοληθούµε µε κάποια κύρια ϑέµατα της στατιστικής. Στο Κεφάλαιο 1 ϑα

παρουσιάσουµε συνοπτικά κύριες τεχνικές της περιγραφικής στατιστικής. Στο Κεφάλαιο 2 ϑα

µελετήσουµε την εκτίµηση κυρίων παραµέτρων κατανοµής µιας τ.µ. ενός πληθυσµού και στο

Κεφάλαιο 3 ϑα µελετήσουµε τη συσχέτιση δύο τ.µ. καθώς και την εξάρτηση (παλινδρόµηση)

µιας τ.µ. από µια άλλη.

Παραθέτονται κάποιοι ϐασικοί ορισµοί για την στατιστική ανάλυση:

δεδοµένα (data): ένα σύνολο τιµών µιας τ.µ. που έχουµε στη διάθεση µας, π.χ. µετρήσεις της

τάσης διάσπασης κάποιου ηλεκτρικού κυκλώµατος (η τ.µ. εδώ είναι η τάση διάσπασης

του κυκλώµατος).

πληθυσµός (population): µια οµάδα ή µια κατηγορία στην οποία αναφέρεται η τ.µ., π.χ.

γενικά τα ηλεκτρικά κυκλώµατα ή κάποιος τύπος ηλεκτρικών κυκλωµάτων.

δείγµα (sample): ένα υποσύνολο του πληθυσµού που µελετάµε, π.χ. 25 κυκλώµατα που

χρησιµοποιήσαµε για να κάνουµε µετρήσεις της τάσης διάσπασης.

παράµετρος (parameter): ένα µέγεθος που συνοψίζει µε κάποιο τρόπο τις τιµές της τ.µ. στον

πληθυσµό, π.χ. η µέση τιµή τάσης διάσπασης κυκλώµατος.

στατιστική (statistic): ένα µέγεθος που συνοψίζει µε κάποιο τρόπο τις τιµές της τ.µ. στο

δείγµα, π.χ. ο µέσος όρος τάσης διάσπασης από τα 25 ηλεκτρικά κυκλώµατα που µετρή-

σαµε.

Οι παράµετροι πληθυσµού είναι σταθερές αλλά άγνωστες ενώ οι στατιστικές δείγµατος είναι

γνωστές αλλά µεταβλητές. Θα ασχοληθούµε µόνο µε τις πιο γνωστές από την πιθανοθεωρία

παραµέτρους κατανοµής µιας τ.µ., δηλαδή τη µέση τιµή µ, τη διασπορά σ2 και την αναλογία

p.



Κεφάλαιο 1

ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο ϑα δούµε πρώτα τρόπους να παρουσιάσουµε τα δεδοµένα µε στατισ-

τικούς πίνακες και διαγράµµατα και µετά να συνοψίσουµε τα δεδοµένα υπολογίζοντας συνοπ-

τικά µέτρα.

1.1 Περιγραφή Στατιστικών ∆εδοµένων

Οι στατιστικοί πίνακες και γραφικές παραστάσεις αποτελούν χρήσιµα µέσα για να παρουσιά-

σουµε τα δεδοµένα καθαρά, σύντοµα και µε σαφήνεια. Επίσης µπορούν να αποκαλύψουν

σηµαντικά χαρακτηριστικά των δεδοµένων, όπως το εύρος τους, τη συµµετρικότητα τους ή την

ύπαρξη ακραίων τιµών.

Πίνακας συχνοτήτων Τα δεδοµένα ενός δείγµατος για µια τ.µ. X που παίρνει τιµές σ΄ ένα

σχετικά µικρό σύνολο διακεκριµένων τιµών (κατηγορίες ή αριθµητικές τιµές) µπορούν εύκο-

λα να παρουσιαστούν σ΄ ένα πίνακα συχνοτήτων (frequency table). Ο πίνακας συχνοτήτων

παρουσιάζει για κάθε τιµή xi της X τη συχνότητα εµφάνισής της fi, δηλαδή πόσες ϕορές εµ-

ϕανίζεται η κάθε διακεκριµένη τιµή στο δείγµα. Εύκολα µπορούµε επίσης να υπολογίσουµε

και τη σχετική συχνότητα (relative frequency) εµφάνισης ή αλλιώς το ποσοστό (percent)

pi που ορίζεται από το λόγο της συχνότητας εµφάνισης fi µιας τιµής xi προς το σύνολο των

παρατηρήσεων n του δείγµατος

pi =
fi

n
. (1.1)

Ορίζεται επίσης η αθροιστική συχνότητα (cumulative frequency) Fi µιας τιµής xi ως το

άθροισµα των συχνοτήτων όλων των τιµών που είναι µικρότερες ή ίσες της xi,

Fi =

i
∑

j=1

fj όπου xj ≤ xi για j ≤ i.

Με τον ίδιο τρόπο ορίζεται και η αθροιστική σχετική συχνότητα Pi

Pi =
i
∑

j=1

pj όπου xj ≤ xi για j ≤ i.
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Ο πίνακας της σχετικής συχνότητας αντιστοιχεί στην εµπειρική ή δειγµατική συνάρτηση µάζας

πιθανότητας της διακριτής τ.µ. X, δηλαδή στην εκτίµηση της fX(x) ϐασισµένη στο δείγµα.

΄Οµοια ο πίνακας της αθροιστικής σχετικής συχνότητας µας δίνει µια εκτίµηση της αθροιστικής

συνάρτησης κατανοµής FX(x) από το δείγµα.

Ραβδόγραµµα Τα δεδοµένα του πίνακα συχνοτήτων εύκολα µπορούν να παρασταθούν γραφικά

σ΄ ένα ϱαβδόγραµµα (bar chart), όπου η κάθε ϱάβδος παρουσιάζει τη συχνότητα (ή τη σχετική

συχνότητα ή την αθροιστική συχνότητα, ή ακόµα την αθροιστική σχετική συχνότητα) για κάθε

τιµή xi. Το ϱαβδόγραµµα σχετικής συχνότητας είναι το γράφηµα της εµπειρικής ή δειγµατικής

συνάρτησης µάζας πιθανότητας (δηλαδή της εκτίµησης της fX(x) από το δείγµα). Αντίστοιχα

το ϱαβδόγραµµα της αθροιστικής σχετικής συχνότητας απεικονίζει τη δειγµατική αθροιστική

συνάρτηση κατανοµής. Η ίδια πληροφορία µπορεί να δοθεί και µε άλλου είδους γραφήµατα,

όπως µ΄ ένα κυκλικό διάγραµµα ή διάγραµµα πίτας (pie chart) όπου το κάθε κοµµάτι της

επιφάνειας του κύκλου (’πίτα’) παρουσιάζει τη συχνότητα της αντίστοιχης τιµής.

Παράδειγµα 1.1 Μια εταιρεία τροφοδοσίας ηλεκτρικών προϊόντων πουλάει ένα προϊόν στους

πελάτες της σε παρτίδες των 5 λίτρων. Η εταιρεία ϑέλει να µελετήσει την ποσότητα του προϊόντος

σε κάθε παραγγελία. Από τα αρχεία της εταιρείας ϐρέθηκαν 120 πρόσφατες παραγγελίες αυτού

του χηµικού προϊόντος και ο αριθµός των παρτίδων σε κάθε παραγγελία δίνεται στον Πίνακα 1.1.

1 4 2 2 2 3 4 3 1 1 3 3

1 2 1 2 1 1 2 3 3 5 1 2

2 3 2 1 1 4 3 4 1 1 6 2

1 3 2 1 2 2 3 2 4 3 3 5

1 3 5 3 1 2 2 3 1 2 6 4

1 2 5 4 3 1 2 4 2 1 3 4

2 2 2 3 2 1 3 3 4 2 1 5

2 2 3 3 2 4 6 3 2 3 1 3

2 1 5 1 1 4 4 2 5 4 2 2

4 2 1 2 2 2 3 2 3 2 1 4

Πίνακας 1.1: Αριθµός παρτίδων σε δείγµα 120 παραγγελιών ενός προϊόντος.

Η τ.µ. X είναι ο αριθµός των παρτίδων του προϊόντος ανά παραγγελία. Τα δεδοµένα του

Πίνακα 1.1 είναι διακριτά αριθµητικά (ως αριθµοί από το 1 ως το ανώτατο αριθµό παρτίδων). Με

κατάλληλη επεξεργασία ϑα µπορούσαµε να οργανώσουµε τα δεδοµένα σε διατακτικά κατηγορικά,

δηλαδή ως κατηγορίες µεγέθους παραγγελίας µε ϐάση τον αριθµό των παρτίδων, µικρού µεγέθους

για 1 ή 2 παρτίδες, µεσαίου µεγέθους για 3 ή 4 παρτίδες και µεγάλου µεγέθους για περισσότερες

από 4 παρτίδες.

Με ϐάση τον Πίνακα 1.1 δεν είναι εύκολο να µελετήσουµε την συχνότητα εµφάνισης των δι-

αφόρων αριθµών παρτίδων. Ποιος αριθµός παρτίδων εµφανίζεται συχνότερα ; Είναι περισσότερες

παραγγελίες των 2 παρτίδων ή των 3 παρτίδων ; Για να απαντήσουµε σε τέτοια ερωτήµατα µ-

πορούµε να µετρήσουµε πόσες ϕορές εµφανίζεται ο κάθε αριθµός παρτίδων και να ϕτιάξουµε έτσι

τον πίνακα συχνοτήτων. Αυτούς τους απλούς υπολογισµούς µπορούµε εύκολα να τους κάνουµε
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xi fi pi Fi Pi

1 28 0.23 28 0.23

2 39 0.33 67 0.56

3 27 0.23 94 0.78

4 16 0.13 110 0.92

5 7 0.06 117 0.97

6 3 0.03 120 1.00

΄Αθροισµα 120 1.00

Πίνακας 1.2: Πίνακας συχνοτήτων για τον αριθµό παρτίδων σε 120 παραγγελίες του Πίνακα1.1

που περιλαµβάνει τη συχνότητα fi, τη σχετική συχνότητα pi, τη αθροιστική συχνότητα Fi και

τη σχετική αθροιστική συχνότητα Pi).

µόνοι µας αλλά όταν το δείγµα είναι µεγάλο ϑα χρειαστεί να χρησιµοποιήσουµε κάποιο υπολο-

γιστικό πρόγραµµα (όπως το στατιστικό πακέτο SPSS).

Ο Πίνακας 1.2 παρουσιάζει τις τιµές της X (αριθµός παρτίδων xi για i = 1, . . . , 6) στην πρώτη

στήλη, τη συχνότητα fi της κάθε τιµής xi στη δεύτερη στήλη, τη σχετική συχνότητα (ποσοστό) pi

στην τρίτη στήλη, την αθροιστική συχνότητα Fi στην τέταρτη στήλη και τη σχετική αθροιστική

συχνότητα Pi στην πέµπτη στήλη.

Στο Σχήµα 1.1 παρουσιάζεται το ϱαβδόγραµµα που προκύπτει από τις συχνότητες εµφάνισης

του κάθε αριθµού παρτίδων. Από τον πίνακα συχνοτήτων και το ϱαβδόγραµµα είναι ϕανερό πως
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Σχήµα 1.1: Ραβδόγραµµα του αριθµού παρτίδων σε 120 παραγγελίες του Πίνακα 1.1.

οι περισσότερες παραγγελίες στο δείγµα µας είναι 2 παρτίδων, λιγότερες είναι 1 παρτίδας ή 3

παρτίδων και η συχνότητα ϕθείνει καθώς αυξάνει ο αριθµός παρτίδων, δηλαδή για παραγγελίες

4, 5 και 6 παρτίδων.

Οµαδοποίηση ΄Οταν τα δεδοµένα είναι αριθµητικά και είτε ο αριθµός των διακεκριµένων

τιµών που παίρνει η τ.µ. X είναι µεγάλος, ή η X είναι συνεχής (δηλαδή παίρνει τιµές σ΄ ένα
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διάστηµα τιµών), είναι προφανές ότι οι πίνακες και τα γραφήµατα συχνοτήτων των τιµών δεν

προσφέρονται για την απεικόνιση των δεδοµένων. Σε τέτοιες περιπτώσεις πρώτα χωρίζουµε τα

δεδοµένα σε k οµάδες (groups), ή κλάσεις διαστηµάτων, και µετά παρουσιάζουµε σε πίνακα

ή σε γράφηµα τη συχνότητα της κάθε οµάδας, δηλαδή τον αριθµό των παρατηρήσεων που

ανήκουν σε κάθε οµάδα.

Το εύρος τιµών ri της κάθε i οµάδας είναι συνήθως το ίδιο (ri = r). ∆εν υπάρχει συγ-

κεκριµένος τρόπος να το καθορίσουµε και το διαλέγουµε ανάλογα µε την κλίµακα τιµών για

την οποία µας ενδιαφέρει να δούµε διαφορές. Γενικά ϕροντίζουµε να είναι τέτοιο ώστε να

µην προκύπτουν πολλές οµάδες µε αποτέλεσµα να έχουµε µικρές συχνότητες γιατί τότε δε

µπορούµε να διακρίνουµε κάποιο σχηµατισµό στα δεδοµένα. Από την άλλη δε ϑα πρέπει οι

οµάδες να είναι πολύ λίγες γιατί τότε δε ϑα µπορούµε να διακρίνουµε διαφορές παρά µόνο για

µεγάλες κλίµακες τιµών.

Για το χωρισµό των δεδοµένων σε οµάδες ϐρίσκουµε πρώτα τη µικρότερη (ελάχιστη) τιµή

xmin και µεγαλύτερη (µέγιστη) τιµή xmax και υπολογίζουµε το εύρος των δεδοµένων

R = xmax − xmin.

∆ιαιρώντας το R µε τον αριθµό των οµάδων k που επιλέγουµε έχουµε το εύρος τιµών r της

κάθε οµάδας το οποίο συνήθως στρογγυλοποιούµε για να έχουµε εύχρηστα νούµερα. Η πρώτη

οµάδα έχει σαν κάτω άκρο του διαστήµατος κάποιον κατάλληλα στρογγυλοποιηµένο αριθµό

µικρότερου ή ίσου του xmin, τα διαστήµατα των οµάδων είναι ισοµήκη και το διάστηµα της

τελευταίας οµάδας περιλαµβάνει το xmax. Για τα διαστήµατα διαλέγουµε συµβατικά να είναι

κλειστά από αριστερά (να περιέχουν την ακραία µικρότερη τιµή) κι ανοιχτά από δεξιά (να µην

περιέχουν την ακραία µεγαλύτερη τιµή).

Ιστόγραµµα ΄Εχοντας οµαδοποιήσει τα αριθµητικά δεδοµένα µπορούµε να κάνουµε τον πί-

νακα και τα γραφήµατα συχνοτήτων όπως και πριν. Ειδικότερα για το ϱαβδόγραµµα για την

κάθε ϱάβδο παίρνουµε το κέντρο του διαστήµατος που αντιστοιχεί σε κάθε οµάδα. Επίσης

δεν υπάρχει κενό διάστηµα µεταξύ των ϱάβδων και το γράφηµα αυτό λέγεται ιστόγραµµα

(histogram). Στον κάθετο άξονα του ιστογράµµατος µπορεί να είναι η συχνότητα fi, η σχετική

συχνότητα (ποσοστό) pi, η αθροιστική συχνότητα Fi, ή ακόµα η σχετική αθροιστική συχνότητα

Pi για την κάθε i οµάδα. Σε πλήρη αντιστοιχία µε το ϱαβδόγραµµα σχετικής συχνότητας το

ιστόγραµµα σχετικής συχνότητας (ή απλά το ιστόγραµµα συχνότητας) δίνει µια εκτίµηση του

γραφήµατος της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας fX(x) της συνεχούς τ.µ. X, ϐασισµένη

στο δείγµα και στην επιλεγµένη οµαδοποίηση των παρατηρήσεων.

Το ιστόγραµµα είναι χρήσιµο για να κρίνουµε αν µπορούµε να δεχθούµε ότι η τ.µ. X,

όπως την παρατηρήσαµε από το δείγµα, ακολουθεί κάποια γνωστή κατανοµή. Εδώ κυρίως

ενδιαφερόµαστε για την κανονική κατανοµή γιατί τότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια

ολόκληρη µεθοδολογία εκτιµητικής που ϐασίζεται στην κανονική κατανοµή της X. Για µικρά

δείγµατα (µε λιγότερες από 30 παρατηρήσεις) δεν περιµένουµε το ιστόγραµµα να δίνει το σχήµα

καµπάνας της κανονικής κατανοµής (ακόµα και για δεδοµένα που προέρχονται από κανονική

κατανοµή είναι δυνατόν να παρατηρήσουµε σηµαντικές αποκλίσεις). Συνήθως δεχόµαστε ότι η

τ.µ. X ακολουθεί κανονική κατανοµή όταν το ιστόγραµµα ϕαίνεται να διατηρεί κάποια σχετική

συµµετρία µε τις υψηλότερες συχνότητες να παρουσιάζονται στα κεντρικά διαστήµατα τιµών.

Υπάρχουν κι άλλα γραφήµατα που απεικονίζουν την εµπειρική κατανοµή της τ.µ. X µε

διαφορετικό τρόπο. Αναφέρουµε ενδεικτικά χωρίς να τα περιγράψουµε το ϕυλλογράφηµα
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(stem and leaf plot) και το σηµειογράφηµα (dotplot).

Παράδειγµα 1.2 Στον Πίνακα 1.3 δίνονται οι χρόνοι ‘ζωής ’ 25 µπαταριών αυτοκινήτου µιας

εταιρίας Α (σε έτη µε το τους µήνες τροποποιηµένους σε δεκαδικά της µονάδας του έτους) που

διαλέχτηκαν τυχαία (και αντίστοιχα για 20 µπαταρίες αυτοκινήτων από µια άλλη εταιρία Β που

ϑα µελετήσουµε αργότερα).

Α/Α εταιρία Α εταιρία Β

1 5.3 5.0

2 4.5 4.2

3 5.7 5.4

4 5.8 5.5

5 4.8 4.6

6 6.4 6.1

7 6.4 6.1

8 5.6 5.3

9 5.8 5.5

10 5.7 5.4

11 5.5 5.2

12 6.1 5.8

13 5.2 4.9

14 7.0 6.7

15 5.5 5.2

16 5.7 5.4

17 6.3 6.0

18 5.6 5.3

19 5.5 5.2

20 5.0 4.8

21 5.8

22 4.7

23 6.1

24 6.7

25 5.1

Σύνολο 141.8 107.6

Πίνακας 1.3: ∆εδοµένα χρόνου ‘ζωής’ µπαταριών αυτοκινήτου δύο εταιριών Α και Β.

Ονοµάζουµε X την τυχαία µεταβλητή του χρόνου Ϲωής της µπαταρίας από την εταιρία Α. Ο

µικρότερος χρόνος Ϲωής είναι xmin = 4.5, ο µεγαλύτερος χρόνος Ϲωής είναι xmax = 7.0 και το

εύρος των δεδοµένων του δείγµατος είναι

R = xmax − xmin = 7.0 − 4.5 = 2.5.

∆ιαλέγουµε να χωρίσουµε τα δεδοµένα σε 10 οµάδες (k = 10) κι άρα η κάθε οµάδα καλύπτει

εύρος τιµών

r =
R

k
=

2.5

10
= 0.25,
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αρχίζοντας από την τιµή 4.5. Στη συνέχεια µπορούµε να υπολογίσουµε τον πίνακα συχνοτήτων

µετρώντας τον αριθµό των δεδοµένων σε κάθε οµάδα.

Στον Πίνακα 1.4 δίνεται ο πίνακας συχνοτήτων, που περιλαµβάνει τη συχνότητα, τη σχετική

συχνότητα, την αθροιστική συχνότητα και την σχετική αθροιστική συχνότητα. Παρατηρούµε ότι οι

∆ιάστηµα τιµών fi pi Fi Pi

4.50 – 4.75 2 0.08 2 0.08

4.75 – 5.00 2 0.08 4 0.16

5.00 – 5.25 2 0.08 6 0.24

5.25 – 5.50 4 0.16 10 0.40

5.50 – 5.75 5 0.20 15 0.60

5.75 – 6.00 3 0.12 18 0.72

6.00 – 6.25 2 0.08 20 0.80

6.25 – 6.50 3 0.12 23 0.92

6.50 – 6.75 1 0.04 24 0.96

6.75 – 7.00 1 0.04 25 1.00

΄Αθροισµα 25 1.00

Πίνακας 1.4: Πίνακας συχνοτήτων για τα δεδοµένα του χρόνου Ϲωής µπαταρίας της εταιρίας Α

που περιλαµβάνει τη συχνότητα fi, τη σχετική συχνότητα pi, την αθροιστική συχνότητα Fi και

τη σχετική αθροιστική συχνότητα Pi).

χρόνοι Ϲωής µπαταρίας στο δείγµα των 25 µπαταρίων συγκεντρώνονται σε ένα κεντρικό διάστηµα

τιµών (περίπου οι µισές παρατηρήσεις εµφανίζονται στις τρεις οµάδες που καλύπτουν το διάστηµα

[5.25, 6.0]).
Μπορούµε να σχηµατίσουµε καλύτερη εντύπωση για την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής

X της Ϲωής της µπαταρίας από το ιστόγραµµα συχνοτήτων, που παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.2.

Πράγµατι από το ιστόγραµµα ϕαίνεται ότι οι παρατηρήσεις συγκεντρώνονται σ΄ ένα κεντρικό

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7
0

1

2

3

4

5

6
Iστoγραµµα ζωης µπαταριας  εταιριας  A

ευρoς

σ
υχ

νo
τη

τα

Σχήµα 1.2: Ιστόγραµµα των δεδοµένων χρόνου Ϲωής µπαταριών της εταιρίας Α του Πίνακα1.3.

διάστηµα τιµών κι απλώνονται µε κάποια συµµετρία γύρω από αυτό. Η εικόνα που δίνει το
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ιστόγραµµα είναι συνεπής µε την γραφική παράσταση κανονικής κατανοµής (σχήµα καµπάνας

) και µας επιτρέπει να δεχτούµε ότι η κατανοµή του χρόνου Ϲωής µπαταρίας από την εταιρία Α

είναι κανονική.

1.2 Περιγραφικά Μέτρα Στατιστικών ∆εδοµένων

Ο πίνακας συχνοτήτων και το ϱαβδόγραµµα ή ιστόγραµµα δίνουν µια συνοπτική παρουσί-

αση των δεδοµένων και µας επιτρέπουν να µελετήσουµε ποιοτικά την κατανοµή της τυχαίας

µεταβλητής που παρατηρήσαµε. Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε ποσοτικά µεγέθη που περιγράφουν

περιληπτικά τα ϐασικά χαρακτηριστικά της κατανοµής της τ.µ. X και λέγονται συνοπτικά ή

περιγραφικά µέτρα (summarizing or descriptive statistics). Κάθε τέτοιο µέτρο υπολογίζε-

ται από τις παρατηρήσεις του δείγµατος κι όπως ϑα δούµε στα επόµενα κεφάλαια αποτελεί

εκτίµηση κάποιας παραµέτρου της κατανοµής της τ.µ. που µελετάµε.

Θα ασχοληθούµε µε δύο τύπους περιγραφικών µέτρων :

• τα µέτρα ϑέσης (measures of location) που προσδιορίζουν χαρακτηριστικές ϑέσεις µέσα

στο εύρος των δεδοµένων και

• τα µέτρα µεταβλητότητας (variability measures) που δίνουν περιληπτικά τη διασκόρ-

πιση και µεταβλητότητα των δεδοµένων.

1.2.1 Μέτρα ϑέσης

Ως µέτρα ϑέσης εννοούµε κυρίως τα µέτρα κεντρικής τάσης που προσδιορίζουν ένα κεντρικό

σηµείο γύρω από το οποίο τείνουν να συγκεντρώνονται τα δεδοµένα. Τα κυριότερα µέτρα

κεντρικής τάσης είναι :

• η δειγµατική µέση τιµή (sample mean value) ή αριθµητικός µέσος (arithmetic mean),

ή µέσος όρος (average),

• η δειγµατική διάµεσος (sample median),

• η δειγµατική επικρατούσα τιµή (sample mode).

Μέση τιµή Η δειγµατική µέση τιµή είναι το πιο γνωστό και χρήσιµο µέτρο του κέντρου των

δεδοµένων. ΄Εστω x1, x2, . . . , xn, οι τιµές των παρατηρήσεων του δείγµατος για µια τ.µ. X που

µελετάµε. Η δειγµατική µέση τιµή συµβολίζεται x̄ κι ορίζεται ως

x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
=

1

n

n
∑

i=1

xi. (1.2)

Η µέση τιµή είναι το ’κέντρο ισορροπίας’ των δεδοµένων. Για να καταλάβουµε τη ϕυσική

της σηµασία ας ϕανταστούµε µία αβαρή σανίδα πάνω στην οποία σκορπίζουµε ένα αριθµό n
ίδιων ϐαριδιών. Το σηµείο στήριξης της σανίδας (ώστε να ισορροπεί σε οριζόντια ϑέση) είναι η

µέση τιµή της ϑέσης των ϐαριδίων πάνω στη σανίδα, όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 1.3.
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Σχήµα 1.3: Σχηµατική παρουσίαση της µέσης τιµής.

∆ιάµεσος Η δειγµατική διάµεσος είναι ένα άλλο µέτρο του κέντρου των δεδοµένων και ορίζε-

ται ως η κεντρική τιµή όταν διατάξουµε τα δεδοµένα σε αύξουσα σειρά. Θα τη συµβολίζουµε

ως x̃. Αν ο αριθµός n των δεδοµένων είναι περιττός τότε η διάµεσος είναι η τιµή στη ϑέση

(n + 1)/2, ενώ αν το n είναι άρτιος τότε είναι το ηµιάθροισµα των τιµών στις ϑέσεις n/2 και

n/2 + 1, δηλαδή

x̃ =

{

x(n+1)/2 n = 2k + 1
xn/2 + xn/2+1

2
n = 2k.

(1.3)

Για παράδειγµα σε δείγµα τριών τιµών η διάµεσος είναι η δεύτερη µικρότερη τιµή και σε

δείγµα τεσσάρων τιµών η διάµεσος είναι ο µέσος όρος της δεύτερης και τρίτης µικρότερης

τιµής.

Επικρατούσα τιµή Η δειγµατική επικρατούσα τιµή χρησιµοποιείται επίσης για να δηλώσει

την κεντρική τάση των δεδοµένων κι ορίζεται ως η τιµή που εµφανίζεται µε τη µεγαλύτερη

συχνότητα. Αν υπάρχουν πάνω από µία τέτοιες τιµές, τότε όλες αυτές ϑεωρούνται επικρατούσες

τιµές. Είναι ϕανερό πως η επικρατούσα τιµή δεν έχει νόηµα όταν το δείγµα δεν αποτελείται

από διακεκριµένες επαναλαµβονόµενες τιµές.

Η δειγµατική µέση τιµή είναι το πιο σηµαντικό από τα τρία µέτρα κεντρικής τάσης και ϑα

µας απασχολήσει ιδιαίτερα καθώς ϑα τη χρησιµοποιήσουµε στη στατιστική συµπερασµατολογί-

α (στα επόµενα κεφάλαια) για να ϐγάλουµε συµπεράσµατα για τη µέση τιµή µ του πληθυσµού.

Για τον υπολογισµό της µέσης τιµής χρησιµοποιούνται όλες οι τιµές του δείγµατος, ενώ γι-

α τη διάµεσο µόνο η τάξη τους. Γι αυτό και η µέση τιµή επηρεάζεται από µακρινές τιµές

αλλά η διάµεσος όχι. ΄Οταν η κατανοµή των αριθµητικών δεδοµένων είναι µονοκόρυφη και

συµµετρική, τότε και τα τρία µέτρα κεντρικής τάσης συµπίπτουν.

Η ύπαρξη µακρινών παρατηρήσεων στο δείγµα δυσκολεύει τη στατιστική περιγραφή κι

ανάλυση. Γι αυτό πριν προχωρήσουµε ϑα πρέπει να αποφασίσουµε αν ϑα συµπεριλάβουµε

τη µακρινή παρατήρηση (αν πιστεύουµε ότι είναι σωστή) ή αν ϑα την αγνοήσουµε (αν έχουµε

λόγους να πιστεύουµε ότι δεν είναι ακριβής).

1.2.2 Μέτρα µεταβλητότητας

Εκτός από την κεντρική τάση µας ενδιαφέρει επίσης και η µεταβλητότητα ή διασπορά των

παρατηρήσεων. ΄Οταν τα δεδοµένα είναι συγκεντρωµένα γύρω από µια κεντρική τιµή, δηλαδή

η διασπορά των δεδοµένων είναι µικρή, τότε η κεντρική τιµή αντιπροσωπεύει ικανοποιητικά

τα δεδοµένα. Από την άλλη, όταν τα δεδοµένα είναι πολύ σκορπισµένα τα µέτρα κεντρικής
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τιµής δε δίνουν καλή περιληπτική περιγραφή των δεδοµένων. Επίσης, διαφορετικά δείγµατα

από τον ίδιο πληθυσµό µπορεί να έχουν το ίδιο µέτρο κεντρικής τάσης αλλά να διαφέρουν

κατά κάποιο σηµαντικό τρόπο ως προς τη διασπορά των παρατηρήσεων. Χρησιµοποιώντας το

παράδειγµα µε τα ϐαρίδια και τη σανίδα ϐλέπουµε στο Σχήµα 1.4 πώς δύο δείγµατα που έχουν

την ίδια µέση τιµή µπορεί να διαφέρουν σηµαντικά και κατά χαρακτηριστικό τρόπο ως προς

τη διασπορά τους.

��������������������������������������������������������������������������������������
0 10 20 40 50 6030
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Σχήµα 1.4: Σχηµατική παρουσίαση δύο δειγµάτων ίσου πλήθους µε ίδια µέση τιµή και δι-

αφορετική µεταβλητότητα.

Τα κυριότερα µέτρα διασποράς είναι :

• το δειγµατικό εύρος (sample range) R,

• η δειγµατική διακύµανση ή δειγµατική διασπορά (sample variance) s2 και η δειγµατική

τυπική απόκλιση (standard deviation) s.

• τα εκατοστιαία σηµεία (percentiles) και το ενδοτεταρτοµοριακό εύρος (interquartile

range).

Εύρος ΄Οπως αναφέρθηκε παραπάνω το εύρος των δεδοµένων R = xmax−xmin είναι η διαφορά

της ελάχιστης από τη µέγιστη τιµή του δείγµατος. Το εύρος υπολογίζεται εύκολα αλλά δεν είναι

ανθεκτικό µέτρο µεταβλητότητας. Εξαρτάται µόνο από τις δύο ακραίες παρατηρήσεις xmin και

xmax και αγνοεί τις υπόλοιπες παρατηρήσεις. Γι αυτό µπορεί να αλλάζει σηµαντικά από δείγµα

σε δείγµα (ίδιου πλήθους κι από τον ίδιο πληθυσµό). Γενικά το εύρος αυξάνει όταν µεγαλώνει

το δείγµα καθώς αναµένεται να συµπεριληφθούν πιο ακραίες τιµές.

∆ιασπορά Η διασπορά ή διακύµανση µετράει τη µεταβλητότητα των παρατηρήσεων γύρω από

τη µέση τιµή. Αν ορίσουµε την απόκλιση µιας παρατήρησης xi από τη µέση τιµή ως xi − x̄,

είναι ϕανερό πως το άθροισµα όλων αυτών των αποκλίσεων είναι 0 γιατί χρησιµοποιώντας τον

ορισµό της δειγµατικής µέσης τιµής (1.2) έχουµε

n
∑

i=1

(xi − x̄) =

n
∑

i=1

xi −
n
∑

i=1

x̄ = nx̄ − nx̄ = 0.

Η δειγµατική µέση τιµή x̄ έχει οριστεί έτσι ώστε οι ϑετικές αποκλίσεις για τιµές µεγαλύτερες

του x̄ να είναι αθροιστικά ίδιες µε τις αρνητικές αποκλίσεις για τιµές µικρότερες του x̄. Για να

µετρήσουµε λοιπόν τη µεταβλητότητα των παρατηρήσεων γύρω από τη µέση τιµή διαλέγουµε

να αθροίσουµε όχι τις ίδιες τις αποκλίσεις αλλά τα τετράγωνα των αποκλίσεων. Επίσης για να



12 ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

πάρουµε ένα µέτρο της µέσης απόκλισης που δεν εξαρτάται από το πλήθος των παρατηρήσεων

ϑα πρέπει να διαιρέσουµε µε το πλήθος n των παρατηρήσεων. ΄Οµως για τεχνικούς λόγους που

ϑα εξηγήσουµε παρακάτω διαιρούµε µε n− 1 αντί για n και η δειγµατική διασπορά s2 ορίζεται

ως

s2 =
1

n − 1

n
∑

i=1

(xi − x̄)2. (1.4)

Αναπτύσσοντας τα τετράγωνα της (1.4) έχουµε τον ισοδύναµο τύπο

s2 =
1

n − 1

(

n
∑

i=1

x2
i − nx̄2

)

, (1.5)

που είναι πιό εύχρηστος και χρησιµοποιείται στους υπολογισµούς.

Η διασπορά s2 προκύπτει από τα τετράγωνα των παρατηρήσεων και συχνά είναι δύσκολο

να την ερµηνεύσουµε ως πραγµατικό ϕυσικό µέγεθος. Γι αυτό ορίζουµε τη δειγµατική τυπική

απόκλιση s, που είναι απλά η ϑετική ϱίζα της δειγµατικής διασποράς s2. Η τυπική απόκλιση

s µετριέται µε τη µονάδα µέτρησης της τ.µ. X κι εκφράζει (όπως δηλώνει η ονοµασία της) την

τυπική απόκλιση των δεδοµένων από τη δειγµατική µέση τιµή, δηλαδή µέχρι πόσο περίπου

περιµένουµε µια τυπική τιµή της X να απέχει από τη µέση τιµή.

Σηµείωση : Χρήση του n − 1 αντί του n

΄Οπως η δειγµατική µέση τιµή εκτιµά τη µέση τιµή του πληθυσµού µ, έτσι και η δειγµατική διασπορά

s2 εκτιµά τη διασπορά του πληθυσµού σ2. Αν γνωρίζαµε τη µ τότε ϑα τη χρησιµοποιούσαµε στον τύπο

για τον υπολογισµό του s2, αλλά συνήθως η µ είναι άγνωστη. Οι παρατηρήσεις xi, τείνουν να είναι

πιο κοντά στη x̄ παρά στη µ κι άρα οι υπολογισµοί µε ϐάση τις αποκλίσεις xi − x̄ δίνουν µικρότερες

τιµές απ΄ ότι αν χρησιµοποιούσαµε τις αποκλίσεις xi − µ. Για να αντισταθµίσουµε αυτήν την τάση για

υποεκτίµηση της διασποράς του πληθυσµού σ2 διαιρούµε µε n − 1 αντί µε n.

Μία άλλη πιο τεχνική εξήγηση ϐασίζεται στους ϐαθµούς ελευθερίας (degrees of freedom). Οι n ’ελεύ-

ϑερες’ παρατηρήσεις αποτελούν τους n ϐαθµούς ελευθερίας. Για τον υπολογισµό της x̄ σχηµατίζουµε το

µέσο όρο διαιρώντας το άθροισµα των παρατηρήσεων µε τους ϐαθµούς ελευθερίας n αφού δεν έχουµε

καµιά συνθήκη για τις n παρατηρήσεις που χρησιµοποιούµε. Για τον υπολογισµό της s2 όµως έχουµε

της συνθήκη
∑n

i=1(xi− x̄) = 0, δηλαδή αν ξέρουµε n−1 από τις αποκλίσεις µπορούµε να ϐρούµε αυτήν

που αποµένει. ΄Αρα για τον υπολογισµό της s2 οι ϐαθµοί ελευθερίας είναι n − 1 και γι αυτό διαιρούµε

µε n − 1.

Εκατοστιαία σηµεία – ενδοτεταρτοµοριακό εύρος – ϑηκόγραµµα Η διάµεσος χωρίζει

τα δεδοµένα στα δύο. Μπορούµε να ορίσουµε άλλα σηµεία χωρισµού του διατεταγµένου

συνόλου τιµών που παίρνουµε από το δείγµα. Τέτοια σηµεία είναι τα εκατοστιαία σηµεία.

Μια παρατήρηση καλείται το p-εκατοστιαίο σηµείο (p–percentile) όταν ποσοστό παρατηρή-

σεων το πολύ p% είναι µικρότερες απ΄ αυτήν την παρατήρηση (0 ≤ p < 1). Η διάµεσος είναι

το 50-εκατοστιαίο σηµείο. Αλλά χαρακτηριστικά εκατοστιαία σηµεία είναι αυτά που ορίζουν

τέταρτα ή τεταρτοµόρια (quartiles). Το 25-εκατοστιαίο σηµείο είναι το πρώτο ή κατώτερο

τεταρτοµόριο (first or lower quartile) και το συµβολίζουµε Q1, ενώ το 75-εκατοστιαίο σηµείο

είναι το τρίτο ή ανώτερο τεταρτοµόριο (third or upper quartile) και το συµβολίζουµε Q3.

Το πρώτο και τρίτο τεταρτοµόριο ορίζονται όπως η διάµεσος αλλά περιορίζοντας το σύνολο των

δεδοµένων στα αντίστοιχα υποσύνολα (κατώτερο ή ανώτερο µισό). Ειδικότερα, έχοντας πρώτα

διατάξει τις παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά, αν το σύνολο των παρατηρήσεων n είναι άρτιος
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αριθµός τότε το κατώτερο υποσύνολο περιέχει τις παρατηρήσεις από 1 ως n/2 και το ανώτερο

από n/2+1 ως n, ενώ αν το n είναι περιττός το κατώτερο υποσύνολο περιέχει τις παρατηρήσεις

από 1 ως (n + 1)/2 και το ανώτερο από (n + 1)/2 ως n (δες Σχήµα 1.5).

x1 xn
x(n+1)/2

x1
xn/2 xn/2+1 xn

n1

n=2k+1

(n+1)/2

n1 n/2 n/2+1

n=2k

Σχήµα 1.5: Σχηµατική παρουσίαση των δύο υποσυνόλων του δείγµατος που σχηµατίζονται για

άρτιο και περιττό πλήθος παρατηρήσεων. Το πρώτο και τρίτο τεταρτοµόριο υπολογίζονται ως οι

διάµεσοι του πρώτου και δεύτερου υποσυνόλου αντίστοιχα.

Η διαφορά I = Q3 − Q1 λέγεται ενδοτεταρτοµοριακό εύρος (interquartile range) και

δίνει το εύρος που καλύπτουν τα µισά από τα δεδοµένα που είναι πιο κοντά στην κεντρική τιµή

(διάµεσο). Το I είναι ένα άλλο µέτρο διασποράς των δεδοµένων (πιο ανθεκτικό από το εύρος R)

που δεν ορίζεται ως προς τη δειγµατική µέση τιµή κι άρα δεν επηρεάζεται απ΄ αυτήν.

Η διάµεσος x̃, το πρώτο και τρίτο τεταρτοµόριο Q1 και Q3 αντίστοιχα, καθώς και η ελάχιστη

και µέγιστη τιµή των δεδοµένων xmin και xmax, αποτελούν τη σύνοψη των 5 αριθµών (five

number summary). Γραφικά η παρουσίαση της σύνοψης των 5 αριθµών γίνεται µε το ϑηκό-

γραµµα (box plot) σε οριζόντια ή κάθετη ϑέση όπως δείχνει το Σχήµα 1.6.

xmin Q1 Q3 xmax
~x

0 2010 30 40

Σχήµα 1.6: Σχηµατική παρουσίαση οριζόντιου ϑηκογράµµατος.

Σηµείωση : Θηκόγραµµα στον υπολογιστή

Το ϑηκόγραµµα που παράγει κάποιο στατιστικό πρόγραµµα, όπως το SPSS, µπορεί να διακόπτει

τις γραµµές που ενώνουν τα άκρα του κουτιού µε την ελάχιστη και µέγιστη τιµή (που λέγονται µύστακες

(whiskers)) σε κάποια άλλα σηµεία και να παρουσιάζει µε ειδικά σύµβολα τις υπόλοιπες µακρινές τιµές.

Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιείται κάποιο κριτήριο για να χαρακτηριστεί µια µακρινή τιµή xi σαν

ύποπτη ακραία τιµή (outlier), ή ακραία τιµή (extreme). Το κριτήριο είναι η απόσταση της τιµής από τα
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άκρα του κουτιού (δηλαδή από το Q1 ή Q3). Τυπικά αν η απόσταση αυτή είναι µεγαλύτερη από 1.5I

(όπου τελειώνει ο µύστακας) τότε η τιµή χαρακτηρίζεται ύποπτη ακραία, ενώ αν είναι µεγαλύτερη από

3I χαρακτηρίζεται ακραία.

Θηκόγραµµα και κανονική κατανοµή Το ϑηκόγραµµα, όπως και το ιστόγραµµα, µας

επιτρέπει να κρίνουµε αν µπορούµε να δεχτούµε ότι η κατανοµή της συνεχούς τυχαίας µεταβλ-

ητής που παρατηρήσαµε είναι κανονική. Για να κάνουµε αυτήν την παραδοχή ϑα πρέπει :

• η διάµεσος να µην αποκλίνει σηµαντικά προς το πρώτο ή το τρίτο τεταρτοµόριο, δηλαδή

η γραµµή που αντιστοιχεί στη διάµεσο να µην πλησιάζει σε κάποιο από τα δύο άκρα του

κουτιού (γιατί αλλιώς αυτό ϑα σήµαινε πως η κατανοµή δεν είναι συµµετρική και δείχνει

λοξότητα),

• το εύρος των τιµών στα δύο ακραία τεταρτοµόρια να µη διαφέρει σηµαντικά, δηλαδή τα

µήκη των δύο µυστάκων να είναι συγκρίσιµα (για τη διατήρηση της συµµετρίας).

• να µην υπάρχουν ακραίες τιµές, δηλαδή να µην υπάρχουν σηµεία µακριά από τους δύο

µύστακες (η ύπαρξη ακραίων σηµείων δηλώνει πως οι ουρές της κατανοµής είναι ‘παχιές

’ που δε συµφωνεί µε την κανονική κατανοµή).

Είναι σηµαντικό να αναλογιστούµε ότι µε λίγα δεδοµένα δεν είναι δυνατόν να τηρούνται

αυστηρά οι παραπάνω προϋποθέσεις για το ϑηκόγραµµα ακόµα κι αν τα δεδοµένα προέρχον-

ται πράγµατι από κανονική κατανοµή. Αν όµως το ϑηκόγραµµα (όπως και το ιστόγραµµα, ή

οποιοδήποτε άλλο γράφηµα της κατανοµής των δεδοµένων) δίνει ενδείξεις σηµαντικής απόκ-

λισης από συµµετρική κατανοµή τότε δεν ϑα πρέπει να ϑεωρήσουµε πως η κατανοµή είναι

κανονική στην στατιστική ανάλυση που ϑα κάνουµε στη συνέχεια.

Παράδειγµα 1.3 Θέλουµε να εκτιµήσουµε την περιεκτικότητα σε ϱαδιενέργεια του χάλυβα που

παράγεται από ένα εργοστάσιο Α. Γι αυτό έγιναν µετρήσεις της ϱαδιενέργειας (σε Bq/g) σε 10

δοκίµια από το εργοστάσιο Α. Τα αποτελέσµατα δίνονται στον Πίνακα 1.5.

Α/Α εργοστάσιο Α εργοστάσιο Β

1 0.40 0.11

2 0.51 0.13

3 0.51 0.26

4 0.54 0.27

5 0.55 0.33

6 0.59 0.37

7 0.63 0.52

8 0.67 0.65

9 0.75

10 2.10

Σύνολο 7.25 2.64

Πίνακας 1.5: ∆εδοµένα περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας (σε µονάδα µέτρησης Bq/g) σε δοκίµια

από χάλυβα κατασκευασµένα από δύο εργοστάσια Α και Β.
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Θα ασχοληθούµε µε τις παρατηρήσεις της περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας στο χάλυβα από

το εργοστάσιο Α κι ας ονοµάσουµε αυτήν την τυχαία µεταβλητή X. Η δειγµατική µέση τιµή υπ-

ολογίζεται από το άθροισµα των 10 παρατηρήσεων που δίνονται στη δεύτερη στήλη του Πίνακα 1.5

ως

x̄ =
1

10

10
∑

i=1

xi =
7.25

10
= 0.725.

Η δειγµατική διάµεσος εύκολα µπορεί να ϐρεθεί µια κι οι παρατηρήσεις δίνονται σε αύξουσα

σειρά. Αφού το n είναι άρτιο η διάµεσος δίνεται ως

x̃ =
xn/2 + xn/2+1

2
=

x5 + x6

2
=

0.55 + 0.59

2
= 0.57.

Παρατηρούµε ότι η δειγµατική µέση τιµή δίνει µεγαλύτερη τιµή στην εκτίµηση της κεντρικής τάσης

των δεδοµένων από τη δειγµατική διάµεσο. Αυτό συµβαίνει γιατί η µέση τιµή επηρεάζεται από

την ακραία τιµή της δεκάτης παρατήρησης που είναι πολύ µεγαλύτερη από όλες τις άλλες. Θα

πρέπει να γνωρίζουµε αν αυτή η ακραία τιµή είναι πραγµατική ή οφείλεται σε κάποιο σφάλµα της

παρατήρησης (σφάλµα του µηχανήµατος µέτρησης, σφάλµα στην καταγραφή κτλ).

Η µικρότερη περιεκτικότητα ϱαδιενέργειας στο δείγµα είναι xmin = 0.40 Bq/g κι η µεγαλύτερη

είναι xmax = 2.10 Bq/g. ΄Αρα το εύρος των δεδοµένων είναι R = 1.70 Bq/g, που είναι µεγάλο

εξαιτίας της ακραίας τιµής που συµπεριλάβαµε στο δείγµα.

Για να ϐρούµε τη διασπορά s2 της περιεκτικότητας της ϱαδιενέργειας στο χάλυβα στο δείγµα

µας υπολογίζουµε πρώτα το άθροισµα των τετραγώνων των παρατηρήσεων

10
∑

i=1

x2
i = 0.402 + 0.512 + · · · + 0.752 + 2.102 = 7.44

κι αντικαθιστώντας το στον τύπο της δειγµατικής διασποράς (1.5) ϐρίσκουµε

s2 =
1

9

(

10
∑

i=1

x2
i − 10x̄2

)

=
1

9

(

7.44 − 10 · 0.7252
)

= 0.243.

Η δειγµατική τυπική απόκλιση είναι

s =
√

s2 =
√

0.243 = 0.493,

δηλαδή η αντιπροσωπευτική τυπική απόκλιση από τη µέση περιεκτικότητα ϱαδιενέργειας είναι

περίπου 0.5 Bq/g, που είναι πολύ µεγάλη (όση περίπου και η διάµεσος).

Η σύνοψη των 5 αριθµών δίνεται στο Σχήµα 1.7 όπου παρουσιάζεται σχηµατικά και η εύρεση

του πρώτου και τρίτου τεταρτοµορίου. Από το πρώτο και τρίτο τεταρτοµόριο υπολογίζουµε το

ενδοτεταρτοµοριακό εύρος, I = Q3 − Q1 = 0.67 − 0.51 = 0.16 Bq/g. ΄Εχοντας ϐρεί τη σύνοψη

των 5 αριθµών µπορούµε εύκολα να παραστήσουµε το ϑηκόγραµµα. Στο Σχήµα 1.8 δίνεται το

ϑηκόγραµµα σε κατακόρυφη ϑέση. Παρατηρούµε ότι ο άνω µύστακας δεν προεκτείνεται ως τη

µέγιστη τιµή των δεδοµένων που είναι 2.10. Αυτή η τιµή δηλώνεται ως ακραία τιµή µε ιδιαίτερο

σύµβολο, αφού η απόσταση του αντίστοιχου σηµείου από το πάνω µέρος του κουτιού, Q3 = 0.67,

είναι µεγαλύτερη από 3I = 3 · 0.16 = 0.48.



16 ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

Q3 =0.67Q1 =0.51

xmin=0.40 x~ =0.57 xmax =2.10 

0.40 0.51 0.51 0.54 0.55 0.59 0.63 0.67 0.75 2.10

Σχήµα 1.7: Σχηµατική παρουσίαση της σύνοψης των 5 αριθµών µαζί µε τις 10 παρατηρήσεις

της περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας.

1

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Θηκoγραµµα περιεκτικ oτητας  ραδιενεργειας

Σχήµα 1.8: Θηκόγραµµα των 10 παρατηρήσεων περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας σε χάλυβα του

εργοστασίου Α.

Παράδειγµα 1.4 Θεωρούµε πως η ακραία τιµή στο προηγούµενο παράδειγµα οφείλεται πράγ-

µατι σε κάποιο σφάλµα της µέτρησης και την απαλείφουµε. Για το νέο δείγµα των 9 παρατηρή-

σεων υπολογίζουµε τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας.

Η µέση τιµή είναι

x̄ =
1

9

9
∑

i=1

xi =
5.15

9
= 0.572

και η διάµεσος (το n είναι περιττό)

x̃ = x(n+1)/2 = x5 = 0.55.

Βλέπουµε λοιπόν ότι µετά την απαλοιφή της ακραίας τιµής η δειγµατική µέση τιµή και η διάµε-

σος δίνουν περίπου την ίδια εκτίµηση της κεντρικής τάσης των δεδοµένων, που είναι ένδειξη

συµµετρίας της κατανοµής.

Για τα άλλα µέτρα έχουµε :
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∆ιασπορά s2 = 1
8
(5.15 − 9 · 0.5722) = 0.010.

Τυπική απόκλιση s =
√

0.010 = 0.10
Ελάχιστη τιµή xmin = 0.40
Μέγιστη τιµή xmax = 0.75
Εύρος R = 0.75 − 0.40 = 0.35
Πρώτο τεταρτοµόριο (διάµεσος των {x1, . . . , x5}) Q1 = x3 = 0.51
Τρίτο τεταρτοµόριο (διάµεσος των {x5, . . . , x9}) Q3 = x7 = 0.63
Ενδοτεταρτοµοριακό εύρος I = 0.63 − 0.51 = 0.12

Το αντίστοιχο ϑηκόγραµµα δίνεται στο Σχήµα 1.9. Από τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας

1

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

Θηκoγραµµα περιεκτικ oτητας  ραδιενεργειας

Σχήµα 1.9: Θηκόγραµµα των 9 παρατηρήσεων περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας σε χάλυβα του

εργοστασίου Α.

καθώς κι από το ϑηκόγραµµα παρατηρούµε ότι µε την απαλοιφή της ακραίας τιµής η κατανοµή

της περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας στο χάλυβα του εργοστασίου Α ϕαίνεται να είναι συµµετρική

και µπορούµε να κάνουµε τώρα την παραδοχή ότι η κατανοµή είναι κανονική µε ϐάση το δείγµα.

Παράδειγµα 1.5 Στον Πίνακα 1.5 παρουσιάζονται επίσης οι µετρήσεις της περιεκτικότητας ϱα-

διενέργειας σε 8 δοκίµια χάλυβα που κατασκευάστηκαν από ένα άλλο εργοστάσιο Β. Θέλουµε

να συγκρίνουµε την περιεκτικότητα ϱαδιενέργειας στο χάλυβα από τις δύο µονάδες παραγωγής

µε ϐάση τα δείγµατα των 9 και 8 παρατηρήσεων που έχουµε από το εργοστάσιο Α και από το

εργοστάσιο Β αντίστοιχα. ΄Εστω X1 η τ.µ. της περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας στο χάλυβα για

το εργοστάσιο Α και X2 η αντίστοιχη τ.µ. για το εργοστάσιο Β. Στο προηγούµενο παράδειγµα

υπολογίσαµε τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας για τη X1. Κάνουµε το ίδιο για τη X2. Τα

συγκεντρωτικά αποτελέσµατα δίνονται στον Πίνακα 1.6. Επίσης στο Σχήµα 1.10 δίνεται το συν-

δυασµένο ϑηκόγραµµα για το δείγµα περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας σε χάλυβα κι από τα δύο

εργοστάσια.

Από τα µέτρα ϑέσης (µέση τιµή και διάµεσο) ϕαίνεται ότι η κεντρική τάση της περιεκτικότητας

ϱαδιενέργειας είναι µεγαλύτερη για το χάλυβα του εργοστασίου Α. Από τα µέτρα µεταβλητότητας

(τυπική απόκλιση, εύρος δεδοµένων και ενδοτεταρτοµοριακό εύρος) ϕαίνεται πως η περιεκτικότητα

ϱαδιενέργειας µεταβάλλεται λιγότερο στο χάλυβα του εργοστασίου Α.
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Μέτρο X1 X2

Μέση τιµή x̄1 = 0.572 x̄2 = 0.33
∆ιάµεσος x̃1 = 0.55 x̃2 = 0.30
∆ιασπορά s2

1 = 0.010 s2
2 = 0.034

Τυπική απόκλιση s1 = 0.10 s2 = 0.18
Ελάχιστη τιµή x1,min = 0.40 x2,min = 0.11
Μέγιστη τιµή x1,max = 0.75 x1,max = 0.65
Εύρος R1 = 0.35 R2 = 0.54
Πρώτο τεταρτοµόριο Q1,1 = 0.51 Q2,1 = 0.195
Τρίτο τεταρτοµόριο Q1,3 = 0.63 Q2,3 = 0.445
Ενδοτεταρτοµοριακό εύρος I1 = 0.12 I2 = 0.250

Πίνακας 1.6: Μέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας για τα δεδοµένα περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας

σε 9 και 8 δοκίµια χάλυβα κατασκευασµένα από τα εργοστάσια Α και Β στη στήλη 2 και 3

αντίστοιχα.

X_1 X_2
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Θηκoγραµµα περιεκτικ oτητας  ραδιενεργειας, A και  B

Σχήµα 1.10: Θηκόγραµµα των 9 παρατηρήσεων περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας σε χάλυβα

του εργοστασίου Α και των 8 παρατηρήσεων περιεκτικότητας ϱαδιενέργειας σε χάλυβα του

εργοστασίου Β.



Κεφάλαιο 2

ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ

Οι στατιστικές δείγµατος, όπως η δειγµατική µέση τιµή x̄ και η δειγµατική διασπορά s2, που

ϑα δούµε παρακάτω, υπολογίζονται από τα στατιστικά δεδοµένα που έχουµε συλλέξει και

χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση των σχετικών παραµέτρων πληθυσµού (µ και σ2 αντίστοιχα).

Τα στατιστικά δεδοµένα πρέπει να προέρχονται από τυχαίο κι αντιπροσωπευτικό δείγµα του

πληθυσµού. Για παράδειγµα, αν ϑέλουµε να µελετήσουµε το όριο της έντασης ηλεκτρικού

ϱεύµατος που καίγονται ασφάλειες 40 αµπέρ ϑα πρέπει να διαλέξουµε στην τύχη ασφάλειες

του ίδιου τύπου και να µετρήσουµε σε ποια ένταση του ϱεύµατος καίγεται η κάθε µια από

αυτές.

Από τις µετρήσεις του δείγµατος µπορούµε να υπολογίσουµε τη σηµειακή εκτίµηση (point

estimation) και την εκτίµηση διαστήµατος (interval estimation) της παραµέτρου µιας τ.µ..

2.1 Σηµειακή Εκτίµηση

Η σηµειακή εκτίµηση είναι µια τιµή, που υπολογίζεται µε ϐάση τα δεδοµένα και αντιπροσωπεύει

την πραγµατική τιµή της σχετικής παραµέτρου του πληθυσµού. Για παράδειγµα, ο µέσος όρος

των 25 τιµών τάσης διάσπασης που µετρήθηκαν σε δείγµα 25 ηλεκτρικών κυκλωµάτων αποτελεί

µια σηµειακή εκτίµηση της µέσης τάσης διάσπασης κυκλώµατος.

΄Εστω X µια τ.µ. µε συνάρτηση κατανοµής FX(x; θ) που εξαρτάται από την παράµετρο θ την

οποία ϑέλουµε να εκτιµήσουµε. ΄Εστω ακόµα ότι έχουµε ανεξάρτητες µεταξύ τους παρατηρήσεις

{x1, . . . , xn} της X από ένα δείγµα µεγέθους n. Τότε η σηµειακή εκτίµηση της θ δίνεται από

τη συνάρτηση g(x1, . . . , xn) των τιµών του δείγµατος που λέγεται εκτιµήτρια συνάρτηση. Η

εκτιµήτρια (estimator) της θ από το δείγµα είναι θ̂ = g(x1, . . . , xn).
Επειδή οι παρατηρήσεις {x1, . . . , xn} αλλάζουν κάθε ϕορά που µελετάµε διαφορετικό δείγ-

µα µεγέθους n, µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι παρατηρήσεις {x1, . . . , xn} είναι τιµές των τ.µ.

{X1, . . . , Xn}, που είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους κι ακολουθούν την ίδια κατανοµή F (x; θ). Η

παράµετρος θ̂ είναι συνάρτηση αυτών των τ.µ.. Για ευκολία ϑα χρησιµοποιούµε το συµβολισ-

µό {x1, . . . , xn} και ϑεωρητικά (εννοώντας τις τ.µ. {X1, . . . , Xn}) και πρακτικά (εννοώντας τις

παρατηρούµενες αριθµητικές τιµές αυτών των τ.µ.). Θα αναφερόµαστε στις {x1, . . . , xn} ως

τυχαίο δείγµα.

Είναι ϕανερό ότι για διαφορετικά τυχαία δείγµατα η εκτιµήτρια συνάρτηση της παραµέτρου

θ̂ παίρνει διαφορετικές τιµές, δηλαδή η θ̂ είναι η ίδια τ.µ. µε κάποια κατανοµή κι έχει µέση

τιµή µθ̂ ≡ E(θ̂) και διασπορά σ2
θ̂
≡ Var(θ̂).

19
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∆ύο σηµαντικές παράµετροι µιας τ.µ. X που ϑέλουµε να εκτιµήσουµε είναι η µέση τιµή µ
κι η διασπορά σ2.

Εκτίµηση µέσης τιµής Είναι ϕυσικό σαν εκτιµήτρια της µ να ορίσουµε τον αριθµητικό µέσο

όρο των n παρατηρήσεων, που λέγεται και δειγµατική µέση τιµή

x̄ =
1

n

n
∑

i=1

xi. (2.1)

Εκτίµηση διασποράς ΄Οπως για τη µέση τιµή έτσι και για τη διασπορά σ2 η εκτιµήτρια είναι

η δειγµατική διασπορά που ορίζεται µε δύο τρόπους, έχουµε δηλαδή τις δύο εκτιµήτριες της

σ2

s2 =
1

n − 1

n
∑

i=1

(xi − x̄)2 (2.2)

s̃2 =
1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)2. (2.3)

Οι εκτιµήτριες s2 και s̃2 διαφέρουν µόνο ως προς το συντελεστή του αθροίσµατος ( 1
n−1

και 1
n

αντίστοιχα). Για µεγάλο n οι δύο εκτιµήτριες συγκλίνουν στην ίδια τιµή. Αναπτύσσοντας τα

τετράγωνα της (2.2) έχουµε

s2 =
1

n − 1

n
∑

i=1

(x2
i − 2xix̄ + x̄2) =

1

n − 1

(

n
∑

i=1

x2
i − 2x̄

n
∑

i=1

xi + nx̄2

)

και χρησιµοποιώντας τον ορισµό της x̄ από την (2.1) παίρνουµε τον ισοδύναµο τύπο (όµοια για

τη (2.3) )

s2 =
1

n − 1

(

n
∑

i=1

x2
i − nx̄2

)

. (2.4)

Ο τύπος (2.4) είναι πιο εύχρηστος για τον υπολογισµό της s2.

2.1.1 Κριτήρια καλών εκτιµητριών

Παραπάνω ορίσαµε κάπως αυθαίρετα εκτιµήτριες της µέσης τιµής µ και της διασποράς σ2

χωρίς να γνωρίζουµε αν είναι ’καλές ’ εκτιµήτριες ή όχι. Γενικά όταν ορίζουµε µια εκτιµήτρια θ̂
κάποιας παραµέτρου θ ϑέλουµε να ελέγξουµε αν είναι κατάλληλη και γι αυτό ϑέτουµε κάποια

κριτήρια ή ιδιότητες που πρέπει να πληρεί µια ’καλή’ εκτιµήτρια. Παρακάτω περιγράφονται

ορισµένες επιθυµητές ιδιότητες µιας εκτιµήτριας θ̂.

Αµεροληψία Η θ̂ είναι αµερόληπτη (unbiased) αν η µέση τιµή της είναι ίση µε την παράµετρο

θ, δηλαδή E(θ̂) = θ. Αλλιώς λέγεται µεροληπτική µε µεροληψία b(θ̂) = E(θ̂) − θ.

Αµεροληψία µέσης τιµής

Η δειγµατική µέση τιµή x̄ που ορίστηκε στη (2.1) είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της µέσης τιµής

µ µιας τ.µ. X ενός πληθυσµού.
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΄Εχουµε θ → µ και θ̂ → x̄ και ϑέλουµε να δείξουµε ότι E(x̄) = µ.

E(x̄) = E

(

1

n

n
∑

i=1

xi

)

=
1

n

n
∑

i=1

E(xi) =
1

n

n
∑

i=1

µ = µ.

Αµεροληψία διασποράς

Για την εκτίµηση της διασποράς σ2 µιας τ.µ. X του πληθυσµού ισχύουν οι παρακάτω δύο

προτάσεις :

1. Η δειγµατική διασπορά s2 που ορίστηκε στη (2.2) είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της σ2,

E(s2) = σ2.

2. Η δειγµατική διασπορά s̃2 που ορίστηκε στη (2.3) είναι µεροληπτική εκτιµήτρια της σ2

µε µεροληψία b(s̃2) = −σ2

n
.

Αποδεικνύουµε πρώτα την πρόταση (1). Υπενθυµίζουµε ότι για µια τ.µ. X µε µέση τιµή µ
και διασπορά σ2 ισχύουν

σ2 = E(X2) − µ2 και E(X2) = σ2 + µ2. (2.5)

Επίσης επειδή οι {x1, . . . , xn} είναι ανεξάρτητες κι έχουν την ίδια διασπορά σ2 µε τη X ισχύει

Var

(

n
∑

i=1

xi

)

=

n
∑

i=1

Var(xi) = nσ2

και άρα η διασπορά της δειγµατικής µέσης τιµής x̄ είναι

σ2
x̄ ≡ Var(x̄) = Var

(

1

n

n
∑

i=1

xi

)

=
1

n2
Var

(

n
∑

i=1

xi

)

=
1

n2
nσ2 =

σ2

n
. (2.6)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω ταυτότητα για τη διασπορά καθώς κι ότι µx̄ ≡ E(x̄) = µ
έχουµε από την (2.5)

E(x̄2) = σ2
x̄ + µ2

x̄ =
σ2

n
+ µ2.

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τη µέση τιµή της s2 που δίνεται από την (2.4):

E(s2) =
1

n − 1

(

n
∑

i=1

E(x2
i ) − nE(x̄2)

)

=
1

n − 1

(

n
∑

i=1

(σ2 + µ2) − n

(

σ2

n
+ µ2

)

)

=
1

n − 1
(nσ2 + nµ2 − σ2 − nµ2) = σ2

κι αποδεικνύεται η αµεροληψία της εκτιµήτριας s2.

Για την πρόταση (2), από παραπάνω προκύπτει (διαιρώντας µε n αντί του n− 1) ότι E(s̃2) =
n−1

n
σ2 κι άρα η αµεροληψία είναι

b(s̃2) = E(s̃2) − σ2 =
n − 1

n
σ2 − σ2 = −σ2

n
.
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Συνέπεια Η ιδιότητα αυτή ορίζει πως όσο αυξάνει το µέγεθος n του δείγµατος τόσο µεγαλώνει

η πιθανότητα η εκτίµηση να είναι ’κοντά’ στην πραγµατική τιµή της παραµέτρου, όπου το

’κοντά’ δίνεται από κάποια απόσταση ǫ. ∆ηλαδή η θ̂ είναι συνεπής (consistent) αν

P(|θ − θ̂| ≤ ǫ) → 1 όταν n → ∞,

όπου ǫ είναι αυθαίρετα µικρός ϑετικός αριθµός. ΄Οταν µια εκτιµήτρια είναι συνεπής τότε µε

την αύξηση του δείγµατος οι τιµές της ϑα συγκλίνουν στην πραγµατική τιµή της παραµέτρου.

Η εκτιµήτρια x̄ της µέσης τιµής µ µιας τ.µ. X είναι συνεπής. Αν όµως αντί της δειγµατικής

µέσης τιµής διαλέξουµε σαν εκτιµήτρια της µ τον αριθµητικό µέσο της µικρότερης και µεγαλύτερ-

ης τιµής του δείγµατος

xd =
xmin + xmax

2
,

τότε µπορεί να δειχθεί ότι η εκτιµήτρια xd δεν είναι συνεπής εκτιµήτρια της µ.

Αποτελεσµατικότητα Η αποτελεσµατικότητα αναφέρεται στη διασπορά της εκτιµήτριας και

δίνεται συγκριτικά. Μια εκτιµήτρια θ̂1 της θ είναι πιο αποτελεσµατική (effective) από µια άλλη

εκτιµήτρια θ̂2 αν έχει µικρότερη διασπορά, σ2
θ̂1

< σ2
θ̂2

.

Για παράδειγµα, η δειγµατική µέση τιµή x̄ και η xd είναι δύο εκτιµήτριες της µέσης τιµής µ
κι έχουν διασπορές σ2

x̄ και σ2
xd

αντίστοιχα. Μπορεί να δειχθεί ότι σ2
x̄ < σ2

xd
κι άρα η εκτιµήτρια

x̄ είναι πιό αποτελεσµατική από τη xd.

Επάρκεια Μια εκτιµήτρια της παραµέτρου θ είναι επαρκής (adequate) όταν χρησιµοποιεί

όλη την πληροφορία από το δείγµα που σχετίζεται µε τη θ.

Η δειγµατική µέση τιµή x̄, εκτιµήτρια της µέσης τιµής µ µιας τ.µ. X, είναι επαρκής γιατί

χρησιµοποιεί όλες τις παρατηρήσεις που µετρήθηκαν στο δείγµα, ενώ η xd δεν είναι επαρκής

γιατί χρησιµοποιεί µόνο δύο τιµές των παρατηρήσεων του δείγµατος (xmin και xmax).

Παρατηρήσεις

Οι εκτιµήτριες x̄ για την παράµετρο µ και s2 για την παράµετρο σ2, που ορίσαµε αυθαίρετα,

πληρούν όλες τις τέσσερις ιδιότητες και είναι καλές εκτιµήτριες.

΄Οταν ϑέλουµε να ϐρούµε εκτιµήτρια για µια παράµετρο, µας ενδιαφέρει κυρίως να είναι

αµερόληπτη και να έχει µικρή διασπορά για να εξασφαλίσουµε ότι οι τιµές της εκτιµήτριας

συγκεντρώνονται στην πραγµατική τιµή της παραµέτρου. Γι αυτό ορίζουµε την αµερόληπτη

εκτιµήτρια ελάχιστης διασποράς (minimum variance ubiased estimator), δηλαδή αυτή που

απ΄ όλες τις αµερόληπτες εκτιµήτριες έχει την µικρότερη διασπορά.

Στον ορισµό των εκτιµητριών x̄ και s2 δεν κάναµε κάποια υπόθεση για την κατανοµή της

τ.µ. X κι άρα µπορούµε να τις χρησιµοποιήσουµε για οποιαδήποτε τ.µ. X που παρατηρούµε.

Στη συνέχεια ϑα υποθέσουµε πως η κατανοµή της X είναι γνωστή (ως προς τη γενική µορφή

της) αλλά δεν είναι γνωστή κάποια παράµετρο θ της κατανοµής και ϑα δούµε πως µπορούµε

γενικά να υπολογίσουµε την εκτιµήτρια της θ.

2.1.2 Μέθοδος υπολογισµού της σηµειακής εκτίµησης

Υποθέτουµε ότι η τ.µ. X έχει κάποια γνωστή κατανοµή, δηλαδή γνωρίζουµε τη γενική

µορφή της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής F (x; θ) και της f(x; θ), που είναι η συνάρτηση
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πυκνότητας πιθανότητας αν η X είναι συνεχής και η συνάρτηση µάζας πιθανότητας αν η X
είναι διακριτή. Η παράµετρος θ της κατανοµής είναι άγνωστη και ϑέλουµε να την εκτιµήσουµε

από το τυχαίο δείγµα {x1, . . . , xn}. Θα ϑεωρήσουµε επίσης τη γενική περίπτωση να έχουµε

περισσότερες από µία άγνωστες παραµέτρους.

Μέθοδος των Ροπών Για συνήθεις κατανοµές, µια παράµετρος θ της κατανοµής F (x; θ)
σχετίζεται µε τις δύο κύριες παραµέτρους µ και σ2. Για παράδειγµα, για την κανονική

κατανοµή η µέση τιµή µ και η διασπορά σ2 αποτελούν και τις (µοναδικές) παραµέτρους της.

Για την οµοιόµορφη κατανοµή σε διάστηµα [a, b], η σχέση των παραµέτρων της κατανοµής a

και b µε τη µέση τιµή µ και τη διασπορά σ2 δίνεται ως µ = a+b
2

και σ2 = (b−a)2

12
.

Γενικά όταν υπάρχει κάποια σχέση που µας επιτρέπει να υπολογίσουµε την παράµετρο θ
(ή τις παραµέτρους θ1, θ2) από τις µ και σ2, τότε υπολογίζουµε πρώτα τις εκτιµήσεις x̄ και s2

και µετά υπολογίζουµε τη θ (ή τις θ1, θ2) από την σχέση, όπου αντικαθιστούµε τις µ και σ2 µε

τις εκτιµήσεις x̄ και s2 αντίστοιχα. Αυτή είναι η µέθοδος των ϱοπών (method of moments). Η

ονοµασία προκύπτει από τη χρήση των ϱοπών στην εκτίµηση των παραµέτρων : τη µέση τιµή

µ που είναι η πρώτη ϱοπή και τη διασπορά σ2 που είναι η δεύτερη κεντρική ϱοπή. Αν οι δύο

αυτές ϱοπές δεν επαρκούν, δηλαδή έχουµε να εκτιµήσουµε περισσότερες από δύο παραµέτρους

ή οι σχέσεις δε δίνουν µοναδικότητα λύσης για τις παραµέτρους, χρησιµοποιούµε και ϱοπές

µεγαλύτερου ϐαθµού, αλλά δε ϑα ασχοληθούµε µε τέτοια προβλήµατα.

Παράδειγµα 2.1 Μια εταιρεία Α παράγει ασφάλειες των 40 αµπέρ και ϑέλουµε να µελετήσουµε

κατά πόσο πράγµατι καίγονται οι ασφάλειες σε ένταση ϱεύµατος 40 αµπέρ όπως είναι η ένδειξη

τους. Στον Πίνακα 2.1 δίνονται οι µετρήσεις έντασης του ηλεκτρικού ϱεύµατος στις οποίες κάηκαν

25 ασφάλειες που δοκιµάσαµε (ο πίνακας περιέχει και ίδιου τύπου δεδοµένα γι ασφάλειες από

άλλη εταιρεία που ϑα µελετήσουµε αργότερα). Στον Πίνακα 2.1 δίνεται επίσης το άθροισµα των

τιµών, τα τετράγωνα των τιµών καθώς και το άθροισµα των τετραγώνων των τιµών. Για το όριο

έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος ασφάλειας 40 αµπέρ της εταιρείας Α η δειγµατική µέση τιµή είναι

σύµφωνα µε τη σχέση (2.1)

x̄ =
1

25

25
∑

i=1

xi =
1

25
995.1 = 39.80

Η δειγµατική διασπορά είναι σύµφωνα µε τη σχέση (2.4)

s2 =
1

24

(

25
∑

i=1

x2
i − 25x̄2

)

=
1

24
(39629 − 25 · 39.802) = 0.854.

Με ϐάση αυτό το δείγµα η εκτίµηση της µέση τιµής µ είναι x̄ = 39.80 αµπέρ και της διασποράς σ2

είναι s2 = 0.854 (αµπέρ)2.

Αν η τ.µ. X (το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος ασφάλειας 40 αµπέρ) ακολουθεί κανονική

κατανοµή N(µ, σ2), τότε είναι ϕανερό πως αυτές οι εκτιµήσεις περιγράφουν πλήρως την κανονική

κατανοµή της X µε ϐάση αυτό το δείγµα.

Αν η τ.µ. X ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή σε κάποιο διάστηµα [a, b], τότε µπορούµε να

εκτιµήσουµε τις παραµέτρους a και b από τις σχέσεις µ = a+b
2

και σ2 = (b−a)2

12
. Αντικαθιστούµε τις

µ και σ2 µε τις εκτιµήσεις x̄ και s2 και λύνουµε το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων

x̄ = a+b
2

s2 = (b−a)2

12

⇒ â = x̄ −
√

3s

b̂ = x̄ +
√

3s
⇒ â = 38.20

b̂ = 41.40.
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Α/Α (i) x1i (αµπέρ) x2
1i x2i (αµπέρ) x2

2i

1 40.9 1672.8 41.6 1730.6

2 40.3 1624.1 41.0 1681.0

3 39.8 1584.0 40.5 1640.2

4 40.1 1608.0 40.8 1664.6

5 39.0 1521.0 39.7 1576.1

6 41.4 1714.0 42.1 1772.4

7 39.8 1584.0 40.5 1640.2

8 41.5 1722.2 42.2 1780.8

9 40.0 1600.0 40.7 1656.5

10 40.6 1648.4 41.3 1705.7

11 38.3 1466.9 39.0 1521.0

12 39.0 1521.0 39.7 1576.1

13 40.9 1672.8 41.6 1730.6

14 39.1 1528.8 39.8 1584.0

15 40.3 1624.1 41.0 1681.0

16 39.3 1544.5 40.0 1600.0

17 39.6 1568.2 40.3 1624.1

18 38.4 1474.6 39.1 1528.8

19 38.4 1474.6 39.1 1528.8

20 40.7 1656.5 41.4 1714.0

21 39.7 1576.1

22 38.9 1513.2

23 38.9 1513.2

24 40.6 1648.4

25 39.6 1568.2

Σύνολο 995.1 39629 811.4 32937

Πίνακας 2.1: ∆εδοµένα ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για ασφάλειες 40 αµπέρ από δύο

εταιρείες : x1i είναι για την εταιρεία Α και x2i για την εταιρεία Β. Στις στήλες 3 και 5 δίνονται

και τα τετράγωνα των x1i και x2i και στην τελευταία σειρά δίνεται το σύνολο για κάθε στήλη.

Μέθοδος της Μεγίστης Πιθανοφάνειας Η µέθοδος αυτή δίνει την εκτίµηση που έχει τη

µέγιστη πιθανοφάνεια, δηλαδή δίνει την τιµή της παραµέτρου η οποία, µεταξύ όλων των

δυνατών τιµών της παραµέτρου, είναι η πιο πιθανή µε ϐάση το τυχαίο δείγµα.

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για κάποια τιµή X = xi που εξαρτάται από κάποια

παράµετρο θ παίρνει την τιµή f(xi; θ) (αν η X είναι διακριτή τότε αυτή η τιµή εκφράζει την

πιθανότητα P(X = xi) ). Επειδή {x1, . . . , xn} είναι ανεξάρτητες, η πιθανότητα να τις παρατηρή-

σουµε ταυτόχρονα σ΄ ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n δίνεται από τη συνάρτηση πιθανοφάνειας

(likelihood function) ως προς θ

L(x1, . . . , xn; θ) = f(x1; θ) · · ·f(xn; θ).

Στα προβλήµατα εκτίµησης, ϑεωρούµε τα {x1, . . . , xn} δεδοµένα και ενδιαφερόµαστε για τη
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θ. ΄Αν λοιπόν L(x1, . . . , xn; θ1) > L(x1, . . . , xn; θ2) τότε η θ1 είναι πιο αληθοφανής από τη θ2 γιατί

δίνει µεγαλύτερη πιθανότητα στα παρατηρούµενα {x1, . . . , xn}. Θέλουµε λοιπόν να ϐρούµε την

‘πιο αληθοφανή’ τιµή της θ, δηλαδή την τιµή θ̂ που µεγιστοποιεί τη L(x1, . . . , xn; θ) ή καλύτερ-

α, για ευκολότερους υπολογισµούς, τη log L(x1, . . . , xn; θ). ΄Αρα η εκτιµήτρια µεγίστης πι-

ϑανοφάνειας (maximum likelihood estimator) θ̂ ϐρίσκεται µηδενίζοντας την παράγωγο της

log L ως προς θ
∂ log L(x1, . . . , xn; θ)

∂θ
= 0. (2.7)

΄Αν ϑέλουµε να εκτιµήσουµε δύο ή περισσότερες παραµέτρους θ1, . . . , θm, η συνάρτηση

πιθανοφάνειας είναι L(x1, . . . , xn; θ1, . . . , θm) και οι εκτιµήτριες θ̂1, . . . , θ̂m ϐρίσκονται λύνοντας

το σύστηµα των m εξισώσεων

∂ log L(x1, . . . , xn; θ1, . . . , θm)

∂θj
= 0 για j = 1, . . . , m. (2.8)

Παράδειγµα 2.2 ΄Εχουµε ένα τυχαίο δείγµα {x1, . . . , xn} από κανονική κατανοµή N(µ, σ2) και

ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τη µέση τιµή µ ϑεωρώντας τη σ2 γνωστή. Η συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας της κανονικής κατανοµής είναι

fX(x; µ) ≡ f(x) =
1√
2πσ

e
−(x−µ)2

2σ2 .

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας (για την οποία µόνο η παράµετρος µ είναι άγνωστη) είναι

L(x1, . . . , xn; µ) =

(

1√
2πσ

e
−(x1−µ)2

2σ2

)

·
(

1√
2πσ

e
−(x2−µ)2

2σ2

)

· · ·
(

1√
2πσ

e
−(xn−µ)2

2σ2

)

=

(

1

2πσ2

)n/2

exp

[

− 1

2σ2

n
∑

i=1

(xi − µ)2

]

,

όπου exp(x) ≡ ex. Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι

log L(x1, . . . , xn; µ) = −n

2
log 2π − n

2
log(σ2) − 1

2σ2

n
∑

i=1

(xi − µ)2.

Η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφάνειας µ̂ ϐρίσκεται µηδενίζοντας την παράγωγο της log L (σχέση

(2.7) )

∂ log L

∂µ
= 0 ⇒ 1

σ2

n
∑

i=1

(xi − µ) = 0 (2.9)

που δίνει τη λύση

µ̂ =
1

n

n
∑

i=1

xi = x̄,

δηλαδή είναι ίδια µε την εκτιµήτρια x̄ της µέσης τιµής µ που ορίσαµε για οποιαδήποτε κατανοµή

της τ.µ. X.
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Παράδειγµα 2.3 ΄Αν υποθέσουµε στο προηγούµενο παράδειγµα πως κι η διασπορά σ2 είναι

άγνωστη, τότε στην παραπάνω εξίσωση ∂ log L
∂µ

= 0 προστίθεται κι η εξίσωση

∂ log L

∂σ2
= 0 ⇒ − n

2σ2
+

1

σ4

n
∑

i=1

(xi − µ)2 = 0. (2.10)

Η επίλυση του συστήµατος των δύο εξισώσεων (2.9) και (2.10) ως προς µ και σ2 δίνει την ίδια

λύση για τη µ και για τη σ2 είναι

σ̂2 =
1

n

n
∑

i=1

(xi − µ̂)2 =
1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)2.

Οι εκτιµήτριες µεγίστης πιθανοφάνειας λοιπόν για τη µέση τιµή µ και τη διασπορά σ2 µιας τ.µ. που

ακολουθεί κανονική κατανοµή είναι απλά η δειγµατική µέση τιµή και διασπορά αντίστοιχα, αλλά

για τη διασπορά έχουµε τη ’µεροληπτική’ δειγµατική διασπορά s̃2 (σχέση (2.3) ). Ασυµπτωτικά

όµως (για µεγάλο n) η εκτιµήτρια σ̂2 = s̃2 είναι αµερόληπτη.

Η µέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας είναι η καλύτερη µέθοδος εκτίµησης αν γνωρίζουµε

την κατανοµή της τ.µ. X και µπορεί να εφαρµοσθεί σε οποιοδήποτε πρόβληµα εκτίµησης

παραµέτρων.

Μέθοδος των Ελαχίστων Τετραγώνων Αυτή η µέθοδος εφαρµόζεται στην περίπτωση που

οι άγνωστες παράµετροι εµφανίζονται σε σχέσεις τυχαίων µεταβλητών και οι σχέσεις αυτές είναι

γραµµικές ως προς τις παραµέτρους που ϑέλουµε να εκτιµήσουµε. Μια απλή περίπτωση είναι

να έχουµε µια τ.µ. Y και η κάθε τιµή της y να δίνεται από τη σχέση

y = θ1x1 + · · ·+ θmxm + ǫ,

όπου οι τιµές x1, . . . , xm είναι γνωστές, θ1, . . . , θm είναι οι άγνωστες παράµετροι και ǫ είναι µια

άλλη τ.µ. µε E(ǫ) = 0. Θα ασχοληθούµε µε τη µέθοδο αυτή στο Κεφάλαιο 2.

Παρατηρήσεις

Η µέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας µπορεί να εφαρµοσθεί για οποιοδήποτε θ αν γνωρίζουµε την

κατανοµή FX(x; θ) ενώ η µέθοδος των ϱοπών δεν εφαρµόζεται αν η θ δε µπορεί να υπολογισθεί

από τις ϱοπές.

Η εκτίµηση µεγίστης πιθανοφάνειας έχει όλες τις ιδιότητες καλής εκτιµήτριας, δηλαδή είναι

αµερόληπτη (ασυµπτωτικά, δηλαδή η µεροληψία b(θ) τείνει στο µηδέν για µεγάλα n), συνεπής,

αποτελεσµατική κι επαρκής. Γι αυτό κι αυτή η µέθοδος είναι η καλύτερη µέθοδος εκτίµησης

παραµέτρων αν γνωρίζουµε την κατανοµή FX(x; θ).

2.2 Εκτίµηση ∆ιαστήµατος Εµπιστοσύνης

Η σηµειακή εκτίµηση θ̂ από κάποιο δείγµα δεν περιέχει καµιά πληροφορία για την ακρίβεια

της εκτίµησης της θ. Είναι ένας αριθµός που δε γνωρίζουµε πόσο κοντά είναι στην πραγµατική

τιµή της θ κι αλλάζει µε το δείγµα. Για παράδειγµα, υπολογίζουµε τη δειγµατική µέση τιµή x̄
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από ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n. ΄Αν πάρουµε ένα άλλο τυχαίο δείγµα ίδιου µεγέθους, η τιµή

της x̄ ϑα είναι διαφορετική. Μπορεί να είναι πιο κοντά ή πιο µακριά στην πραγµατική τιµή

της µ απ΄ ότι αυτή από το προηγούµενο δείγµα. Γενικά λοιπόν η εκτιµήτρια θ̂ εξαρτάται από το

δείγµα και είναι η ίδια τ.µ. µε κάποια κατανοµή. Γι αυτό στην εκτίµηση της θ είναι σηµαντικό

εκτός από τη σηµειακή εκτίµηση θ̂ να υπολογίσουµε και διάστηµα [θ1, θ2] που να µπορούµε

να πούµε µε µεγάλη εµπιστοσύνη ότι ϑα περιέχει την πραγµατική τιµή της παραµέτρου θ. Στη

συνέχεια ϑα δούµε τέτοια διαστήµατα εµπιστοσύνης για διάφορες παραµέτρους, αρχίζοντας

από τη µέση τιµή.

2.2.1 ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της µέσης τιµής µ

Η σηµειακή εκτίµηση της µέσης τιµής µ µιας τ.µ. X είναι η δειγµατική µέση τιµή x̄ (σχέση

(2.1) ) που είναι κι αµερόληπτη εκτιµήτρια της µ, δηλαδή η µέση τιµή της x̄ είναι η πραγµατική

τιµή µ που είναι άγνωστη όµως σε µας, µx̄ ≡ E(x̄) = µ. Παρ΄ όλο που η εκτιµήτρια x̄ είναι

διαφορετική από δείγµα σε δείγµα, επειδή η x̄ είναι συνεπής εκτιµήτρια όταν αυξάνεται το

µέγεθος n του δείγµατος πλησιάζει τη µέση τιµή µ. Η διασπορά λοιπόν της x̄ ϑα πρέπει να

εξαρτάται από το n. Πράγµατι για τη διασπορά σ2
x̄ έχουµε ϐρει στη σχέση (2.6)

σ2
x̄ ≡ Var(x̄) =

σ2

n
,

δηλαδή η διασπορά της εκτιµήτριας x̄ είναι ανάλογη της διασποράς σ2 της X κι αντιστρόφως

ανάλογη του αριθµού των παρατηρήσεων n. Στην παραπάνω σχέση υποθέτουµε πως οι παρατηρή-

σεις {x1, . . . , xn} είναι ανεξάρτητες (εννοώντας και πάλι τις τ.µ. X1, . . . , Xn). Την τυπική απόκ-

λιση (τετραγωνική ϱίζα της διασποράς) σx̄ = σ/
√

n της x̄ ϑα την ονοµάζουµε σταθερό σφάλµα

(standard error), γιατί ορίζει το τυπικό σφάλµα εκτίµησης της µ µε τη x̄.

Η τ.µ. x̄ λοιπόν έχει κάποια κατανοµή µε µέση τιµή µx̄ = µ και διασπορά σ2
x̄ = σ2/n.

Με ϐάση την κατανοµή της x̄ ϑέλουµε να υπολογίσουµε το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ.

Για να ορίσουµε την κατανοµή της x̄ χρειάζεται να ελέγξουµε το µέγεθος του δείγµατος, αν η

κατανοµή της X είναι κανονική κι αν γνωρίζουµε τη διασπορά της. Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε

την κατανοµή της x̄ και το διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µ που προκύπτει κάτω από τις

διάφορες συνθήκες.

Γνωστή διασπορά Θεωρούµε εδώ ότι γνωρίζουµε τη διασπορά σ2 της τ.µ. X στον πληθυσµό.

Για την κατανοµή της x̄ διακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

1. Αν η τ.µ. X ακολουθεί κανονική κατανοµή N(µ, σ2) ή το δείγµα είναι µεγάλο (n > 30)

τότε και η τ.µ. x̄ ακολουθεί κανονική κατανοµή N(µ, σ2/n).

2. Αν δε συµβαίνει το παραπάνω, δηλαδή αν η τ.µ. X δεν ακολουθεί κανονική κατανοµή

και το δείγµα είναι µικρό τότε γενικά δε γνωρίζουµε την κατανοµή της x̄.

Αν το δείγµα είναι µεγάλο η κανονική κατανοµή της x̄ δίνεται από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα.

Αν η τ.µ. X ακολουθεί κανονική κατανοµή µε γνωστή διασπορά σ2 τότε και το άθροισµα

τέτοιων τ.µ. x1, . . . , xn ακολουθεί κανονική κατανοµή κι έτσι προκύπτει πως και η x̄ ακολουθεί

κανονική κατανοµή.
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Υποθέτοντας ότι η x̄ ακολουθεί κανονική κατανοµή N(µ, σ2/n), η τ.µ. z που προκύπτει από

τον απλό µετασχηµατισµό z ≡ x̄−µ
σ/

√
n

ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή

x̄ ∼ N(µ, σ2/n) ⇒ z ≡ x̄ − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1). (2.11)

Για την τυπική κανονική κατανοµή µπορούµε να ορίσουµε ένα διάστηµα [zα/2, z1−α/2], στο

οποίο ϑα ανήκει η z µε κάποια δοθείσα πιθανότητα 1 − α, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.1. Τα

1−α/2zz

α/2 α/2

0

1−α

α/2

Σχήµα 2.1: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής και οι

ουρές της για κάποιο α.

άκρα του διαστήµατος, zα/2 και z1−α/2, λέγονται κρίσιµες τιµές. Οι δείκτες α/2 και 1 − α/2
δηλώνουν τις τιµές της αθροιστικής συνάρτησης για zα/2 και zα/2 αντίστοιχα, δηλαδή ισχύει

Φ(zα/2) = P(z < zα/2) = α/2

Φ(z1−α/2) = P(z < z1−α/2) = 1 − α/2

όπου Φ(z) είναι η αθροιστική συνάρτηση της τυπικής κανονικής κατανοµής. ΄Αρα η πιθανότητα

να είναι z < zα/2 και z > z1−α/2 είναι α. Οι δύο σκιασµένες περιοχές στο Σχήµα 2.1 κατέχουν

µαζί ποσοστό α% του συνολικού εµβαδού του ολοκληρώµατος της συνάρτησης πυκνότητας

πιθανότητας. Αντίστοιχα η πιθανότητα να συµβαίνει z ∈ [zα/2, z1−α/2] είναι 1 − α. Γενικά

λοιπόν ισχύει

P(zα/2 < z ≤ z1−α/2) = Φ(z1−α/2) − Φ(zα/2) = 1 − α.

Επειδή η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής είναι συµ-

µετρική ως προς το 0 ισχύει

zα/2 = −z1−α/2.

΄Αρα στην ουσία για να ορίσουµε το διάστηµα [zα/2, z1−α/2] χρειαζόµαστε µία µόνο κρίσιµη τιµή.

Ανακεφαλαιώνοντας, ϐρήκαµε ότι σε κάθε δοθείσα πιθανότητα 1−α αντιστοιχεί ένα διάστη-

µα τιµών της τ.µ. z που ορίζεται από την κρίσιµη τιµή z1−α/2 που την υπολογίζουµε ως

z1−α/2 = Φ−1(1 − α/2) από τον στατιστικό πίνακα της τυπικής κανονικής κατανοµής. Για

παράδειγµα για α = 0.05 το διάστηµα [−1.96, 1.96] περιέχει την τ.µ. z µε πιθανότητα 0.95,

όπου z0.975 = Φ−1(0.975) = 1.96. [Ο συµβολισµός που χρησιµοποιούµε εδώ, όπως και για άλλες

κατανοµές που ϑα δούµε παρακάτω, ϐασίζεται στην αρχή της αντιστοίχισης του δείκτη της κρίσιµης

τιµής στην τιµή της αντίστοιχης αθροιστικής συνάρτησης. Σε κάποια ϐιβλία η ϑετική κρίσιµη τιµή

z1−α/2 συµβολίζεται ως zα/2 και η αρνητική κρίσιµη τιµή zα/2 συµβολίζεται ως −zα/2].

Θέλουµε να µετασχηµατίσουµε το διάστηµα [zα/2, z1−α/2] για πιθανότητα 1−α στο αντίστοιχο

διάστηµα που περιέχει την παραµέτρο µ. Γι αυτό λύνουµε τις σχέσεις

zα/2 =
x̄ − µ

σ/
√

n
z1−α/2 =

x̄ − µ

σ/
√

n
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ως προς µ και ϐρίσκουµε τα άκρα του διαστήµατος για τη µέση τιµή µ

x̄ ± z1−α/2
σ√
n

→
[

x̄ − z1−α/2
σ√
n

, x̄ + z1−α/2
σ√
n

]

. (2.12)

Το διάστηµα αυτό υπολογίστηκε για κάποια δοθείσα πιθανότητα 1−α που είναι το προκα-

ϑορισµένο επίπεδο εµπιστοσύνης (confidence level, λέγεται και στάθµη εµπιστοσύνης) και

λέγεται διάστηµα εµπιστοσύνης (δ.ε.) (confidence interval) της µ σε επίπεδο 1−α. Η ερµη-

νεία αυτού του διαστήµατος ϑέλει προσοχή. Σε µια πρώτη προσέγγιση ϑα λέγαµε ότι σηµαίνει

‘µε πιθανότητα (εµπιστοσύνη) 1 − α η µέση τιµή µ ϐρίσκεται µέσα σ΄ αυτό το διάστηµα’, το

οποίο δεν είναι ορθό αφού η µ είναι σταθερό µέγεθος κι όχι τ.µ. για να µιλάµε για την τιµή της

µε πιθανότητες. Το µέγεθος που αλλάζει (ανάλογα µε το δείγµα) είναι το διάστηµα και σ΄ αυτό

πρέπει να αναφέρεται η πιθανότητα ή εµπιστοσύνη. Σωστότερη λοιπόν ερµηνεία είναι ότι ‘αν

χρησιµοποιούσαµε πολλά τέτοια διαστήµατα από διαφορετικά δείγµατα, ποσοστό (1−α)% απ΄

αυτά ϑα περιείχαν τη µ’ ή ‘µε 1 − α πιθανότητα (εµπιστοσύνη) το διάστηµα αυτό ϑα περιέχει

την πραγµατική µ’.

Συνοπτικά η διαδικασία για τον προσδιορισµό του διαστήµατος εµπιστοσύνης της µ είναι

Επιλογή του επιπέδου εµπιστοσύνης 1 − α
⇓

Υπολογισµός του z1−α/2 από τον αντίστοιχο στατιστικό

πίνακα για την τυπική κανονική κατανοµή

⇓
Υπολογισµός του διαστήµατος [x̄ − z1−α/2

σ√
n
, x̄ + z1−α/2

σ√
n
], όπου

• το σ είναι γνωστό,

• το x̄ υπολογίζεται από το δείγµα των n παρατηρήσεων.

Παράδειγµα 2.4 Θέλουµε να εκτιµήσουµε διάστηµα εµπιστοσύνης σε επίπεδο 95% για το µέσο

όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για ασφάλειες των 40 αµπέρ που παράγει η εταιρία Α από τα

δεδοµένα του Πίνακα 2.1. Υποθέτουµε ότι από παλιότερες µετρήσεις γνωρίζουµε ότι η διασπορά

για αυτό το όριο είναι σ2 = 1 (αµπέρ)2.

Το δείγµα είναι µικρό (n = 25 < 30). Εξετάζουµε τη δειγµατική κατανοµή του ορίου έντασης

ηλεκτρικού ϱεύµατος από τα δεδοµένα µας. Γι αυτό σχεδιάζουµε το ιστόγραµµα και το ϑηκόγραµ-

µα των δεδοµένων του Πίνακα 2.1, τα οποία παρουσιάζονται στο Σχήµα 2.2. Από το ιστόγραµµα

και το ϑηκόγραµµα ϐλέπουµε ότι η κατανοµή του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος ϕαίνεται να

είναι κανονική (είναι συµµετρική και δεν έχει µακριές ουρές). Ειδικά για το ϑηκόγραµµα ϕαίνεται

να τηρούνται τα τρία χαρακτηριστικά που συνιστούν κανονική κατανοµή όπως τα ϑέσαµε στην

Παράγραφο 1.2:

• Η διάµεσος δεν τείνει προς το Q1 ή το Q3.

• Οι µύστακες έχουν περίπου το ίδιο µήκος.

• ∆εν υπάρχουν ακραίες τιµές ή αποµακρισµένες τιµές.
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Σχήµα 2.2: Ιστόγραµµα και ϑηκόγραµµα των δεδοµένων του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύ-

µατος για ασφάλειες της εταιρίας Α του Πίνακα2.1.

΄Αρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος X ακολουθεί κανονική

κατανοµή N(µ, 1) και τότε η δειγµατική µέση τιµή x̄ του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος

ακολουθεί επίσης κανονική κατανοµή N(µ, 1/25), όπου n = 25 είναι το µέγεθος του δείγµατος.

Για την εκτίµηση του δ.ε. της µ ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα :

1. Το επίπεδο εµπιστοσύνης είναι 1 − α = 0.95 (α = 0.05).

2. Από τον στατιστικό πίνακα έχουµε z0.975 = Φ−1(0.975) = 1.96.

3. Η διασπορά είναι γνωστή, σ2 = 1 (αµπέρ)2. Η δειγµατική µέση τιµή έχει υπολογιστεί στο

Παράδειγµα 2.1 και είναι x̄ = 39.80 αµπέρ. Το 95% δ.ε. για τη µέση τιµή µ είναι

39.80 ± 1.96
1

5
→ [39.41, 40.20].

΄Αρα το 95% δ.ε. του µέσου ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για ασφάλειες των 40

αµπέρ της εταιρίας Α µε ϐάση το δείγµα είναι [39.41, 40.20]. Μπορούµε να πούµε ότι η σηµειακή

εκτίµηση x̄ = 39.80 είναι αρκετά ακριβής αφού το αντίστοιχο 95% δ.ε. είναι αρκετά µικρό.

Επίσης παρατηρούµε ότι το 95% δ.ε. περιέχει το 40, δηλαδή µε 95% εµπιστοσύνη µπορούµε να

συµπεράνουµε ότι κατά µέσο όρο οι ασφάλειες που παράγει η εταιρία Α διασφαλίζουν την ένδειξη

τους και καίγονται πράγµατι σε ένταση ηλεκτρικού ϱεύµατος 40 αµπέρ.

΄Αγνωστη διασπορά Γενικά η διασπορά σ2 της τ.µ. X είναι άγνωστη και την εκτιµούµε από

το δείγµα µε τη δειγµατική διασπορά s2 (π.χ. δες την (2.4) που χρησιµοποιούµε για τους

υπολογισµούς).

Μεγάλο n
Αν το δείγµα είναι µεγάλο (n > 30) η εκτιµήτρια s2 είναι αρκετά ακριβής κι απλά µπορούµε

να αντικαταστήσουµε τη διασπορά σ2 µε τη δειγµατική διασπορά s2 στην παραπάνω διαδικασία
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για να πάρουµε το διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µ. ΄Αρα για µεγάλο n κι άγνωστη διασπορά

η διαδικασία υπολογισµού του δ.ε. της µ δίνεται ως εξής.

δ.ε. για µ: άγνωστη διασπορά και n µεγάλο

Επιλογή του επιπέδου εµπιστοσύνης 1 − α
⇓

Υπολογισµός του z1−α/2 από τον αντίστοιχο στατιστικό

πίνακα για την τυπική κανονική κατανοµή

⇓
Υπολογισµός του διαστήµατος [x̄ − z1−α/2

s√
n
, x̄ + z1−α/2

s√
n
], όπου

• το s υπολογίζεται από το δείγµα των n παρατηρήσεων,

• το x̄ υπολογίζεται από το δείγµα των n παρατηρήσεων.

Μικρό n

Αν το δείγµα είναι µικρό τότε η προσέγγιση δεν είναι καλή και το διάστηµα µπορεί να είναι

αρκετά ανακριβές ακόµα κι αν γνωρίζουµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί κανονική κατανοµή.
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Σχήµα 2.3: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την τυπική κανονική κατανοµή και την

κατανοµή student µε 5, 24 και 50 ϐαθµούς ελευθερίας, όπως δείχνει το επεξήγηµα των γραµ-

µών.

Για µικρό n και υποθέτοντας πως η τ.µ. X ακολουθεί κανονική κατανοµή, η τ.µ. t που

ορίζεται ως t ≡ x̄−µ
s/

√
n

ακολουθεί την κατανοµή student ή t-κατανοµή µε v = n − 1 ϐαθµούς

ελευθερίας

t ≡ x̄ − µ

s/
√

n
∼ tn−1.

κατανοµή αυτή µοιάζει µε την τυπική κανονική κατανοµή και την προσεγγίζει καθώς αυξάνει

ο αριθµός των ϐαθµών ελευθερίας όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.3. Για µεγάλο n η προσέγγιση

είναι πολύ καλή κι οι τιµές των t και z είναι πρακτικά ίδιες.
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Η διαδικασία για την εκτίµηση του διαστήµατος εµπιστοσύνης είναι όπως παραπάνω αλλά

η κρίσιµη τιµή είναι tn−1,1−α/2 αντί για z1−α/2 και τη ϐρίσκουµε από το στατιστικό πίνακα της

κατανοµής student. [Η κρίσιµη τιµή της t ορίζεται από το 1 − α/2 αλλά και από τους ϐαθµούς

ελευθερίας v = n − 1. Στο Σχήµα2.4 παρουσιάζεται η κατανοµή student για v = 24 και οι κρίσιµες

τιµές της για 1 − α = 0.95.] Το διάστηµα εµπιστοσύνης σε επίπεδο 1 − α είναι

−6 −4 −2 0 2 4 6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

t
24,0.025

=−2.064 t
24,0.975

=2.064
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Σχήµα 2.4: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την κατανοµή student µε 24 ϐαθµούς

ελευθερίας κι η δεξιά κι αριστερή κρίσιµη τιµή της για 1 − α = 0.95.

x̄ ± tn−1,1−α/2
s√
n

ή [x̄ − tn−1,1−α/2
s√
n

, x̄ + tn−1,1−α/2
s√
n

]. (2.13)

Αναλυτικά η διαδικασία υπολογισµού του δ.ε. της µ δίνεται ως εξής.

δ.ε. για µ: άγνωστη διασπορά, µικρό n και X ∼ N(µ, σ2)

Επιλογή του επιπέδου εµπιστοσύνης 1 − α
⇓

Υπολογισµός του tn−1,1−α/2 από τον αντίστοιχο στατιστικό

πίνακα για την κατανοµή student

⇓
Υπολογισµός του διαστήµατος x̄ ± tn−1,1−α/2

s√
n
, όπου

• το s υπολογίζεται από το δείγµα των n παρατηρήσεων.

• το x̄ υπολογίζεται από το δείγµα των n παρατηρήσεων.

Παράδειγµα 2.5 Για το προηγούµενο παράδειγµα 2.4 υποθέτουµε πως η διασπορά είναι άγ-

νωστη (που είναι και η πιο πιθανή περίπτωση για το πραγµατικό πρόβληµα). Το δείγµα είναι

αρκετά µεγάλο (n = 25) κι ίσως ϑα µπορούσαµε να υποθέσουµε πως η x̄ σαν τ.µ. ακολουθεί

κανονική κατανοµή και να χρησιµοποιήσουµε στους υπολογισµούς του διαστήµατος εµπιστοσύν-

ης την κρίσιµη τιµή z1−α/2. Για να εκτιµήσουµε όµως το διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο όριο

έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος της ασφάλειας µε την καλύτερη δυνατή ακρίβεια χρησιµοποιούµε

την κρίσιµη τιµή tn−1,1−α/2 από την κατανοµή student.
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Στο Παράδειγµα 2.1 είχαµε υπολογίσει από το δείγµα των 25 ασφαλειών τη δειγµατική µέση

x̄ = 39.80 αµπέρ και τη δειγµατική διασπορά s2 = 0.854 (αµπέρ)2. Από το στατιστικό πίνακα για

την κατανοµή student, για 1 − α/2 = 0.975 και n − 1 = 24, ϐρίσκουµε t24,0.975 = 2.064 και το

δ.ε. για τη µ είναι

39.80 ± 2.064

√
0.854

5
→ [39.42, 40.18].

Η χρήση της κρίσιµης τιµής t24, 0.975 = 2.064 υπαγορεύεται από τη χρήση της εκτίµησης s2 αντί της

πραγµατικής διασποράς σ2 που δεν τη γνωρίζουµε. Αν αποφασίζαµε εσφαλµένα να χρησιµοποιή-

σουµε στους παραπάνω υπολογισµούς τη z0.975 = 1.96 της κανονικής κατανοµής ϑα ϐρίσκαµε

το διάστηµα [39.44, 40.16] πού είναι ελάχιστα µικρότερο (αφού z0.975 < t24, 0.975). Το διάστηµα

όµως αυτό δεν είναι ακριβές γιατί κάναµε την υπόθεση για κανονική κατανοµή της x̄ που δεν

εφαρµόζεται στην περίπτωση που η διασπορά είναι άγνωστη και το δείγµα είναι µικρό.

Γενικά όταν τον n δεν είναι µεγάλο το διάστηµα εµπιστοσύνης της x̄ που παίρνουµε υπ-

οθέτοντας ότι η x̄ ακολουθεί κατανοµή student είναι πιό µεγάλο από αυτό που παίρνουµε

υποθέτοντας ότι η x̄ ακολουθεί κανονική κατανοµή και η διασπορά παραµένει η ίδια.

Μη κανονική κατανοµή και µικρά δείγµατα Σε κάποιες περιπτώσεις το δείγµα µπορεί να

είναι µικρό και η κατανοµή της τ.µ. X που παρατηρούµε να µην είναι κανονική. [΄Οταν δε

ξέρουµε τίποτε για την κατανοµή της X αυτό το εκτιµούµε από τα δεδοµένα του δείγµατος, π.χ. από

τη µορφή του ιστογράµµατος των δεδοµένων.] Σε µια τέτοια περίπτωση (κι ανεξάρτητα από το

αν η διασπορά είναι γνωστή ή όχι) δε µπορούµε να υποθέσουµε πως η x̄ ακολουθεί κάποια

συγκεκριµένη κατανοµή και στη συνέχεια να εκτιµήσουµε διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση

τιµή µ.

΄Οταν η κατανοµή δεν είναι κανονική δεν είναι και συµµετρική. Σε τέτοιες περιπτώσεις

ενδιαφερόµαστε για τη διάµεσο δ = δX της τ.µ. X αντί της µ = µX . Η σηµειακή εκτίµηση

x̃ της δ είναι απλά η κεντρική τιµή των παρατηρήσεων διαταγµένες σε αύξουσα σειρά (δες

Παράγραφο1.2.1). Το διάστηµα εµπιστοσύνης για τη δ ϐρίσκεται µε τη µέθοδο Wilcoxon που

ϐασίζεται στην τάξη των παρατηρήσεων παρά στις τιµές τους. Αυτή η εκτίµηση διαστήµατος

εµπιστοσύνης λέγεται µη παραµετρική (επειδή δεν υποθέτουµε κάποια κατανοµή και τις

παραµέτρους της για την εκτιµήτρια).

Παρατηρήσεις

Γενικά ϑα ϑέλαµε το διάστηµα εµπιστοσύνης να είναι όσο το δυνατό µικρότερο για να έχουµε

όσο το δυνατόν πιο ακριβή σηµειακή εκτίµηση. Το διάστηµα εµπιστοσύνης εξαρτάται από:

• την κατανοµή και τη διασπορά σ2 της τ.µ. X [αυτά δε µπορούµε να τα αλλάξουµε, είναι

χαρακτηριστικά της τ.µ. που µελετάµε].

• το µέγεθος n του δείγµατος [αύξηση του n έχει σαν αποτέλεσµα τη µείωση του εύρους του δ.ε.,

που είναι ϕυσικά επιθυµητό αλλά όχι πάντοτε εφικτό, αφού η απόκτηση πολλών παρατηρήσεων

µπορεί να είναι εργασία επίπονη και πολυέξοδη].

• το επίπεδο εµπιστοσύνης 1−α [αυτό το καθορίζουµε εµείς, αλλά δε ϑα ϑέλαµε να µικρύνουµε

το διάστηµα µειώνοντας την εµπιστοσύνη µας σ΄ αυτό γιατί τότε τα αποτελέσµατά µας δε ϑα

είχαν την επιθυµητή στατιστική σηµαντικότητα]. Το επίπεδο εµπιστοσύνης που συνήθως

χρησιµοποιείται στην πράξη είναι 95%.
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Στον Πίνακα2.2 συνοψίζεται η εκτίµηση του διαστήµατος εµπιστοσύνης της µ στις διάφορες

περιπτώσεις.

διασπορά κατανοµή της X n κατανοµή της x̄ διάστηµα εµπιστοσύνης

γνωστή κανονική z ≡ x̄−µ
σ/

√
n
∼ N(0, 1) x̄ ± z1−α/2

σ√
n

γνωστή µη κανονική µεγάλο z ≡ x̄−µ
σ/

√
n
∼ N(0, 1) x̄ ± z1−α/2

σ√
n

γνωστή µη κανονική µικρό — —

άγνωστη µεγάλο z ≡ x̄−µ
s/

√
n
∼ N(0, 1) x̄ ± z1−α/2

s√
n

άγνωστη κανονική µικρό t ≡ x̄−µ
s/

√
n
∼ tn−1 x̄ ± tn−1,α/2

s√
n

άγνωστη µη κανονική µικρό — —

Πίνακας 2.2: Εκτίµηση του διαστήµατος εµπιστοσύνης της µ ανάλογα µε τη γνώση της διασ-

ποράς και κατανοµής της τ.µ. X και το µέγεθος n του δείγµατος.

Εύρος διαστήµατος εµπιστοσύνης Πολλές ϕορές πριν να κάνουµε το πείραµα και συλλέξ-

ουµε τις µετρήσεις προκαθορίζουµε ένα συγκεκριµένο εύρος για το δ.ε. ή Ϲητάµε το εύρος

του δ.ε. να µην ξεπερνάει κάποιο ανώτατο όριο για να έχουν νόηµα τα αποτελέσµατα. Για

να το πετύχουµε αυτό χωρίς να αλλάξουµε τη σηµαντικότητα των στατιστικών αποτελεσµάτων,

ϐρίσκουµε το µέγεθος n του δείγµατος που µας δίνει αυτό το εύρος του δ.ε. Αυτό υπολογίζεται

ϑέτοντας το εύρος του δ.ε. ίσο µε την τιµή που Ϲητάµε και λύνοντας την εξίσωση ως προς

το n. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε πως το δείγµα είναι µικρό και η τ.µ. X ακολουθεί

κανονική κατανοµή µε άγνωστη διασπορά, χρησιµοποιούµε δηλαδή τη σχέση (2.13) για να

υπολογίσουµε το δ.ε. της µέσης τιµής µ. Το εύρος του δ.ε. είναι

w = 2 tn−1,1−α/2 ·
s√
n

(2.14)

και λύνοντας ως προς n ϐρίσκουµε ότι για να είναι το εύρος του δ.ε. ίσο µε w πρέπει το δείγµα

να έχει µέγεθος

n =
(

2 tn−1,1−α/2 ·
s

w

)2

. (2.15)

Στην παραπάνω σχέση η τιµή tn−1,1−α/2 δεν είναι γνωστή αφού το n είναι άγνωστο και Ϲητούµενο.

Θα πρέπει λοιπόν να χρησιµοποιήσουµε την τιµή tn−1,1−α/2 που συµφωνεί καλύτερα µε το

αποτέλεσµα για το n από την (2.15). Αν το n παίρνει µεγάλες τιµές το παραπάνω πρόβληµα δεν

υφίσταται αφού για µεγάλα n η κρίσιµη τιµή tn−1,1−α/2 είναι πρακτικά ίδια µε την αντίστοιχη

κρίσιµη τιµή της τυπικής κανονικής κατανοµής z1−α/2. ΄Αρα για µεγάλο n η σχέση (2.15)

δίνεται ως

n =
(

2 z1−α/2 ·
s

w

)2

. (2.16)

Παράδειγµα 2.6 Στο προηγούµενο παράδειγµα για το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος που

καίγονται οι ασφάλειες 40 αµπέρ υπολογίσαµε το 95% δ.ε. του µέσου ορίου έντασης κάνοντας

χρήση της κατανοµή student και ϐρήκαµε ότι είναι [39.42, 40.18] αµπέρ. Το εύρος του δ.ε. είναι
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w = 40.18 − 39.42 = 0.76 αµπέρ. Αν ϑέλουµε το εύρος του δ.ε. να µην ξεπερνάει 0.5 αµπέρ τότε

αντί για 25 ασφάλειες πρέπει να δοκιµάσουµε

n =

(

2 · 1.96 ·
√

0.854

0.5

)2

= 52.5 → 53,

δηλαδή πρέπει να αυξήσουµε το δείγµα σε 53 ασφάλειες (στρογγυλοποιούµε πάντα στον αµέσως

µεγαλύτερο ακέραιο).

2.2.2 ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της διασποράς σ2

΄Οπως για να ϐρούµε διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή µ ορίσαµε πρώτα την

κατανοµή της εκτιµήτριας x̄ έτσι και για να ϐρούµε διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά

σ2 ορίζουµε πρώτα την κατανοµή της αµερόληπτης εκτιµήτριας s2 της σ2 (σχέση (2.2) ). Γνωρί-

Ϲουµε ότι η χ2 ≡ (n−1)s2

σ2 ακολουθεί την κατανοµή X 2 µε v = n − 1 ϐαθµούς ελευθερίας

χ2 ≡ (n − 1)s2

σ2
∼ X 2

n−1.

Στο Σχήµα 2.5 παρουσιάζεται η µορφή της κατανοµής X 2 για χαρακτηριστικούς ϐαθµούς ελευ-

ϑερίας. Για λίγους ϐαθµούς ελευθερίας η κατανοµή X 2 είναι αρκετά λοξή και γίνεται πιο
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Σχήµα 2.5: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την κατανοµή X 2 µε 5, 24 και 50 ϐαθµούς

ελευθερίας.

συµµετρική καθώς αυξάνουν οι ϐαθµοί ελευθερίας. Για πολύ µεγάλο n η X 2 προσεγγίζει την

κανονική κατανοµή.

Για δοθείσα πιθανότητα 1 − α µπορούµε να ϐρούµε από τον στατιστικό πίνακα για τη

κατανοµή X 2 τις δύο κρίσιµες τιµές χ2
n−1,α/2 και χ2

n−1,1−α/2 για τις οποίες ισχύει

P(χ2
n−1,α/2 < χ2 < χ2

n−1,1−α/2) = 1 − α. (2.17)

Επειδή η X 2 δεν είναι συµµετρική έχουµε δύο κρίσιµες τιµές : την αριστερή κρίσιµη τιµή

χ2
n−1,α/2 που είναι τέτοια ώστε

P(χ2 < χ2
n−1,α/2) = α/2
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και τη δεξιά κρίσιµη τιµή χ2
n−1,1−α/2 που είναι τέτοια ώστε

P(χ2 < χ2
n−1,1−α/2) = 1 − α/2.

[Οι δείκτες α/2 και 1−α/2 των κρίσιµων τιµών είναι κι οι τιµές της αντίστοιχης αθροιστικής συνάρτησης

κατανοµής.] Στο Σχήµα 2.6 παρουσιάζεται η κατανοµή X 2 για n − 1 = 24 ϐαθµούς ελευθερίας

καθώς κι οι κρίσιµες τιµές της για 1 − α = 0.95.

0 10 20 30 40 50 60
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0.04

0.05

0.06

X2
24,0.025

 = 12.4

X2
24,0.975
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X2
24

x

f
X
(x)

Σχήµα 2.6: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την κατανοµή X 2 µε 24 ϐαθµούς ελευ-

ϑερίας κι η δεξιά κι αριστερή κρίσιµη τιµή της για 1 − α = 0.95.

Στη σχέση (2.17), λύνοντας τις δύο ανισότητες

χ2
n−1,α/2 <

(n − 1)s2

σ2
≤ χ2

n−1,1−α/2

ως προς σ2 ϐρίσκουµε το (1 − α)% διάστηµα εµπιστοσύνη για τη σ2

[

(n − 1)s2

χ2
n−1,1−α/2

,
(n − 1)s2

χ2
n−1,α/2

]

, (2.18)

όπου η δειγµατική διασπορά s2 υπολογίζεται από το δείγµα των n παρατηρήσεων.

Αναλυτικά η διαδικασία υπολογισµού του δ.ε. της σ2 δίνεται ως εξής.

δ.ε. για σ2: X ∼ N(µ, σ2)

Επιλογή του επιπέδου εµπιστοσύνης 1 − α
⇓

Υπολογισµός των χ2
n−1,α/2 και χ2

n−1,1−α/2 από τον

αντίστοιχο στατιστικό πίνακα για την κατανοµή X 2

⇓
Υπολογισµός του διαστήµατος

[

(n−1)s2

χ2
n−1,1−α/2

, (n−1)s2

χ2
n−1,α/2

]

, όπου

• το s2 υπολογίζεται από το δείγµα των n παρατηρήσεων.



ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ 37

Το 95% δ.ε. για την τυπική απόκλιση σ έχει σαν άκρα τις τετραγωνικές ϱίζες των αντίστοιχων

άκρων του 95% δ.ε. για τη διασπορά σ2.

Παράδειγµα 2.7 Από τα δεδοµένα για το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος ασφάλειας της

εταιρίας Α στον Πίνακα 2.1 ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τη διασπορά σ2 του ορίου έντασης. Η

σηµειακή εκτίµηση ϐρέθηκε να είναι s2 = 0.854 (αµπέρ)2. Για n − 1 = 24 και α = 0.05 από

τον στατιστικό πίνακα για τη X 2 ϐρίσκουµε χ2
24, 0.025 = 12.4 και χ2

24, 0.975 = 39.4 (δες επίσης

Σχήµα 2.6). Το 95% δ.ε. για τη σ2 είναι

[

24 · 0.854

39.4
,

24 · 0.854

12.4

]

= [0.52, 1.65].

Το 95% δ.ε. για την τυπική απόκλιση σ του ορίου ηλεκτρικού ϱεύµατος είναι

[
√

0.52,
√

1.65] = [0.72, 1.28].

Στο παραπάνω παράδειγµα παρατηρούµε ότι η εκτίµηση s2 = 0.854 (αµπέρ)2 είναι πιο

κοντά στο αριστερό άκρο του διαστήµατος εµπιστοσύνης. Γενικά το διάστηµα εµπιστοσύνης

για τη διασπορά σ2 δεν είναι συµµετρικό ως προς τη σηµειακή εκτίµηση s2 κι αυτό γιατί η

κατανοµή X 2 δεν είναι συµµετρική όπως είναι η κανονική κατανοµή κι η κατανοµή student.

΄Οσο αυξάνουν όµως οι ϐαθµοί ελευθερίας (δηλαδή το µέγεθος δείγµατος) η X 2 κατανοµή

προσεγγίζει την κανονική κατανοµή (δες Σχήµα 2.5). Γι αυτό για πολύ µεγάλα δείγµατα το

διάστηµα εµπιστοσύνης µπορεί να υπολογισθεί κι από άλλο τύπο που περιέχει κρίσιµες τιµές

της τυπικής κανονικής κατανοµής.

2.2.3 ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς δύο µέσων τιµών µ1 − µ2

Θέλουµε να εκτιµήσουµε τη διαφορά των µέσων τιµών µ1 και µ2 δύο ανεξάρτητων τ.µ. X1 και

X2 έχοντας δύο δείγµατα µεγέθους n1 και n2 από τον πληθυσµό της X1 και τον πληθυσµό της

X2 αντίστοιχα.

Η σηµειακή εκτίµηση της διαφοράς µ1 − µ2 είναι απλά η διαφορά των δειγµατικών µέσων

τιµών x̄1 − x̄2. Για το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1 − µ2 πρέπει να ελέγξουµε την

κατανοµή της εκτιµήτριας x̄1 − x̄2, όπως κάναµε στην εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης για

τη µέση τιµή µ.

Γνωστές διασπορές Θεωρούµε ότι γνωρίζουµε τις διασπορές σ2
1 και σ2

2 των X1 και X2. Υπ-

οθέτουµε επίσης ότι τα δείγµατα είναι αρκετά µεγάλα ή η κατανοµή των X1 και X2 είναι

κανονική. Τότε η εκτιµήτρια x̄1 − x̄2 ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή

µx̄1−x̄2 ≡ E(x̄1 − x̄2) = µ1 − µ2

και διασπορά

σ2
x̄1−x̄2

≡ Var(x̄1 − x̄2) =
σ2

1

n1
+

σ2
2

n2
.

Αν οι X1 και X2 είναι οµοσκεδαστικές, δηλαδή σ2
1 = σ2

2 = σ2, τότε η διασπορά είναι σ2( 1
n1

+ 1
n2

).
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Η διαδικασία είναι ίδια όπως για την εύρεση του διαστήµατος εµπιστοσύνης για τη µέση

τιµή µ αν κάνουµε τις παρακάτω αντικαταστάσεις :

εκτιµήτρια x̄ −→ x̄1 − x̄2

µέση τιµή εκτιµήτριας µ −→ µ1 − µ2

διασπορά εκτιµήτριας
σ2

n
−→ σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

.

Εποµένως το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1 − µ2 είναι

(x̄1 − x̄2) ± z1−α/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
. (2.19)

δ.ε. για µ1 − µ2: γνωστές διασπορές και είτε n1,n2 µεγάλα

ή X1 ∼ N(µ1, σ
2
1) και X2 ∼ N(µ2, σ

2
2)

Επιλογή του επιπέδου εµπιστοσύνης 1 − α
⇓

Υπολογισµός του z1−α/2 από τον αντίστοιχο στατιστικό

πίνακα για την τυπική κανονική κατανοµή

⇓
Υπολογισµός του διαστήµατος (x̄1 − x̄2) ± z1−α/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
, όπου

• το σ2
1 και σ2

2 είναι γνωστά και

• το x̄1 και x̄2 υπολογίζονται από τα δείγµατα των n1 και n2 παρατηρή-

σεων.

Συχνά στην πράξη µε την εκτίµηση του διαστήµατος εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1 − µ2

ϑέλουµε να διαπιστώσουµε αν κατά µέσο όρο η µια τ.µ. είναι διαφορετική (µεγαλύτερη ή

µικρότερη) από την άλλη. Στη συνέχεια, αν διαπιστώσουµε πως η διαφορά είναι στατιστικά

σηµαντική, το διάστηµα εµπιστοσύνης δίνει επίσης εκτίµηση του µεγέθους αυτής της διαφοράς.

Το διάστηµα εµπιστοσύνης λοιπόν το ερµηνεύουµε ως εξής :

• Αν περιέχει το µηδέν τότε δε µπορούµε να πούµε ότι οι µέσες τιµές των τ.µ. X1 και

X2 διαφέρουν µε στατιστική σηµαντικότητα για το επίπεδο σηµαντικότητας α που χρησι-

µοποιήσαµε και µε ϐάση τα συγκεκριµένα δεδοµένα.

• Αν είναι ϑετικό τότε µπορούµε να πούµε πως για το επίπεδο εµπιστοσύνης 1 − α που

χρησιµοποιήσαµε η τ.µ. X1 είναι κατά µέσο όρο µεγαλύτερη από τη X2 κατά ένα ποσό

που καθορίζεται από τα όρια του διαστήµατος που εκτιµήσαµε. Αντίστοιχα ερµηνεύουµε

το διάστηµα εµπιστοσύνης όταν είναι αρνητικό.

Παράδειγµα 2.8 Ενδιαφερόµαστε να διαπιστώσουµε αν το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος

που καίγονται ασφάλειες 40 αµπέρ της εταιρίας Α είναι κατά µέσο όρο διαφορετικό από το

όριο για ίδιου τύπου ασφάλειες κατασκευασµένες από µια άλλη εταιρία Β. Γι αυτό ϑέλουµε να
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εκτιµήσουµε το 95% δ.ε. για τη διαφορά των µέσων τιµών µ1 και µ2 του ορίου έντασης ηλεκτρικού

ϱεύµατος για τις ασφάλειες της εταιρίας Α και της εταιρίας Β αντίστοιχα. ∆ίνεται ότι η διασπορά

είναι κοινή και γνωστή και είναι σ2 = 1 (αµπέρ)2.

Στον Πίνακα 2.1 παρουσιάζονται 25 µετρήσεις του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος γι-

α τις ασφάλειες 40 αµπέρ της εταιρίας Α και 20 µετρήσεις σε ασφάλειες της εταιρίας Β. Στο

Παράδειγµα 2.4 είδαµε µε τη ϐοήθεια ιστογράµµατος και ϑηκογράµµατος (Σχήµα 2.2) πως το ό-

ϱιο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για τις ασφάλειες της εταιρίας Α ϑα µπορούσε να ακολουθεί

κανονική κατανοµή. Από το ιστόγραµµα και το ϑηκόγραµµα του Σχήµατος 2.7 µπορούµε να

πούµε το ίδιο και για το όριο ηλεκτρικού ϱεύµατος για τις ασφάλειες της εταιρίας Β. ΄Αρα µ-
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Σχήµα 2.7: Ιστόγραµµα των δεδοµένων του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για ασφάλειες

των 40 αµπέρ της εταιρίας Β του Πίνακα2.1 και ϑηκογράµµατα των δεδοµένων του ορίου

έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για ασφάλειες των 40 αµπέρ των δύο εταιριών από τον ίδιο

πίνακα.

πορούµε να υποθέσουµε πως οι τ.µ. του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος X1 και X2 και

για τους δύο πληθυσµούς, δηλαδή τις ασφάλειες 40 αµπέρ και των δύο εταιριών, ακολουθούν

κανονική κατανοµή. Συγκρίνοντας τα ϑηκογράµµατα για τις ασφάλειες των εταιριών Α και Β (δες

Σχήµα 2.7) ϕαίνεται ότι η κεντρική τάση (εδώ διάµεσος) του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος

για τις ασφάλειες της εταιρίας Β είναι υψηλότερη από αυτή για τις ασφάλειες της εταιρίας Α,

αλλά ίσως όχι σηµαντικά αφού οι δύο ϑήκες (τα διαστήµατα των 50% κεντρικών τιµών του κάθε

δείγµατος) επικαλύπτονται κατά µεγάλο ποσοστό. Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε αν αυτή η διαφορά

είναι στατιστικά σηµαντική κάνοντας χρήση του διαστήµατος εµπιστοσύνης της µ1 − µ2.

Οι δειγµατικές µέσες τιµές υπολογίζονται σε x̄1 = 39.80 αµπέρ και x̄2 = 40.57 αµπέρ. Η

διαφορά τους είναι x̄1 − x̄2 = −0.77 αµπέρ. Από τη σχέση (2.19), όπου z1−α/2 = z0.975 = 1.96 και

σ2
1 = σ2

2 = σ2 = 1 ϐρίσκουµε ότι το 95% δ.ε. είναι

−0.77 ± 1.96

√

1 ·
(

1

25
+

1

20

)

→ [−1.36, −0.18].

Συµπεραίνουµε λοιπόν πως σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% µπορούµε να πούµε πως το µέσο όριο

έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος διαφέρει σηµαντικά στις ασφάλειες των δύο εταιριών. Συγκεκριµέ-

να οι ασφάλειες των 40 αµπέρ της εταιρίας Α καίγονται κατά µέσο όρο σε µικρότερη ένταση
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ηλεκτρικού ϱεύµατος από ότι οι ασφάλειες της εταιρίας Β, κατά ποσό µεταξύ 0.18 και 1.36

αµπέρ.

΄Αγνωστες διασπορές Συνήθως όταν δε γνωρίζουµε τις µ1, µ2 αγνοούµε και τις σ2
1, σ2

2 .

Μεγάλο n
΄Οταν τα δείγµατα είναι µεγάλα (n1 > 30 και n2 > 30) µπορούµε να αντικαταστήσουµε στη

σχέση (2.19) τις σ2
1 , σ2

2 µε τις δειγµατικές µέσες τιµές s2
1, s2

2 και να εκτιµήσουµε έτσι το διάστηµα

εµπιστοσύνης για τη διαφορά µ1 − µ2.

δ.ε. για µ1 − µ2: άγνωστες διασπορές και n1,n2 µεγάλα

Επιλογή του επιπέδου εµπιστοσύνης 1 − α
⇓

Υπολογισµός του z1−α/2 από τον αντίστοιχο στατιστικό

πίνακα για την τυπική κανονική κατανοµή

⇓
Υπολογισµός του διαστήµατος (x̄1 − x̄2) ± z1−α/2

√

s2
1

n1
+

s2
2

n2
, όπου

• το x̄1 και x̄2 υπολογίζονται από τα δείγµατα των n1 και n2 παρατηρή-

σεων.

• το s2
1 και s2

2 υπολογίζονται επίσης από τα δείγµατα.

Μικρό n
΄Οταν το µέγεθος του ενός ή και των δύο δειγµάτων είναι µικρό η εκτίµηση του διαστήµατος

εµπιστοσύνης είναι πιο περίπλοκη. Στην περίπτωση που οι κατανοµές των X1 και X2 δε δίνονται

να είναι κανονικές (ή δεν προκύπτει από τη περιγραφική µελέτη των δεδοµένων), δε µπορούµε

γενικά να προσδιορίσουµε την κατανοµή της διαφοράς x̄1 − x̄2 για να εκτιµήσουµε έτσι το

διάστηµα εµπιστοσύνης και πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τη µή-παραµετρική προσέγγιση.

Υποθέτουµε λοιπόν πως οι κατανοµές των X1 και X2 είναι κανονικές κι επιπλέον οµοσκεδαστικές

(σ2
1 = σ2

2 = σ2). Σ΄ αυτήν την περίπτωση ορίζουµε πρώτα τη δειγµατική κοινή διασπορά s2
p ως

συνάρτηση των s2
1 και s2

2

s2
p =

(n1 − 1)s2
1 + (n2 − 1)s2

2

n1 + n2 − 2
. (2.20)

Μπορεί να δειχθεί ότι η s2
p είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της κοινής διασποράς σ2. Με τη

ϐοήθεια της s2
p η εκτίµηση της διασποράς της διαφοράς x̄1 − x̄2 είναι s2

(

1
n1

+ 1
n2

)

. Για την

εκτιµήτρια x̄1 − x̄2 µπορούµε να ορίσουµε τον παρακάτω µετασχηµατισµό που ακολουθεί

κατανοµή student µε n1 + n2 − 2 ϐαθµούς ελευθερίας

t ≡ (x̄1 − x̄2) − (µ1 − µ2)

sp

√

1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2

από το οποίο προκύπτει πως το (1 − α)% δ.ε. της διαφοράς µ1 − µ2 είναι

(x̄1 − x̄2) ± tn1+n2−2,1−α/2 sp

√

1

n1
+

1

n2
. (2.21)
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δ.ε. για µ1 − µ2: άγνωστες και ίσες διασπορές, n1,n2 µικρά

και X1 ∼ N(µ1, σ
2
1) και X2 ∼ N(µ2, σ

2
2)

Επιλογή του επιπέδου εµπιστοσύνης 1 − α
⇓

Υπολογισµός του tn1+n2−2,1−α/2 από τον αντίστοιχο στατιστικό

πίνακα για την κατανοµή student

⇓
Υπολογισµός του διαστήµατος (x̄1−x̄2)±tn1+n2−2,1−α/2 sp

√

1
n1

+ 1
n2

, όπου

• το x̄1 και x̄2 υπολογίζονται από τα δείγµατα των n1 και n2 παρατηρή-

σεων.

• το s2
1 και s2

2 υπολογίζονται επίσης από τα δείγµατα.

Παράδειγµα 2.9 Για το προηγούµενο παράδειγµα ας υποθέσουµε πως η διασπορά του ορίου

έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για τις ασφάλιες 40 αµπέρ των δύο εταιριών Α και Β είναι άγνωστη.

Από τα δύο ιστογράµµατα και ϑηκογράµµατα στα Σχήµατα 2.2 και 2.7 µπορούµε να δεχτούµε ότι

οι τ.µ. ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για τις ασφάλειες και των δύο εταιριών ακολουθούν

κανονική κατανοµή και µάλιστα έχουν την ίδια διασπορά (το εύρος των τιµών των δύο δειγµάτων

είναι περίπου το ίδιο). Επειδή όµως τα δείγµατα είναι σχετικά µικρά ϑα υποθέσουµε ότι η διαφορά

x̄1 − x̄2 ακολουθεί κατανοµή student κι όχι κανονική.

Η δειγµατική διασπορά του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για τις ασφάλειες της εταιρίας

Α είναι s2
1 = 0.854 (αµπέρ)2 και για την εταιρεία Β είναι s2

2 = 0.952 (αµπέρ)2 (σχετικά κοντά).

Εφαρµόζοντας τη σχέση (2.20) ϐρίσκουµε ότι η δειγµατική κοινή διασπορά είναι (n1 = 25 και

n2 = 20)

s2
p =

(25 − 1) · 0.854 + (20 − 1) · 0.952

25 + 20 − 2
= 0.947 αµπέρ.

Οι ϐαθµοί ελευθερίας είναι n1+n2−2 = 43 και για επίπεδο εµπιστοσύνης 95% ϐρίσκουµε από τον

στατιστικό πίνακα για την κατανοµή student την κρίσιµη τιµή t43, 0.975 = 2.02 (πολύ κοντά στην

αντίστοιχη κρίσιµη τιµή z0.975 = 1.96 της τυπικής κανονικής κατανοµής γιατί οι ϐαθµοί ελευθερίας

είναι πολλοί). Το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης είναι (x̄1 − x̄2 = −0.77)

−0.77 ± 2.02 · 0.947

√

1

25
+

1

20
→ [−1.35, −0.19].

΄Οπως και πριν που η διασπορά ήταν γνωστή συµπεραίνουµε πως σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%

οι ασφάλειες της εταιρίας Α κατά µέσο όρο καίγονται σε µικρότερη ένταση ηλεκτρικού ϱεύµατος

απ΄ ότι οι ασφάλειες της εταιρίας Β κατά ένα ποσό που κυµαίνεται µεταξύ 0.19 και 1.35 αµπέρ.

Παρατηρήσεις

Οι παράγοντες που επηρεάζουν τον υπολογισµό του διαστήµατος εµπιστοσύνης της µ1 − µ2

είναι οι ίδιες όπως για τη µ. Σ΄ αυτές προστίθεται και ο παράγοντας της ισότητας των διασπορών

των X1 και X2. Στον Πίνακα2.3 συνοψίζεται η εκτίµηση του διαστήµατος εµπιστοσύνης της

µ1 − µ2 στις διάφορες περιπτώσεις.
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διασπορές κατανοµή n1, n2 κατανοµή της x̄1 − x̄2 διάστηµα εµπιστοσύνης

των X1,X2 των X1,X2

γνωστές κανονική z ≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1) (x̄1 − x̄2) ± z1−α/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

γνωστές µη κανονική µεγάλα z ≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1) (x̄1 − x̄2) ± z1−α/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

γνωστές µη κανονική µικρά — —

άγνωστες

άνισες/ίσες
µεγάλα z ≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)

√

s21
n1

+
s22
n2

∼ N(0, 1) (x̄1 − x̄2) ± z1−α/2

√

s2
1

n1
+

s2
2

n2

άγνωστες

ίσες
κανονική µικρά t≡(x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)

sp

√

1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2 (x̄1−x̄2) ± tn1+n2−2,1−α/2sp

√

1
n1

+ 1
n2

άγνωστες

ίσες
µη κανονική µικρά — —

άγνωστες

άνισες
µικρά — —

Πίνακας 2.3: Εκτίµηση του διαστήµατος εµπιστοσύνης της διαφοράς µ1 − µ2 ανάλογα µε τη

γνώση των διασπορών και κατανοµών των τ.µ. X1 και X2 καθώς και των µεγεθών n1 και n2 των

αντιστοίχων δειγµάτων.

Υπάρχει ϕανερή αντιστοιχία των περιπτώσεων για το διάστηµα εµπιστοσύνης της µέσης τιµής

(Πίνακας2.2) και για το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς δύο µέσων τιµών (Πίνακας2.3,

οι έξι πρώτες σειρές). Για τη διαφορά µέσων τιµών υπάρχει ακόµα η περίπτωση των άνισων

κι αγνώστων διασπορών σε συνδυασµό µε µικρά δείγµατα (τελευταία σειρά του Πίνακα2.3)

για την οποία δεν µπορούµε να καθορίσουµε την κατανοµή της εκτιµήτριας x̄1 − x̄2 και απ΄

αυτήν να ϐρούµε το διάστηµα εµπιστοσύνης. Σ΄ αυτήν την περίπτωση ούτε η µη παραµετρική

εκτίµηση µπορεί να δώσει διάστηµα εµπιστοσύνης (για τη διάµεσο).

Για το δ.ε. της µ είχαµε ορίσει τη σχέση του εύρους w του δ.ε. και του µεγέθους n του

δείγµατος. Επειδή για το δ.ε. της µ1 − µ2 έχουµε µεγέθη δύο δειγµάτων n1 και n2 είναι

δύσκολο να καθορίσουµε τα n1 και n2 για κάποιο εύρος w του διαστήµατος εµπιστοσύνης.

Αυτό το πρόβληµα δε ϑα µας απασχολήσει εδώ.

Για το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς µέσων τιµών υποθέσαµε οτι οι τ.µ. X1 και X2

είναι ανεξάρτητες. ∆ε ϑα ασχοληθούµε µε την περίπτωση που οι X1 και X2 είναι εξαρτηµένες

(όταν δηλαδή έχουµε Ϲευγαρωτές παρατηρήσεις) γιατί τέτοια προβλήµατα δεν παρουσιάζονται

συχνά στη µηχανική.

Τα διαστήµατα εµπιστοσύνης, πέρα από το ότι δίνουν ένα εύρος τιµών για την παράµετρο

που µελετάµε, µας δίνουν τη δυνατότητα να ελέγξουµε αν µια συγκεκριµένη τιµή της παραµέτρου

είναι πιθανή ϐλέποντας αν ανήκει στο διάστηµα εµπιστοσύνης. ΄Ετσι, στο τελευταίο παράδειγµα,

ελέγχοντας αν η τιµή µηδέν ανήκει στο διάστηµα εµπιστοσύνης µας επιτρέπει στην ουσία να

ελέγξουµε αν οι δύο µέσες τιµές διαφέρουν σηµαντικά ή όχι. Για τον στατιστικό έλεγχο υποθέ-

σεων υπάρχει συγκεκριµένη µεθοδολογία που αποτελεί σηµαντικό κοµµάτι της στατιστικής µε

το οποίο όµως δε ϑα ασχοληθούµε εδώ. Θα πρέπει να τονισθεί ότι τα διαστήµατα εµπιστοσύνης
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που ορίσαµε µας επιτρέπουν να ελέγξουµε αν µια παράµετρος µπορεί να πάρει κάποια τιµή

και τα αποτελέσµατα είναι ισοδύναµα µε αυτά του στατιστικού ελέγχου της ίδιας υπόθεσης.



44 ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ



Κεφάλαιο 3

ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ

Στα προηγούµενα κεφάλαια ορίσαµε και µελετήσαµε την τ.µ. µε τη ϐοήθεια της πιθανο-

ϑεωρίας (κατανοµή, ϱοπές) και της στατιστικής (εκτίµηση, στατιστική υπόθεση). Σ΄ αυτό το

κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε πως µια τ.µ. µεταβάλλεται όταν αλλάζει µια άλλη µεταβλητή (τυχαία

ή µη).

Πρώτα ϑα µελετήσουµε τη σχέση δύο τ.µ. X και Y . Συχνά στη µελέτη ενός τεχνικού

συστήµατος ενδιαφερόµαστε να προσδιορίσουµε τη σχέση µεταξύ δύο µεταβλητών του συστή-

µατος. Για παράδειγµα στη λειτουργία µια µηχανής µας ενδιαφέρει η σχέση του χρόνου ως

την αποτυχία κάποιου στοιχείου της µηχανής και της ταχύτητας του κινητήρα (σε περιστροφές

ανά λεπτό). Θα προσδιορίσουµε και ϑα εκτιµήσουµε το συντελεστή συσχέτισης που µετράει τη

γραµµική συσχέτιση δύο τ.µ..

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε τη συναρτησιακή σχέση εξάρτησης µιας τ.µ. Y ως προς µια

άλλη µεταβλητή X. Η σχέση αυτή είναι πιθανοκρατική κι ορίζεται µε την κατανοµή της Y για

κάθε τιµή της X. Για παράδειγµα η απόδοση κάποιου εργαστηριακού πειράµατος µπορεί να

ϑεωρηθεί τ.µ. µε κατανοµή που µεταβάλλεται µε τη ϑερµοκρασία στην οποία πραγµατοποιείται.

Συνήθως η µεταβολή αφορά µόνο τη µέση τιµή (κι ορισµένες ϕορές και τη διασπορά), γι αυτό

κι η περιγραφή της κατανοµής της Y ως προς τη X περιορίζεται στη δεσµευµένη µέση τιµή

E(Y |X) και γίνεται µε τη λεγόµενη ανάλυση παλινδρόµησης. Θα µελετήσουµε την απλή

γραµµική παλινδρόµηση, δηλαδή ϑα περιοριστούµε να εκτιµήσουµε τη γραµµική σχέση για

τη µέση τιµή E(Y |X) ως προς µια τ.µ. X.

3.1 Συσχέτιση δύο τ.µ.

∆ύο τ.µ. X και Y µπορεί να συσχετίζονται µε κάποιο τρόπο. Αυτό συµβαίνει όταν επηρεάζει

η µία την άλλη, ή αν δεν αλληλοεπηρεάζονται όταν επηρεάζονται και οι δύο από µια άλλη

µεταβλητή. Για παράδειγµα ο χρόνος ως την αποτυχία ενός στοιχείου κάποιας µηχανής και η

ταχύτητα του κινητήρα της µηχανής µπορούν να ϑεωρηθούν σαν δύο τ.µ. που συσχετίζονται,

όπου ο χρόνος αποτυχίας εξαρτάται από την ταχύτητα του κινητήρα (το αντίθετο δεν έχει πρακ-

τική σηµασία). Μπορούµε επίσης να ϑεωρήσουµε τη συσχέτιση του χρόνου αποτυχίας και της

ϑερµοκρασίας του στοιχείου της µηχανής, αλλά τώρα δεν εξαρτάται η µια από την άλλη παρά

εξαρτιούνται κι οι δύο από άλλες µεταβλητές, όπως η ταχύτητα του κινητήρα.

Στη συνέχεια ϑα ϑεωρήσουµε ότι οι δύο τ.µ. X και Y είναι συνεχείς. Για διακριτές τ.µ.

µπορούµε πάλι να ορίσουµε µέτρο συσχέτισης τους αλλά δε ϑα µας απασχολήσει εδώ.
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3.1.1 Ο συντελεστής συσχέτισης ρ

Ας ϑεωρήσουµε δύο τ.µ. X και Y µε διασπορά σ2
X και σ2

Y αντίστοιχα και συνδιασπορά

σXY ≡ Cov(X, Y ) = E(X, Y ) − E(X)E(Y ).

Η συνδιασπορά εκφράζει τη γραµµική συσχέτιση δύο τ.µ., δηλαδή την αναλογική µεταβολή

(αύξηση ή µείωση) της µιας τ.µ. που αντιστοιχεί σε µεταβολή της άλλης µεταβλητής. Η συν-

διασπορά είναι ένα ποσοτικό µέγεθος κι η µονάδα µέτρησης της εξαρτάται από τις µονάδες

µέτρησης των δύο τ.µ. X και Y . Γι αυτό για να µετρήσουµε καλύτερα τον ϐαθµό της γραµµικής

συσχέτισης δύο τ.µ. χρησιµοποιούµε τον συντελεστή συσχέτισης (correlation coefficient) ρ
που ορίζεται ως

ρ =
σXY

σX σY
. (3.1)

Ο συντελεστής συσχέτισης ρ παίρνει τιµές στο διάστηµα [−1, 1]:

• ρ = 1: υπάρχει τέλεια ϑετική σχέση µεταξύ των X και Y ,

• ρ = 0: δεν υπάρχει καµιά (γραµµική) σχέση µεταξύ των X και Y ,

• ρ = −1: υπάρχει τέλεια αρνητική σχέση µεταξύ των X και Y .

΄Οταν ρ = ±1 η σχέση είναι αιτιοκρατική κι όχι πιθανοκρατική γιατί γνωρίζοντας την τιµή της

µιας τ.µ. γνωρίζουµε και την τιµή της άλλης τ.µ. ακριβώς. ΄Οταν ο συντελεστής συσχέτισης

είναι κοντά στο −1 ή 1 η γραµµική συσχέτιση των δύο τ.µ. είναι ισχυρή (συνήθως χαρακτηρί-

Ϲουµε ισχυρές τις σχέσεις όταν |ρ| > 0.9) ενώ όταν είναι κοντά στο 0 οι τ.µ. είναι πρακτικά

ασυσχέτιστες.

΄Οπως ϕαίνεται από τον ορισµό στη σχέση (3.1), ο συντελεστής συσχέτισης ρ δεν εξαρτάται

από τη µονάδα µέτρησης των X και Y και είναι συµµετρικός ως προς τις X και Y .

3.1.2 Σηµειακή εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης

΄Οταν έχουµε παρατηρήσεις των δύο τ.µ. X και Y κατά Ϲεύγη

{(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)},

µπορούµε να εκτιµήσουµε τη συσχέτιση τους ποιοτικά από το διάγραµµα διασποράς (scatter

diagram), που είναι η απεικόνιση των σηµείων (xi, yi), i = 1, . . . , n, σε καρτεσιανό σύστηµα

συντεταγµένων. Στο Σχήµα 3.1 παρουσιάζονται τυπικά διαγράµµατα διασποράς για ισχυρές

κι ασθενείς συσχετίσεις δύο τ.µ. X και Y . Στα Σχήµατα 3.1α και 3.1δ η σχέση είναι τέλεια

(ρ = 1 και ρ = −1 αντίστοιχα), στα Σχήµατα 3.1ϐ και 3.1ε είναι ισχυρή (ϑετική µε ρ = 0.97
κι αρνητική µε ρ = −0.97 αντίστοιχα) και στα Σχήµατα 3.1γ και 3.1Ϲ είναι λιγότερο ισχυρή

(ϑετική µε ρ = 0.8 κι αρνητική µε ρ = −0.8 αντίστοιχα). Στο Σχήµα 3.1η είναι ρ = 0 γιατί οι

τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες ενώ στο Σχήµα 3.1ϑ είναι πάλι ρ = 0 αλλά οι X και Y δεν είναι

ανεξάρτητες αλλά συσχετίζονται µόνο µη-γραµµικά. Τέλος για το Σχήµα 3.1ι ο συντελεστής

συσχέτισης δεν ορίζεται γιατί η Y είναι σταθερή (σY = 0 στον ορισµό του ρ στην (3.1) ).
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Σχήµα 3.1: ∆ιάγραµµα διασποράς δύο τ.µ. X και Y από n = 20 παρατηρήσεις που παρουσιά-

Ϲουν ϑετική σχέση στα σχήµατα (α), (ϐ) και (γ), αρνητική σχέση στα σχήµατα (δ), (ε) και (Ϲ) και

καµιά συσχέτιση στα σχήµατα (η), (ϑ) και (ι). Σε κάθε σχήµα δίνεται η πραγµατική τιµή του

συντελεστή συσχέτισης ρ κι η δειγµατική r. Στο (ι) ο συντελεστής συσχέτισης δεν ορίζεται.

Η σηµειακή εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης ρ του πληθυσµού από το δείγµα των n
Ϲευγαρωτών παρατηρήσεων των X και Y γίνεται µε την αντικατάσταση στη σχέση (3.1) της

συνδιασποράς σXY και των διασπορών σ2
X και σ2

Y από τις αντίστοιχες εκτιµήσεις από το δείγµα

ρ̂ ≡ r =
sXY

sX sY

.

Οι αµερόληπτες εκτιµήτριες sXY , s2
X και s2

Y δίνονται ως

sXY =
1

n − 1

n
∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =
1

n − 1

(

n
∑

i=1

xiyi − nx̄ȳ

)

(3.2)

s2
X =

1

n − 1

n
∑

i=1

(xi − x̄)2 =
1

n − 1

(

n
∑

i=1

x2
i − nx̄2

)

(3.3)
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όπου x̄ και ȳ είναι οι δειγµατικές µέσες τιµές των X και Y . Από τα παραπάνω προκύπτει η

έκφραση της εκτιµήτρια r

r =

∑n
i=1 xiyi − nx̄ȳ

√

(
∑n

i=1 x2
i − nx̄2) (

∑n
i=1 y2

i − nȳ2)
. (3.4)

Είναι προφανές πως η παραπάνω σχέση για το r δεν αλλάζει αν ϑεωρήσουµε τις µεροληπτικές

εκτιµήτριες των σXY , σX και σY .

Στο Σχήµα 3.1 δίνεται ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης r για κάθε περίπτωση. Επειδή

το δείγµα είναι µικρό (n = 20) η τιµή του r δεν είναι πάντα κοντά στην πραγµατική τιµή ρ.

Αυτό συµβαίνει γιατί η εκτιµήτρια r όπως δίνεται στη σχέση (3.4) είναι µια τ.µ. που εξαρτάται

από τις τιµές και το πλήθος των Ϲευγών των παρατηρήσεων.

Για να εκφράσουµε τη συσχέτιση δύο τ.µ. χρησιµοποιούµε επίσης την ποσότητα r2 που

λέγεται και συντελεστής προσδιορισµού (coefficient of determination) (εκφράζεται συνήθως

σε ποσοστό %, 100r2). Ο συντελεστής προσδιορισµού δίνει το ποσοστό µεταβλητότητας των

τιµών της Y που υπολογίζεται από τη X (κι αντίστροφα) κι είναι ένας χρήσιµος τρόπος να

συνοψίσουµε τη σχέση δύο τ.µ..

Παράδειγµα 3.1 Θέλουµε να διερευνήσουµε τη συσχέτιση της αντίστασης και του χρόνου απο-

τυχίας κάποιου υπερφορτωµένου αντιστάτη. Γι αυτό πήραµε µετρήσεις αντίστασης (σε Ωµ, ohm)

και χρόνου αποτυχίας (σε λεπτά, min) από δείγµα 20 αντιστατών, οι οποίες παρουσιάζονται στον

Πίνακα 3.1. Για να ϐρούµε τον συντελεστή συσχέτισης r υπολογίζουµε πρώτα τα παρακάτω

x̄ = 38 ȳ = 33.5
20
∑

i=1

x2
i = 29634

∑20
i=1 y2

i = 23910
∑20

i=1 xiyi = 26305.

Από τη σχέση (3.4) ϐρίσκουµε

r =
26305 − 20 · 38 · 33.5

√

(29634 − 20 · 382) · (23910 − 20 · 33.52)
= 0.804.

Η τιµή του συντελεστή συσχέτισης r ≃ 0.8 υποδηλώνει ότι η αντίσταση κι ο χρόνος αποτυχίας

αντιστάτη έχουν γραµµική ϑετική συσχέτιση αλλά όχι πολύ ισχυρή. Αυτό ϕαίνεται κι από το

διάγραµµα διασποράς στο Σχήµα 3.2. Η µεταβλητότητα της µιας τ.µ. (αντίσταση ή χρόνος απο-

τυχίας) µπορεί να εξηγηθεί από τη συσχέτιση της µε την άλλη κατά ποσοστό που δίνεται από το

συντελεστή προσδιορισµού, που είναι

r2 · 100 = 0.8042 · 100 = 64.64 → ≃ 65%.

Συµπεραίνουµε λοιπόν πως η γνώση της µιας τ.µ. δε µας επιτρέπει να προσδιορίσουµε την άλλη

µε µεγάλη ακρίβεια. Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι η εκτίµηση r του συντελεστή συσχέτισης

µπορεί να αλλάξει σηµαντικά µε την πρόσθεση ή αφαίρεση λίγων παρατηρήσεων γιατί το µέγεθος

του δείγµατος είναι µικρό.

Για τον συντελεστή συσχέτισης ρ µπορούµε να υπολογίσουµε διαστήµατα εµπιστοσύνης

κάτω από την υπόθεση κανονικής κατανοµής των X και Y , αλλά εδώ δε ϑα ασχοληθούµε µε

αυτά τα ϑέµατα.
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Α/Α (i) Αντίσταση xi (ohm) Χρόνος αποτυχίας yi (min)

1 28 26

2 29 20

3 31 26

4 33 22

5 33 25

6 33 35

7 34 28

8 34 33

9 36 21

10 36 36

11 37 30

12 39 33

13 40 45

14 42 39

15 43 32

16 44 45

17 46 47

18 47 44

19 47 46

20 48 37

Πίνακας 3.1: ∆εδοµένα αντίστασης xi και χρόνου αποτυχίας yi για 20 αντιστάτες.
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Σχήµα 3.2: ∆ιάγραµµα διασποράς για το δείγµα παρατηρήσεων αντίστασης και χρόνου απο-

τυχίας 20 αντιστατών του Πίνακα3.1.

3.2 Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση

Στη συσχέτιση που µελετήσαµε παραπάνω µετρήσαµε µε το συντελεστή συσχέτισης τη γραµ-

µική σχέση δύο τ.µ. X και Y . Στην παλινδρόµηση που ϑα µελετήσουµε τώρα σχεδιάζουµε
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την εξάρτηση µιας τ.µ. Y , που την ονοµάζουµε εξαρτηµένη µεταβλητή (dependent variable),

από κάποια άλλη µεταβλητή X που την ονοµάζουµε ανεξάρτητη µεταβλητή (independent

variable). Ενώ λοιπόν η συσχέτιση είναι συµµετρική ως προς τα X και Y , στην παλινδρόµηση

η εξαρτηµένη µεταβλητή Y ’καθοδηγείται’ από την ανεξάρτητη µεταβλητή X. Γι αυτό και στην

ανάλυση που κάνουµε παίζει ϱόλο ποιόν από τους δύο παράγοντες που µετράµε ορίζουµε σαν

ανεξάρτητη µεταβλητή και ποιόν σαν εξαρτηµένη. Για παράδειγµα, σε µια µονάδα παραγωγής

ηλεκτρικής ενέργειας από λιγνίτη, για να προσδιορίσουµε το κόστος της παραγωγής ενέργειας,

µελετάµε την εξάρτηση του από το κόστος του λιγνίτη. Είναι ϕυσικό λοιπόν ως εξαρτηµένη

µεταβλητή Y να ϑεωρήσουµε το κόστος παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας κι ως ανεξάρτητη

µεταβλητή X το κόστος του λιγνίτη.

3.2.1 Το πρόβληµα της απλής γραµµικής παλινδρόµησης

Η εξαρτηµένη τ.µ. Y ακολουθεί κάποια κατανοµή. Επειδή µας ενδιαφέρει η συµπερι-

ϕορά της Y για κάθε δυνατή τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής X ϑέλουµε να µελετήσουµε τη

δεσµευµένη κατανοµή της Y για κάθε τιµή x της X. Με αναφορά στη δεσµευµένη αθροιστική

συνάρτηση κατανοµής ϑέλουµε να προσδιορίσουµε την FY (y|X = x) για κάθε τιµή x της X.

Αυτό είναι αρκετά περίπλοκο πρόβληµα που στην πράξη συχνά δε χρειάζεται να λύσουµε. Πε-

ϱιορίζουµε λοιπόν τη µελέτη του προβλήµατος της παλινδρόµησης στη δεσµευµένη µέση τιµή

E(Y |X = x). Υποθέτοντας ότι η εξάρτηση εκφράζεται από γραµµική σχέση έχουµε

E(Y |X = x) = α + βx (3.5)

και η σχέση αυτή λέγεται απλή γραµµική παλινδρόµηση της Y στη X (linear regression).

[Λέγεται απλή γιατί η εξάρτηση είναι προς µόνο µια µεταβλητή.] Το πρόβληµα της παλινδρόµησης

είναι η εύρεση των παραµέτρων α και β που εκφράζουν καλύτερα τη γραµµική εξάρτηση

της Y από τη X. Κάθε Ϲεύγος τιµών (α, β) καθορίζει µια διαφορετική γραµµική σχέση που

εκφράζεται γεωµετρικά από ευθεία γραµµή. Ο σταθερός όρος α είναι η τιµή του y για x = 0
και λέγεται διαφορά ύψους (intercept) κι ο συντελεστής του x, β, είναι η κλίση (slope) της

ευθείας ή αλλιώς ο συντελεστής παλινδρόµησης (regression coefficient). Αν ϑεωρήσουµε

τις παρατηρήσεις {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} και το διάγραµµα διασποράς που τις απεικονίζει σαν

σηµεία, µπορούµε να σχηµατίσουµε πολλές τέτοιες ευθείες που προσεγγίζουν την υποτιθέµενη

γραµµική εξάρτηση της E(Y |X = x) ως προς X, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.3.

Για κάποια τιµή xi της X αντιστοιχούν διαφορετικές τιµές yi της Y , σύµφωνα µε κάποια

κατανοµή πιθανότητας FY (yi|X = xi), δηλαδή µπορούµε να ϑεωρήσουµε την yi σαν τ.µ. [ϑα

ήταν σωστότερο να χρησιµοποιούσαµε το συµβολισµό Yi αντί yi, όπου ο δείκτης i ορίζει την εξάρτηση

από X = xi, αλλά ϑα χρησιµοποιήσουµε εδώ τον ίδιο συµβολισµό yi για την τ.µ. και την παρατήρηση].

Η τ.µ. yi για κάποια τιµή xi της X ϑα δίνεται κάτω από την υπόθεση της γραµµικής παλιν-

δρόµησης ως

yi = α + βxi + ǫi, (3.6)

όπου ǫi είναι κι αυτή τ.µ., λέγεται σφάλµα παλινδρόµησης (regression error) κι ορίζεται ως

η διαφορά της yi από τη δεσµευµένη µέση τιµή της

ǫi = yi − E(Y |X = xi).

Για την ανάλυση της γραµµικής παλινδρόµησης κάνουµε τις παρακάτω υποθέσεις :
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β2

2α β2y =    +    x

3α β3y =    +    x

1α β1y =    +    x

y

2α

x

Σχήµα 3.3: Ευθείες απλής γραµµικής παλινδρόµησης

• Η µεταβλητή X είναι ελεγχόµενη για το πρόβληµα που µελετάµε, δηλαδή γνωρίζουµε τις

τιµές της χωρίς καµιά αµφιβολία.

• Η σχέση (3.5) ισχύει, δηλαδή η εξάρτηση της Y από τη X είναι γραµµική.

• E(ǫi) = 0 και Var(ǫi) = σ2
ǫ για κάθε τιµή xi της X, δηλαδή το σφάλµα παλινδρόµησης

έχει µέση τιµή µηδέν για κάθε τιµή της X και η διασπορά του είναι σταθερή και δεν

εξαρτάται από τη X.

Η τελευταία συνθήκη είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη

Var(Y |X = x) ≡ σ2
Y |X = σ2,

δηλαδή η διασπορά της εξαρτηµένης µεταβλητής Y είναι η ίδια για κάθε τιµή της X και µάλιστα

είναι σ2
Y |X = σ2

ǫ ≡ σ2. Η τελευταία σχέση προκύπτει από τη σχέση (3.6), αφού οι παράµετροι α
και β είναι σταθερές και το xi γνωστό. Η ιδιότητα αυτή λέγεται οµοσκεδαστικότητα (δες επίσης

2.2.3) και αντίθετα έχουµε ετεροσκεδαστικότητα όταν η διασπορά της Y (ή του σφάλµατος ǫ)
µεταβάλλεται µε τη X.

Γενικά για να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους της γραµµικής παλινδρόµησης µε τη µέθοδο

των ελαχίστων τετραγώνων, όπως ϑα δούµε παρακάτω, δεν είναι απαραίτητο να υποθέσουµε

κάποια συγκεκριµένη δεσµευµένη κατανοµή FY (yi|X = xi) της Y ως προς τη X. Αν ϑέλουµε

όµως να υπολογίσουµε διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις παραµέτρους ϑα χρειαστούµε να

υποθέσουµε κανονική δεσµευµένη κατανοµή για τη Y . Επίσης οι παραπάνω υποθέσεις γι-

α γραµµική σχέση και σταθερή διασπορά αποτελούν χαρακτηριστικά πληθυσµών µε κανον-

ική κατανοµή. Συνήθως λοιπόν σε προβλήµατα γραµµικής παλινδρόµησης υποθέτουµε ότι η

δεσµευµένη κατανοµή της Y είναι κανονική

Y |X = x ∼ N(α + βx, σ2).
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3.2.2 Σηµειακή εκτίµηση παραµέτρων της απλής γραµµικής παλινδρόµησης

Το πρόβληµα της απλής γραµµικής παλινδρόµησης µε τις υποθέσεις που ορίστηκαν παρα-

πάνω συνίσταται στην εκτίµηση των τριών παραµέτρων της παλινδρόµησης :

1. της διαφοράς ύψους της ευθείας παλινδρόµησης α,

2. της κλίσης της ευθείας παλινδρόµησης β,

3. της διασποράς σφάλµατος της παλινδρόµησης σ2.

Τα α και β προσδιορίζουν την ευθεία παλινδρόµησης κι άρα καθορίζουν τη γραµµική σχέση

εξάρτησης της τ.µ. Y από τη µεταβλητή X. Η παράµετρος σ2 προσδιορίζει το ϐαθµό µεταβλ-

ητότητας γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης κι εκφράζει την αβεβαιότητα της γραµµικής

σχέσης.

Εκτίµηση των παραµέτρων της ευθείας παλινδρόµησης Η εκτίµηση

των παραµέτρων α και β γίνεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (method of least

squares). Η µέθοδος λέγεται έτσι γιατί ϐρίσκει την ευθεία παλινδρόµησης µε παραµέτρους a
και b έτσι ώστε το άθροισµα των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων των σηµείων από

την ευθεία να είναι το ελάχιστο. Οι εκτιµήσεις των α και β δίνονται από την ελαχιστοποίηση

του αθροίσµατος των τετραγώνων των σφαλµάτων

min
α,β

n
∑

i=1

ǫ2
i ή min

α,β

n
∑

i=1

(yi − α − βxi)
2. (3.7)

Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα ϑέτουµε τις µερικές παραγώγους ως προς τα α και β ίσες

µε το µηδέν και καταλήγουµε στο σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους

∂
∑

(yi−α−βxi)
2

∂α
= 0

∂
∑

(yi−α−βxi)
2

∂β
= 0







∑n
i=1 yi = nα + β

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xiyi = α

∑n
i=1 xi + β

∑n
i=1 x2

i

από το οποίο παίρνουµε τις εκτιµήσεις των α και β

b =
sXY

s2
X

, a = ȳ − bx̄, (3.8)

όπου sXY και s2
X είναι η δειγµατική συνδιασπορά των X και Y και η δειγµατική διασπορά της

X που ορίστηκαν στις σχέσεις (3.2) και (3.3) αντίστοιχα. Τα a και b ορίζουν την ευθεία

ŷ = a + bx,

που λέγεται κι ευθεία ελαχίστων τετραγώνων.
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xi

iy

iŷ
iy iŷie= −

y

y = a + bx

x

Σχήµα 3.4: Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και υπόλοιπα

Εκτίµηση της διασποράς των σφαλµάτων παλινδρόµησης Για κάθε

δοθείσα τιµή xi µε τη ϐοήθεια της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων εκτιµούµε την τιµή ŷi που

γενικά είναι διαφορετική από την πραγµατική τιµή yi. Η διαφορά

ei = yi − ŷi = yi − a − bxi

είναι η κατακόρυφη απόσταση της πραγµατικής τιµής από την ευθεία ελαχίστων τετραγών-

ων και λέγεται σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων ή απλά υπόλοιπο (residual). Στο Σχήµα 3.4

απεικονίζονται τα υπόλοιπα της παλινδρόµησης.

Το υπόλοιπο ei είναι η εκτίµηση του σφάλµατος παλινδρόµησης ǫi αντικαθιστώντας απλά

τις παραµέτρους παλινδρόµησης µε τις εκτιµήσεις ελαχίστων τετραγώνων στον ορισµό του σ-

ϕάλµατος ǫi = yi − α − βxi. ΄Αρα η εκτίµηση της διασποράς σ2 του σφάλµατος (που είναι κι η

δεσµευµένη διασπορά της Y ως προς X) δίνεται από τη δειγµατική διασπορά s2 των υπολοίπων

ei

s2 ≡ σ2
e =

1

n − 2

n
∑

i=1

(yi − ŷi)
2, (3.9)

όπου διαιρούµε µε n − 2 γιατί από τους ϐαθµούς ελευθερίας n του µεγέθους του δείγµατος

αφαιρούµε δύο για τις δύο παραµέτρους που έχουν ήδη εκτιµηθεί. Η δειγµατική διασπορά s2

µπορεί να εκφραστεί ως προς τις δειγµατικές διασπορές των X και Y και της συνδιασποράς

τους, αν αντικαταστήσουµε τις εκφράσεις των a και b από την (3.8) στην παραπάνω σχέση (όπου

ϑέτουµε ŷi = a + bxi)

s2 =
n − 1

n − 2

(

s2
Y − s2

XY

s2
X

)

=
n − 1

n − 2
(s2

Y − b2s2
X) (3.10)

όπου και πάλι υποθέτουµε τις αµερόληπτες εκτιµήτριες για τις διασπορές.

Παρατηρήσεις
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1. Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων περνάει από το σηµείο (x̄, ȳ) γιατί

a + bx̄ = ȳ − bx̄ + bx̄ = ȳ.

΄Αρα η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων µπορεί επίσης να οριστεί ως

yi − ȳ = b(xi − x̄).

2. Η εκτίµηση των α και β µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων δεν προϋποθέτει σταθερή

διασπορά και κανονική κατανοµή της εξαρτηµένης µεταβλητής Y για κάθε τιµή της

ανεξάρτητης µεταβλητής X. ΄Οταν όµως ισχύουν οι δύο αυτές συνθήκες οι εκτιµήτριες

ελαχίστων τετραγώνων a και b είναι οι εκτιµήτριες µεγίστης πιθανοφάνειας (κι άρα έχουν

και τις επιθυµητές ιδιότητες εκτιµητριών).

3. Αν η διασπορά της Y αλλάζει µε το X, τότε η διαδικασία των ελαχίστων τετραγώνων πρέπει

να διορθωθεί έτσι ώστε να δίνει περισσότερο ϐάρος στις παρατηρήσεις που αντιστοιχούν

σε µικρότερη διασπορά.

4. Για κάθε τιµή x0 της X µπορούµε να προβλέψουµε την αντίστοιχη τιµή y0 της Y από την

ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, ŷ0 = a + bx0. Εδώ πρέπει να προσέξουµε ότι η τιµή x0

πρέπει να ανήκει στο εύρος τιµών της X που έχουµε από το δείγµα. Για τιµές έξω από

αυτό το διάστηµα η πρόβλεψη δεν είναι αξιόπιστη.

Παράδειγµα 3.2 Θέλουµε να µελετήσουµε σ΄ ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα την εξάρτηση της

απολαβής ϱεύµατος κρυσταλλολυχνίας (τρανζίστορ) από την αντίσταση του στρώµατος της κρυσταλ-

λολυχνίας. Στον Πίνακα 3.2 παρουσιάζονται 10 µετρήσεις της απολαβής ϱεύµατος για αντίσ-

τοιχες τιµές της αντίστασης στρώµατος της κρυσταλλολυχνίας.

Α/Α (i) Αντίσταση στρώµατος xi (ohm/cm) Απολαβή ϱεύµατος yi

1 66 5.3

2 66 6.5

3 69 7.4

4 78 7.2

5 87 7.8

6 93 10.8

7 105 9.1

8 111 8.1

9 123 12.6

10 141 9.8

Πίνακας 3.2: ∆εδοµένα απολαβής ϱεύµατος τρανζίστορ (yi) για διαφορετικές τιµές της αντίσ-

τασης στρώµατος κρυσταλλολυχνίας (xi).

Υποθέτουµε πως η απολαβή ϱεύµατος της κρυσταλλολυχνίας εξαρτάται γραµµικά από την αν-

τίσταση του στρώµατος της και το διάγραµµα διασποράς από το δείγµα στο Σχήµα 3.5 επιβεβαιώνει

αυτήν την υπόθεση. Για να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους a και b της ευθείας ελαχίστων τετραγών-



ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 55

50 100 150
5

10

15

αντισταση  στρωµατoς x (ohm/cm)

α
π

o
λα

β
η

 ρ
ευ

µ
α

τo
ς 

y y = 2.53 + 0.063 x

x
0

y
0

Σχήµα 3.5: ∆ιάγραµµα διασποράς για τα δεδοµένα του Πίνακα3.2 κι ευθεία ελαχίστων

τετραγώνων.

ων υπολογίζουµε πρώτα τα παρακάτω
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και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.2) και (3.3) για τη δειγµατική συνδιασπορά και διασπορά

αντίστοιχα, ϐρίσκουµε

sXY = 41.81 s2
X = 662.1 s2

Y = 4.66.

Οι εκτιµήσεις b και a είναι

b =
41.81

662.1
= 0.063

a = 8.46 − 0.063 · 93.9 = 2.53.

Από τη σχέση (3.10) υπολογίζουµε την εκτίµηση διασποράς των σφαλµάτων παλινδρόµησης

s2 =
9

8
(4.66 − 0.0632 · 41.81) = 5.056.

Τα αποτελέσµατα αυτά ερµηνεύονται ως εξής :

1. b: Για αύξηση της αντίστασης στρώµατος κατά µία µονάδα µέτρησης (1 ohm/cm) η απολαβή

του ϱεύµατος της κρυσταλλολυχνίας αυξάνεται κατά 0.063.

2. a: ΄Οταν δεν υπάρχει καθόλου αντίσταση στρώµατος (x = 0), η απολαβή του ϱεύµατος

είναι 2.53 µονάδες αλλά ϐέβαια είναι αδύνατο να ϑεωρήσουµε στρώµα χωρίς αντίσταση.

∆ε ϑα πρέπει λοιπόν να επιχειρήσουµε προβλέψεις για τιµές της αντίστασης στρώµατος

µικρότερης του 66 ohm/cm και µεγαλύτερης του 141 ohm/cm, που είναι οι ακραίες τιµές

της αντίστασης του δείγµατος.
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3. s2: Η εκτίµηση της διασποράς γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης για κάθε τιµή της X
(στο διάστηµα τιµών του πειράµατος) είναι 5.056, ή αλλιώς το τυπικό σφάλµα της εκτίµησης

της παλινδρόµησης είναι 2.249 µονάδες, που είναι µεγάλο σε σχέση µε το επίπεδο τιµών της

Y .

Με ϐάση το µοντέλο παλινδρόµησης που εκτιµήσαµε µπορούµε να προβλέψουµε την απολαβή

ϱεύµατος για κάθε αντίσταση στρώµατος κρυσταλλολυχνίας στο διάστηµα [66, 141] ohm/cm. Στο

Σχήµα 3.5 απεικονίζεται η πρόβλεψη της απολαβής ϱεύµατος για αντίσταση στρώµατος x0 =
120 ohm/cm και είναι

y0 = 2.53 + 0.063 · 120 = 10.11.

Για τις παραµέτρους α και β, καθώς και για τη διασπορά σ2, µπορούµε να εκτιµήσουµε

διαστήµατα εµπιστοσύνης και να κάνουµε στατιστικούς ελέγχους αλλά δε ϑα ασχοληθούµε µε

αυτά τα ϑέµατα.

3.2.3 Σχέση του συντελεστή συσχέτισης και παλινδρόµησης

Η παλινδρόµηση ορίζεται ϑεωρώντας την ανεξάρτητη µεταβλητή X σταθερή και την εξαρτη-

µένη µεταβλητή Y τυχαία, ενώ για τη συσχέτιση ϑεωρούµε και τις δύο µεταβλητές X και Y
τυχαίες. Για τις µεταβλητές X και Y της παλινδρόµησης, µπορούµε να αγνοήσουµε ότι η X
δεν είναι τ.µ. και να ορίσουµε το συντελεστή συσχέτισης ρ όπως και πριν. Η σχέση µεταξύ του

r (της εκτιµήτριας του ρ από το δείγµα) και του συντελεστή της παλινδρόµησης b δίνεται ως

εξής (συνδυάζοντας τις σχέσεις r = sXY

sXsY
και b = sXY

s2
X

)

r = b
sX

sY

ή b = r
sY

sX

. (3.11)

Και τα δύο µεγέθη, r και b, εκφράζουν ποσοτικά τη γραµµική συσχέτιση των µεταβλητών X
και Y , αλλά το b εξαρτάται από τη µονάδα µέτρησης των X και Y ενώ το r, επειδή προκύπτει

από το λόγο της συνδιασποράς προς τις τυπικές αποκλίσεις των X και Y , δεν εξαρτάται από

τη µονάδα µέτρησης των X και Y και δίνει τιµές στο διάστηµα [−1, 1]. Η σχέση των r και b
περιγράφεται ως εξής :

• Αν η συσχέτιση είναι ϑετική (r > 0) τότε η κλίση της ευθείας παλινδρόµησης b είναι

επίσης ϑετική.

• Αν η συσχέτιση είναι αρνητική (r < 0) τότε η κλίση της ευθείας παλινδρόµησης b είναι

επίσης αρνητική.

• Αν οι µεταβλητές X και Y δε συσχετίζονται (r = 0) τότε η ευθεία παλινδρόµησης είναι

οριζόντια (b = 0).

Επίσης µπορούµε να εκφράσουµε το r2 ως προς τη δειγµατική διασπορά του σφάλµατος s2

και αντίστροφα

s2 =
n − 1

n − 2
s2

Y (1 − r2) ή r2 = 1 − n − 2

n − 1

s2

s2
Y

. (3.12)

Η παραπάνω σχέση δηλώνει πως όσο µεγαλύτερο είναι το r2 (ή το |r|) τόσο µειώνεται η διασπορά

του σφάλµατος της παλινδρόµησης, δηλαδή τόσο ακριβέστερη είναι η πρόβλεψη που ϐασίζεται

στην ευθεία παλινδρόµησης.
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Παράδειγµα 3.3 Στο παραπάνω παράδειγµα, ο συντελεστής συσχέτισης του κέρδους ϱεύµατος

της κρυσταλλολυχνίας και της αντίστασης στρώµατος είναι

r =
sXY

sX sY
=

41.81√
662.1 · 4.66

= 0.753

που ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε κι από τις σχέσεις (3.11) ή (3.12). Ο συντελεστής συσχέτισης

δηλώνει την ασθενή ϑετική συσχέτιση του κέρδους ϱεύµατος και της αντίστασης στρώµατος, που

δε µπορούµε όµως να συµπεράνουµε από την τιµή του συντελεστή παλινδρόµησης b = 0.063 ή

την τιµή της διασποράς των σφαλµάτων s2 = 5.056 γιατί εξαρτιούνται από τις µονάδες µέτρησης

των δύο µεταβλητών.

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο ασχοληθήκαµε µόνο µε την απλή γραµµική παλινδρόµηση. Η µελέτη

της παλινδρόµησης επεκτείνεται στη µη-γραµµική παλινδρόµηση, που αποτελεί γενικότερη

και πιο ϱεαλιστική (αλλά και πιο πολύπλοκη) προσέγγιση για τον προσδιορισµό της εξάρτησης

της Y από τη X. Επίσης η τ.µ. Y µπορεί να εξαρτάται από περισσότερες από µια µεταβλητές

που είναι το πρόβληµα της πολλαπλής παλινδρόµησης (γραµµική ή µη-γραµµική).
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Περιγραφική Στατιστική, Εκτίµηση Παραµέτρων

1. ∆είξτε ότι η εκτιµήτρια s2 της διασποράς σ2 είναι αµερόληπτη.

2. ∆ύο τυχαίες µεταβλητές X1 και X2 έχουν κοινή διασπορά σ2 και s2
1, s2

2 είναι οι αµερόλη-

πτες δειγµατικές διασπορές των X1 και X2, αντίστοιχα, από δείγµατα µεγέθους n1 και

n2. ∆είξτε ότι η εκτιµήτρια s2 =
(n1−1)s2

1+(n2−1)s2
2

n1+n2−2
της σ2 είναι επίσης αµερόληπτη.

3. Για τον έλεγχο της περιεκτικότητας του χάλυβα σε ϱαδιενέργεια σε δύο εργοστάσια παραγ-

ωγής χάλυβα Α και Β έγιναν οι παρακάτω µετρήσεις ϱαδιενέργειας σε τυχαία δοκίµια

χάλυβα (οι µετρήσεις είναι σε Bq/g):

∆οκίµια 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Α (Bq/g) 0.37 0.00 0.54 0.59 0.16 0.86 0.86 0.49 0.60 0.55

Β (Bq/g) 0.24 0.52 0.12 0.95 0.26 0.33 0.62 0.32 0.27 0.05 0.39 0.10 0.51 0.79 0.09

Θεωρείται ότι η διασπορά της ϱαδιενέργειας στο χάλυβα είναι ίδια για τα δύο εργοστάσια

(σ2
1 = σ2

2 = σ2).

(α΄) Σχηµατίστε το ϑηκόγραµµα για τα δεδοµένα ϱαδιενέργειας στο χάλυβα των δύο

δειγµάτων και σχολιάστε αν η ϱαδιενέργεια στους χάλυβες των δύο εργοστασίων

ϕαίνεται να ακολουθούν κανονική κατανοµή. Σχολιάστε επίσης αν ϕαίνεται να

διαφέρουν αυτές οι δύο κατανοµές.

(ϐ΄) Εκτιµείστε τη µέση ϱαδιενέργεια στο χάλυβα για το εργοστάσιο Α (σηµειακή εκ-

τίµηση και 95% διάστηµα εµπιστοσύνης).

(γ΄) Κάνετε την ίδια εκτίµηση για το εργοστάσιο Β.

(δ΄) ΄Εστω ότι το ανώτατο επιτρεπτό όριο για τη µέση ϱαδιενέργεια στο χάλυβα είναι 0.5

Bq/g. Με ϐάση τα παραπάνω διαστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο εµπιστοσύνης

95% απαντήστε αν ϑα γινόταν αποδεκτός στην αγορά ο χάλυβας από το εργοστάσιο

Α και από το εργοστάσιο Β.

(ε΄) Ελέγξτε χρησιµοποιώντας διάστηµα εµπιστοσύνης σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% αν

η µέση ϱαδιενέργεια στους χάλυβες των δύο εργοστασίων είναι ίδια.

4. (*) ΄Εγιναν 15 µετρήσεις της συγκέντρωσης διαλυµένου οξυγόνου (∆.Ο.) σ΄ ένα ποτάµι (σε

mg/l)

59
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Οξυγόνο Α 1.8 2.0 2.1 1.7 1.2 2.3 2.5 2.9 1.6 2.2 2.3 1.8 2.4 1.6 1.9

Από παλιότερες µετρήσεις γνωρίζουµε ότι η διασπορά του ∆.Ο. είναι 0.1 (mg/l)2.

(α΄) Εκτιµείστε τη διασπορά της συγκέντρωσης ∆.Ο. από το δείγµα καθώς και τα δι-

αστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο 99% και 90%. Εξετάστε και για τα δύο επίπεδα

εµπιστοσύνης αν µπορούµε να δεχτούµε την εµπειρική τιµή της διασποράς γι αυτό

το δείγµα.

(ϐ΄) Υπολογίστε τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας για τα δεδοµένα του δείγµατος και

σχηµατίστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα. Σχολιάστε αν ϕαίνεται η συγκέντρωση ∆.Ο.

στο νερό του ποταµού να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(γ΄) Εκτιµείστε τη µέση συγκέντρωση ∆.Ο. από το δείγµα και δώστε γι αυτήν 95% διάστη-

µα εµπιστοσύνης υποθέτοντας πρώτα ότι η διασπορά είναι γνωστή και µετά χρησι-

µοποιώντας αυτήν του δείγµατος.

(δ΄) Αν υποθέσουµε ότι για ένα εργοστάσιο δίπλα στο ποτάµι είναι σηµαντικό η µέση

συγκέντρωση ∆.Ο. να µην πέφτει κάτω από 1.8 mg/l, ϑα προκαλούσαν ανησυχία

αυτές οι παρατηρήσεις (χρησιµοποιείστε τη διασπορά από το δείγµα);

(ε΄) Αν δε µας ικανοποιεί το πλάτος του τελευταίου παραπάνω διαστήµατος και ϑέλουµε

να το µειώσουµε σε 0.2 mg/l πόσες επιπρόσθετες ηµερήσιες µετρήσεις πρέπει να

γίνουν ;

5. (*) Σε συνέχεια της ΄Ασκησης 1, σ΄ έναν άλλο ποταµό έγιναν οι παρακάτω παρόµοιες

µετρήσεις

Οξυγόνο Β 2.3 2.1 1.9 2.6 2.9 1.5 3.1 2.1 2.7 2.3 2.6 2.5

(α΄) Σχηµατίζοντας κατάλληλο ϑηκόγραµµα σχολιάστε αν ϕαίνεται η συγκέντρωση ∆.Ο.

στον ποταµό Β να ακολουθεί κανονική κατανοµή. Από τα ϑηκογράµµατα ϕαίνεται

να διαφέρει η συγκέντρωση ∆.Ο. στο νερό των δύο ποταµών ;

(ϐ΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά των µέσων συγκεντρώσεων ∆.Ο.

στα δύο ποτάµια υποθέτοντας πρώτα ότι η διασπορά είναι γνωστή (0.1 (mg/l)2) και

ίδια για τα δύο δείγµατα και µετά χρησιµοποιώντας τις εκτιµήσεις των διασπορών

από τα δείγµατα. Μπορούµε να πούµε πως η µέση συγκέντρωση ∆.Ο. είναι ίδια στα

δύο ποτάµια (στην κάθε περίπτωση);

6. Η τάση διακοπής εναλλασσόµενου ϱεύµατος ενός µονωτικού υγρού δηλώνει τη διηλεκ-

τρική ανθεκτικότητα του. Πήραµε τις παρακάτω παρατηρήσεις της τάσης διακοπής (kV)

σε κάποιο κύκλωµα κάτω από ορισµένες συνθήκες.

41 46 47 47 48 50 50 50 50 50 50 50

48 50 50 50 50 50 50 50 52 52 53 55

50 50 50 50 52 52 53 53 53 53 53 57

52 52 53 53 53 53 53 53 54 54 55 68
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(α΄) Σχηµατίστε το ιστόγραµµα των δεδοµένων της τάσης διακοπής του κυκλώµατος και

σχολιάστε αν η τάση διακοπής ϕαίνεται να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά της τάσης διακοπής του κυκ-

λώµατος.

(γ΄) Από παλιότερες µετρήσεις είχαµε ϐρει πως η τυπική απόκλιση της τάσης διακοπής

παρόµοιου κυκλώµατος ήταν περίπου 5 kV. Μπορούµε να δεχθούµε αυτήν την

τυπική απόκλιση και γι αυτό το κύκλωµα ;

(δ΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τάση διακοπής του κυκλώµατος,

υποθέτοντας

(i) τυπική απόκλιση της τάσης διακοπής 5 kV,

(ii) ότι η τυπική απόκλιση της τάσης διακοπής είναι άγνωστη.

(ε΄) Μπορούµε να αποκλείσουµε ότι η µέση τάση διακοπής είναι 52 kV για τις περιπτώ-

σεις (i) και (ii) του προηγούµενου ερωτήµατος ;

7. Πριν να συµφωνήσει την παραγγελία µιας µεγάλης παρτίδας καλύµµατος πολυαιθυ-

λενίου για την προστασία κάποιου ειδικού τύπου καλωδίου, µια εταιρία ϑέλει να σιγουρευτεί

ότι η πραγµατική τυπική απόκλιση του πάχους των καλυµµάτων είναι περίπου 0.05 mm.

Για το σκοπό αυτό µετρήθηκε το πάχος σε 20 καλύµµατα κι οι τιµές (σε mm) είναι

6.711 6.730 6.746 6.860 6.861 6.872 6.928 6.973 7.012 7.015

6.746 6.860 6.861 6.872 6.928 6.973 7.012 7.015 7.053 7.359

(α΄) Υπολογίστε τα µέτρα ϑέσης και µεταβλητότητας για τα δεδοµένα του δείγµατος και

σχηµατίστε το κατάλληλο ϑηκόγραµµα. Σχολιάστε αν ϕαίνεται το πάχος των καλυµ-

µάτων να ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(ϐ΄) Ελέγξτε µε ϐάση τα κατάλληλα διαστήµατα εµπιστοσύνης αν η εταιρία ϑα δεχτεί ότι

το µέσο πάχος των καλυµµάτων είναι 0.05mm σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και

99%.

8. Σε δύο τυχαία δείγµατα ελασµάτων που χρησιµοποιούνται στην κατασκευή πινάκων

κυκλωµάτων µετρήθηκε το ποσό της στρέβλωσης (σε mm) κάθε ελάσµατος κάτω από συγ-

κεκριµένες συνθήκες (διαφορετικές για το κάθε ένα από τα δύο δείγµατα). Οι µετρήσεις

έδωσαν τα παρακάτω αποτελέσµατα

∆είγµα Πλήθος ελασµάτων Μέση τιµή (mm) Τυπική απόκλιση (mm)

1 25 0.161 0.0165

2 22 0.150 0.0130

Υποθέστε ότι το ποσό στρέβλωσης των ελασµάτων για τις δύο διαφορετικές συνθήκες (µε

ή χωρίς συγκόλληση) ακολουθεί κανονική κατανοµή.

(α΄) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο ποσό στρέβλωσης των ελασµάτων

για τις δύο διαφορετικές συνθήκες ξεχωριστά.
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(ϐ΄) Ελέγξτε µε ϐάση το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης αν το µέσο ποσό στρέβλωσης των

ελασµάτων είναι το ίδιο κάτω από τις δύο διαφορετικές συνθήκες.

9. Ο υπολογισµός της ϕόρτωσης του δικτύου υπολογιστών γίνεται εύκολα από τη µέτρηση

του χρόνου που κάνει ένα πακέτο πληροφορίας να πάει από µια υπολογιστική µονάδα

(host) (µονάδα αποστολής) σε µια άλλη µονάδα (µονάδα παραλαβής) και να επιστρέψει

πίσω (ping time). Από την κεντρική υπολογιστική µονάδα του εργαστηρίου και µέσα

σε µικρό χρονικό διάστηµα µετρήθηκαν οι χρόνοι επιστροφής πακέτων πληροφορίας σε

10 µακρινές µονάδες παραλαβής και δίνονται παρακάτω σε χιλιοστά του δευτερολέπτου

(ms).

Μονάδα παραλαβής 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Χρόνος (ms) 25 38 58 52 69 101 132 148 202 232

(α΄) Εκτιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% το µέσο χρόνο επιστροφής πακέτων πληρο-

ϕορίας µε ϐάση το δείγµα, υποθέτοντας πως η κατανοµή του χρόνου επιστροφής

είναι κανονική.

(ϐ΄) Αν το δίκτυο χαρακτηρίζεται υπερφορτωµένο όταν ο µέσος χρόνος επιστροφής πακέτων

πληροφορίας ξεπερνάει τα 200 ms ϑα ϑεωρούσατε το δίκτυο υπερφορτωµένο τη

χρονική περίοδο που έγιναν οι µετρήσεις ;

(γ΄) Πόσες µετρήσεις ακόµα πρέπει να κάνουµε για να έχουµε ακρίβεια εκτίµησης του

µέσου χρόνου επιστροφής πακέτων πληροφορίας ±20 ms (δηλαδή το εύρος του 95%
διαστήµατος εµπιστοσύνης να είναι 40 ms);

10. Μετρήθηκε η χωρητικότητα (σε αµπερώρες) 10 µπαταριών και τα αποτελέσµατα δίνονται

ως εξής :

140 136 150 144 148 152 138 141 143 151

Από παλιότερες µετρήσεις γνωρίζουµε ότι η χωρητικότητα της µπαταρίας ακολουθεί

κανονική κατανοµή µε τυπική απόκλιση 6 αµπερώρες.

(α΄) Εκτιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και σε επίπεδο εµπιστοσύνης 99% τη µέση

χωρητικότητα της µπαταρίας.

(ϐ΄) Η µπαταρία ϑεωρείται µη αποδεκτή αν η µέση χωρητικότητα της είναι κάτω από 140

αµπερώρες. Με ϐάση τα διαστήµατα εµπιστοσύνης στο (10α΄) ϑα γινόταν η µπαταρία

αποδεκτή ; [απαντήστε για το κάθε ένα διάστηµα εµπιστοσύνης ξεχωριστά].

11. Σ ένα πείραµα µετρήθηκε η αντίσταση 14 καλωδίων τύπου Α και η µέση τιµή αντίστασης

καλωδίων του δείγµατος ϐρέθηκε να είναι x̄1 = 0.137 Ohms. Η κατανοµή του µεγέ-

ϑους αντίστασης καλωδίου ϑεωρείται κανονική και η τυπική απόκλιση της αντίστασης

καλωδίου ϑεωρείται γνωστή και είναι 0.01 Ohms.

(α΄) Εκτιµώντας το κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης, εξετάστε αν µπορούµε να δεχ-

τούµε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% ότι το καλώδιο τύπου Α έχει µέση αντίσταση

1.40 Ohms.
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(ϐ΄) Σ ένα δεύτερο πείραµα µετρήθηκε επίσης η αντίσταση 10 καλωδίων από έναν άλλο

τύπο Β. Η κατανοµή και η τυπική απόκλιση της αντίστασης καλωδίου τύπου Β είναι

όπως και για το καλώδιο τύπου Α. Η µέση τιµή αντίστασης των 10 καλωδίων τύπου Β

του δείγµατος ϐρέθηκε να είναι x̄2 = 0.133 Ohms. Εκτιµώντας το κατάλληλο διάστη-

µα εµπιστοσύνης, εξετάστε αν µπορούµε να δεχτούµε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%
ότι το καλώδιο τύπου Α έχει µεγαλύτερη αντίσταση από το καλώδιο τύπου Β.

12. Σ ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα µετρήθηκε η απολαβή κρυσταλλολυχνίας (τρανζίστορ)

µεταξύ εκποµπού και δέκτη κατά τη διαδικασία εναπόθεσης. ΄Εγιναν 14 επαναλήψεις

της διαδικασίας εναπόθεσης σε διαφορετικές συνθήκες εκποµπής και οι µετρήσεις της

απολαβής κρυσταλλολυχνίας (σε hFE) δίνονται παρακάτω:

1004 1636 1260 1270 1272 903 1555 1276 1321 852 1506 1269 1146 1225

(α΄) Για τα παραπάνω δεδοµένα, σχηµατίστε το ϑηκόγραµµα, υπολογίζοντας πρώτα τα

κατάλληλα συνοπτικά µέτρα, κι εξετάστε αν η κατανοµή της απολαβής κρυσταλ-

λολυχνίας ϕαίνεται να είναι κανονική.

(ϐ΄) Υποθέτοντας πως η κατανοµή της απολαβής κρυσταλλολυχνίας είναι κανονική, εκ-

τιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση απολαβή

της κρυσταλλολυχνίας.

(γ΄) Σχολιάστε πως ϑα εκτιµούσατε το παραπάνω διάστηµα εµπιστοσύνης στο (12β΄), αν

το δείγµα είχε µέγεθος 100 (αντί για 14).

13. Σε 144 δοκιµές σε κάποιο εργαστήριο, 48 κατέληξαν σε ανάφλεξη κάποιου συγκεκριµέ-

νου τύπου υποστρώµατος από αναµµένο τσιγάρο. ΄Εστω p η αναλογία όλων των δοκιµών

που καταλήγουν σε ανάφλεξη του υποστρώµατος.

(α΄) Υπολογίστε το 99% διάστηµα εµπιστοσύνης για την αναλογία p.

(ϐ΄) Αν ϑέλουµε το εύρος του 99% διαστήµατος εµπιστοσύνης για την αναλογία να είναι

0.1 πόσες ακόµα δοκιµές πρέπει να κάνουµε ;

14. Σε µια µελέτη για ένα καινούριο σύστηµα εκτόξευσης ϱουκετών µικρού ϐεληνεκούς έγι-

ναν δοκιµές µε το παλιό και το καινούριο σύστηµα. Σε δείγµα 60 πειραµατικών εκτοξ-

εύσεων µε το παλιό σύστηµα 44 ήταν πετυχηµένες και σε 80 πειραµατικές εκτοξεύσεις

µε το καινούριο σύστηµα 72 ήταν πετυχηµένες.

(α΄) Υπολογίστε τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις αναλογίες πετυχηµένων εκτοξ-

εύσεων µε τα δύο συστήµατα.

(ϐ΄) Σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% κάνετε στατιστικό έλεγχο για την υπόθεση ότι οι δύο

αναλογίες δε διαφέρουν.

(γ΄) Αν στον παραπάνω έλεγχο ϐρήκατε ότι υπάρχει διαφορά εκτιµείστε πόση είναι αυτή

η διαφορά.

15. Μετρήθηκε ο χρόνος απόκρισης µιας υπολογιστικής µονάδας µέσου δικτύου σε επικοιν-

ωνία µε την κεντρική υπολογιστική µονάδα. Παρακάτω δίνονται οι µετρήσεις σε 21

διαφορετικές χρονικές στιγµές (σε ms).
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16.1 9.6 24.9 20.4 12.7 21.2 30.2 25.8 18.5 10.3 25.3

14.0 27.1 45.0 23.3 24.2 14.6 8.9 32.4 11.8 28.5

Θεωρούµε ότι ο χρόνος απόκρισης ακολουθεί κανονική κατανοµή αλλά µε άγνωστη για

µας διασπορά.

(α΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης καθώς και το 99% διάστηµα εµπιστοσύν-

ης για το µέσο χρόνο απόκρισης µε ϐάση το δείγµα.

(ϐ΄) Με ϐάση τα παραπάνω διαστήµατα εµπιστοσύνης στο 15α΄ (ή αντίστοιχα και ισοδύ-

ναµα µε κατάλληλο έλεγχο υπόθεσης) εξετάστε αν µπορεί ο µέσος χρόνος απόκρισης

να είναι µεγαλύτερος των 30 ms. [∆ώστε απαντήσεις σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%
και 99%.]

16. Μετρήθηκε ο χρόνος Ϲωής 10 λαµπτήρων τύπου Α σε ώρες :

430 530 590 580 740 800 830 1000 1020 1100

(α΄) Για τα παραπάνω δεδοµένα, σχηµατίστε το ϑηκόγραµµα, υπολογίζοντας πρώτα τα

κατάλληλα συνοπτικά µέτρα, κι εξετάστε αν η κατανοµή του χρόνου Ϲωής των λαµπ-

τήρων ϕαίνεται να είναι κανονική.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την τυπική απόκλιση του χρόνου

Ϲωής των λαµπτήρων τύπου Α.

(γ΄) Μετρήθηκε επίσης ο χρόνος Ϲωής 19 λαµπτήρων τύπου Β σε ώρες και ϐρέθηκαν τα

εξής :

δειγµατική µέση τιµή x̄2 = 500
δειγµατική τυπική απόκλιση s2 = 150
Υποθέτοντας πως η κατανοµή του χρόνου Ϲωής λαµπτήρων είναι κανονική (και για

τους δύο τύπους και ανεξάρτητα από την απάντηση σας στο 16α΄), εκτιµείστε σε

επίπεδο εµπιστοσύνης 99% αν υπάρχει διαφορά και πόση στο χρόνο Ϲωής των δύο

τύπων λαµπτήρων.

17. Μετρήθηκε η χωρητικότητα (σε αµπερώρες) 100 µπαταριών και υπολογίστηκε για το

δείγµα αυτό η µέση χωρητικότητα και τυπική απόκλιση και ϐρέθηκαν να είναι x̄ = 140
αµπερώρες και s = 30 αµπερώρες, αντίστοιχα.

(α΄) Εκτιµείστε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% τη µέση

χωρητικότητα της µπαταρίας.

(ϐ΄) Η µπαταρία ϑεωρείται µη αποδεκτή αν η µέση χωρητικότητα της είναι κάτω από

135 αµπερώρες. Με ϐάση τα διαστήµατα εµπιστοσύνης που υπολογίσατε στο 17α΄

ϑα γινόταν η µπαταρία αποδεκτή ; [απαντήστε για το κάθε ένα επίπεδο εµπιστοσύνης

ξεχωριστά]

(γ΄) Για να απαντήσουµε µε µεγαλύτερη σιγουριά στο ερώτηµα 17β΄, ϑέλουµε να µικρύ-

νουµε το εύρος του 95% διαστήµατος εµπιστοσύνης σε 6 αµπερώρες (δηλαδή να

δηλώσουµε τη µέση χωρητικότητα µε ακρίβεια ±3 αµπερώρες). Για να το πετύχουµε

αυτό σε πόσες ακόµα µπαταρίες πρέπει να µετρήσουµε τη χωρητικότητα ;
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18. Από παλιά µελέτη (πριν αρκετά χρόνια) για το χρόνο λειτουργίας ηλεκτρικής µηχανής

µέχρι την πρώτη ϐλάβη που έγινε σε δείγµα 169 µηχανών, γνωρίζουµε πως το 95%
διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο χρόνο µέχρι την πρώτη ϐλάβη έχει εύρος 20 µέρες.

(α΄) Πόση ήταν η τυπική απόκλιση του χρόνου µέχρι την πρώτη ϐλάβη (σε µέρες) στο

δείγµα των 169 µηχανών ; Στα πλαίσια νέας µελέτης αλλά σε µικρότερη κλίµακα

µετρήσαµε το χρόνο µέχρι την πρώτη ϐλάβη σε 61 ηλεκτρικές µηχανές ίδιου τύπου

αλλά νεότερης τεχνολογίας και ϐρήκαµε το µέσο όρο του χρόνου µέχρι την πρώτη

ϐλάβη x̄ = 720 µέρες και την τυπική απόκλιση s = 100 µέρες.

(ϐ΄) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο χρόνο µέχρι την πρώτη

ϐλάβη µε ϐάση το νέο δείγµα.

(γ΄) Θεωρούµε πως η εκτίµηση της τυπικής απόκλισης του χρόνου µέχρι την πρώτη

ϐλάβη από το νέο δείγµα (s = 100) είναι ακριβής (δηλαδή είναι πολύ κοντά στην

πραγµατική τυπική απόκλιση). Κάνετε τους απαραίτητους υπολογισµούς για να

διερευνήσετε αν µπορεί να γίνει η εκτίµηση του µέσου χρόνου µέχρι την πρώτη

ϐλάβη µε µεγαλύτερη ακρίβεια (µικρότερο εύρος του 95% διαστήµατος εµπιστοσύν-

ης) στις νέες µηχανές απ΄ ότι στις παλιές µηχανές (όπου είχαµε ακρίβεια 10 ηµερών

µε 169 παλιές µηχανές).

19. Εκτενής µελέτη ενός συστήµατος υπολογιστών καταµερισµού υπολογιστικού χρόνου (computer

time­sharing system) έδειξε ότι ο χρόνος απόκρισης σε κάποια εντολή του λειτουργικού

συστήµατος ακολουθεί κανονική κατανοµή µε τυπική απόκλιση 15 millisec.

(α΄) Θέλουµε να προσδιορίσουµε τον πραγµατικό µέσο χρόνο απόκρισης µ µε ακρίβεια

3 millisec σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% (δηλαδή το διάστηµα εµπιστοσύνης να έχει

εύρος 6 millisec). Πόσες µετρήσεις του χρόνου απόκρισης πρέπει να κάνουµε ;

∆οκιµάστηκε ένα νέο λειτουργικό σύστηµα και µετρήθηκε ο χρόνος απόκρισης του

λειτουργικού συστήµατος σε 61 εντολές του λειτουργικού συστήµατος. Από τις 61

µετρήσεις υπολογίστηκαν τα παρακάτω µέτρα γι αυτό το δείγµα των παρατηρήσεων

του χρόνου απόκρισης :

µέση τιµή x̄ = 25 millisec

τυπική απόκλιση s = 18 millisec.

(ϐ΄) Υπολογίζοντας κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης εξετάστε αν σε επίπεδο εµπισ-

τοσύνης 99% µπορούµε να δεχθούµε ότι η τυπική απόκλιση του χρόνου απόκρισης

για το νέο λειτουργικό σύστηµα παραµένει στο επίπεδο των 15 millisec.

(γ΄) Ο προµηθευτής του λειτουργικού συστήµατος ισχυρίζεται ότι ο µέσος χρόνος απόκρ-

ισης είναι 20 millisec. Υπολογίζοντας κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης για το

ίδιο δείγµα εξετάστε αν σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% µπορούµε να δεχθούµε τον

ισχυρισµό του προµηθευτή.
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Συσχέτιση - Παλινδρόµηση

1. (*) Η πρώτη ύλη που χρησιµοποιείται στην παραγωγή κάποιας συνθετικής ίνας απο-

ϑηκεύεται σε κάποιο χώρο χωρίς έλεγχο υγρασίας. ΄Εγιναν µετρήσεις για 15 µέρες της

σχετικής υγρασίας στον αποθηκευτικό χώρο και της περιεκτικότητας σε υγρότητα σε δείγ-

µα της πρώτης ύλης. Τα αποτελέσµατα (σε ποσοστά) είναι

Σχετική υγρασία 46 53 29 61 36 39 47 49 52 38 55 32 57 54 44

Υγρότητα 12 15 7 17 10 11 11 12 14 9 16 8 18 14 12

(α΄) Σχεδιάστε το διάγραµµα διασποράς και υπολογίστε τον συντελεστή συσχέτισης της

σχετικής υγρασίας στον αποθηκευτικό χώρο και της περιεκτικότητας σε υγρότητα

της πρώτης ύλης. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η συσχέτιση είναι γραµµική ;

(ϐ΄) Εκτιµείστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και τη διασπορά των σφαλµάτων.

(γ΄) Προβλέψτε αν γίνεται την περιεκτικότητα σε υγρότητα της πρώτης ύλης όταν η

σχετική υγρασία στον αποθηκευτικό χώρο είναι 10%, 40% και 70%.

2. Ο χρόνος ως την αποτυχία κάποιου µηχανικού στοιχείου σχετίζεται µε την ηλεκτρική

τάση λειτουργίας της µηχανής. Εκτελέστηκε ένα σχεδιασµένο πείραµα σ΄ ερευνητικό

εργαστήριο που έδωσε τα παρακάτω δεδοµένα

Χρόνος αποτυχίας (min) 2145 2155 2220 2225 2260 2266 2334 2340 2212 2180

Τάση λειτουργίας (αµπέρ) 110 110 110 110 120 120 120 130 115 115

(α΄) Σχεδιάστε το διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν µπορεί να ϑεωρηθεί ότι ο

χρόνος ως την αποτυχία του µηχανικού στοιχείου εξαρτάται γραµµικά από την τάση

λειτουργίας της µηχανής.

(ϐ΄) Υποθέτοντας γραµµική παλινδρόµηση του χρόνου αποτυχίας στην τάση λειτουργίας,

εκτιµείστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και τη διασπορά των σφαλµάτων.

(γ΄) Σχολιάστε αν η γραµµική εξάρτηση είναι ισχυρή υπολογίζοντας πρώτα το συντελεστή

συσχέτισης.

(δ΄) Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ο µέσος χρόνος αποτυχίας για τάση λειτουργίας

115 αµπέρ είναι µικρότερος από 2000min; Μπορεί να είναι µικρότερος από 2200min;

Ποια είναι η καλύτερη εκτίµηση του µέσου χρόνου αποτυχίας γι αυτήν την τάση µε

ϐάση τη γραµµική παλινδρόµηση κι αυτό το δείγµα ;

3. Το κόστος παραγωγής ισχύος (ανά κιλοβατώρα) πιστεύεται ότι εξαρτάται (εκτός άλλων

παραγόντων) από το κόστος του λιγνίτη (σε cent ανά εκατοµµύριο Btu). Οι παρακάτω

παρατηρήσεις έγιναν από 12 σπαστήρες λιγνίτη

Κόστος λιγνίτη 14 16 22 24 20 29 26 15 29 24 25 13

Κόστος ισχύος 4.1 4.4 5.6 5.1 5.0 5.3 5.4 4.8 6.1 5.5 4.7 3.9
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(α΄) Σχεδιάστε το διάγραµµα διασποράς και υπολογίστε τον συντελεστή συσχέτισης του

κόστους της παραγωγής ισχύος και του κόστους του λιγνίτη. Μπορούµε να υποθέ-

σουµε ότι υπάρχει συσχέτιση ;

(ϐ΄) Εκτιµείστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και τη διασπορά των σφαλµάτων.

(γ΄) Με ϐάση το µοντέλο παλινδρόµησης, αν το κόστος λιγνίτη είναι 18 cent/millBtu

ϑα µπορούσε το τυπικό κόστος ισχύος ανά κιλοβατώρα να είναι 6 µονάδες ; Θα

µπορούσε για το ίδιο κόστος λιγνίτη να είναι 5 µονάδες ;

4. Θέλουµε να µελετήσουµε κατά πόσο εξαρτάται ο χρόνος επιστροφής πακέτων πληροφορί-

ας (ping time) από τον αριθµό των ενδιαµέσων υπολογιστικών µονάδων της διαδροµής

της πληροφορίας στο δίκτυο από τη µονάδα αποστολής στη µονάδα παραλαβής. Από την

κεντρική υπολογιστική µονάδα του εργαστηρίου και µέσα σε µικρό χρονικό διάστηµα

µετρήθηκαν οι χρόνοι επιστροφής (σε χιλιοστά του δευτερολέπτου, ms) πακέτων πληρο-

ϕορίας στην ίδια µακρινή µονάδα παραλαβής αλλά µε διαφορετικό αριθµό ενδιαµέσων

σταθµών. Τα αποτελέσµατα δίνονται παρακάτω

Ενδιάµεσοι σταθµοί 1 1 2 2 3 3 4 5 6 7

Χρόνος (ms) 25 38 58 52 69 101 132 148 202 232

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, δηλαδή

ότι ο χρόνος επιστροφής πακέτων πληροφορίας εξαρτάται γραµµικά από τον αριθµό

των ενδιαµέσων υπολογιστικών µονάδων της διαδροµής, ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το

δείγµα των παρατηρήσεων από τους δύο πίνακες.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (4α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Προβλέψτε το χρόνο επιστροφής πακέτων πληροφορίας (αν γίνεται) όταν δεν υπάρχει

ενδιάµεσος σταθµός κι όταν υπάρχουν 5 ενδιάµεσοι σταθµοί.

5. Η απευθείας µέτρηση της ποσότητας πρωτεΐνης σε δείγµα (κοµµάτι) συκωτιού είναι

δύσκολη κι απαιτεί πολύ χρόνο. Πιστεύεται ότι η ποσότητα της πρωτεΐνης σχετίζεται

µε την ποσότητα του ϕωτός που ϑα απορροφιόταν από το δείγµα συκωτιού. Γι αυτό έγινε

στο εργαστήριο το ακόλουθο πείραµα. Στάλθηκε από ένα ϕασµατόµετρο ϕως σε διάλυµα

που περιείχε δείγµα συκωτιού και µετρήθηκε το ϕως που απορροφήθηκε. Αυτή η δι-

αδικασία εφαρµόσθηκε σε 5 δείγµατα συκωτιού για τα οποία η ποσότητα της πρωτεΐνης

ήταν γνωστή. Τα αποτελέσµατα δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Φως που απορροφήθηκε 0.44 0.82 1.20 1.61 1.83

Ποσότητα πρωτεΐνης (mg) 2 16 30 46 55

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι η

ποσότητα πρωτεΐνης σε δείγµα συκωτιού εξαρτάται γραµµικά από το αντίστοιχο ϕως

που απορροφιέται από το δείγµα, ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρή-

σεων από τον πίνακα.
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(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (5α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων) και προβλέψτε την ποσότητα πρωτεΐνης σε δείγµα συκωτιού

για το οποίο η απορρόφηση του ϕωτός είναι 1.5.

6. Στα πλαίσια µιας µελέτης σε πετρελαιοκίνητες µηχανές (diesel) ελαφρών ϕορτηγών για την

έκλυση πρωτοξείδιου του αζώτου, διερευνήθηκε η εξάρτηση της από την υγρασία. ΄Εγινε

γι αυτό ένα πείραµα και µετρήθηκε σε 10 διαφορετικές χρονικές στιγµές η υγρασία (σε

ποσοστό επί των κορεσµένων ατµών) και η έκλυση πρωτοξείδιου του αζώτου (σε ppm). Οι

µετρήσεις δίνονται στον παρακάτω πίνακα:

Υγρασία 8.3 10.7 12.9 20.1 24.0 34.3 35.1 41.6 72.2 72.4

΄Αζωτο 1.15 1.00 1.10 1.03 1.07 0.96 0.89 0.91 0.77 0.90

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι η

έκλυση πρωτοξείδιου του αζώτου Y εξαρτάται γραµµικά από την υγρασία X ϕαίνεται

σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (6α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ε-

λαχίστων τετραγώνων). Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα

διασποράς και προβλέψτε την έκλυση µονοξειδίου του αζώτου για υγρασία 40%.

7. Πιστεύεται ότι σ΄ ένα ολοκληρωµένο κύκλωµα η απολαβή κρυσταλλολυχνίας (τρανζίσ-

τορ) µεταξύ εκποµπού και δέκτη κατά τη διαδικασία εναπόθεσης εξαρτάται από τη δόση

εκποµπής, η οποία ελέγχεται κατά τη διαδικασία εναπόθεσης. ΄Εγιναν 14 επαναλήψεις

της διαδικασίας εναπόθεσης σε διαφορετικές συνθήκες εκποµπής και οι µετρήσεις της

απολαβής κρυσταλλολυχνίας (σε hFE) και της δόσης εκποµπής (σε ιόντα) δίνονται στον

παρακάτω πίνακα:

∆όση εκποµπής Απολαβή

4.00 1004

4.00 1636

4.00 1260

4.10 1270

4.20 1272

4.30 903

4.30 1555

4.30 1276

4.30 1321

4.60 852

4.60 1506

4.60 1269

4.70 1146

4.72 1225
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(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι

η απολαβή κρυσταλλολυχνίας εξαρτάται γραµµικά από τη δόση εκποµπής ϕαίνεται

σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα (7α΄), υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων), καθώς και την εκτίµηση s2 της διασποράς των σφαλµάτων

σ2. Σχολιάστε µε ϐάση τις εκτιµήσεις αυτές, αν µπορούµε να κάνουµε ακριβείς

προβλέψεις της απολαβής κρυσταλλολυχνίας όταν γνωρίζουµε τη δόση εκποµπής

για τιµές δόσης εκποµπής µεταξύ 4.00 και 4.70.

8. Στον παρακάτω πίνακα δίνεται για 10 σταθµούς ο αριθµός των ηµερών σ΄ ένα χρόνο που

η ϑερµοκρασία έπεσε κάτω από 0oC και το υψόµετρο τους.

Υψόµετρο (m) 1000 1050 1110 1220 1320 1380 1420 1560 1670 1950

Αριθµός ηµερών 32 29 36 38 43 53 52 63 73 100

(α΄) Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ηµερών Y εξαρτάται γραµµικά από το υψόµετρο X
[Ε(Y |X = x) = α + βx]. Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και

σχολιάστε αν αυτή η υπόθεση ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων

του πίνακα.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας

παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Με ϐάση το δείγµα, µπορείτε να εκτιµήσετε το µέσο αριθµό ηµερών το χρόνο που η

ϑερµοκρασία πέφτει κάτω από 0oC σε υψόµετρο 1500m; Σε υψόµετρο 2200m;

9. Θέλουµε να διερευνήσουµε αν η µηνιαία κατανάλωση ηλεκτρικού ϱεύµατος (σε χιλιάδες

ΩΧΒ) σε µια χηµική ϐιοµηχανία εξαρτάται γραµµικά από την παραγωγή του προϊόντος

(σε τόνους). Οι µετρήσεις σε 9 µήνες δίνονται παρακάτω:

Προϊόν 98 104 105 106 107 109 110 115 120

Κατανάλωση 27 30 29 43 30 31 35 35 39

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι

η κατανάλωση ηλεκτρικού ϱεύµατος εξαρτάται γραµµικά από την παραγωγή του

προϊόντος, ϕαίνεται σωστή µε ϐάση το δείγµα.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα 9α΄, υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Προβλέψτε την κατανάλωση ϱεύµατος για παραγωγή 110 τόνων και παραγωγή 150

τόνων του προϊόντος.

10. Στα πλαίσια µιας µελέτης για την ποιότητα ελασµάτων που χρησιµοποιούνται στην κατασκευή

πινάκων κυκλωµάτων µετρήθηκε σε 9 ελάσµατα το ποσό στρέβλωσης (σε mm) κάτω από

συγκεκριµένη ϑερµοκρασία περιβάλλοντος για το κάθε έλασµα. Οι µετρήσεις δίνονται

στον παρακάτω πίνακα:

Θερµοκρασία (σε oC) 15 20 23 28 30 30 32 36 40

Στρέβλωση (σε mm) 0.11 0.08 0.17 0.12 0.16 0.14 0.18 0.12 0.17
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(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση, ότι η

στρέβλωση ελάσµατος εξαρτάται γραµµικά από την ϑερµοκρασία ϕαίνεται σωστή µε

ϐάση το δείγµα των παρατηρήσεων.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα στο ερώτηµα 10α΄, υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις

a και b των παραµέτρων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων).

(γ΄) Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς και προβ-

λέψτε τη στρέβλωση ελάσµατος για ϑερµοκρασία 30oC.

11. Σε ένα ϕορτηγό µηχανής diesel έγιναν µετρήσεις της εκποµπής νιτρικού οξέος και της υ-

γρασίας σε 10 διαφορετικές συνθήκες υγρασίας, και τα αποτελέσµατα δίνονται παρακάτω.

Υγρασία (σε %) 72 41 34 35 10 12 8 20 72 24

Νιτρικό οξύ (σε ppm) 0.90 0.91 0.96 0.89 1.00 1.10 1.15 1.03 0.77 1.07

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν ϕαίνεται να εξαρτάται,

και πως, η εκποµπή νιτρικού οξέος από την υγρασία.

(ϐ΄) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και β της ευθεί-

ας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) για το πρόβληµα της

γραµµικής εξάρτησης της εκποµπής νιτρικού οξέος από την υγρασία. Σχηµατίστε

την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς.

12. ΄Ενας οδηγός ισχυρίζεται ότι η κατανάλωση καυσίµου του αυτοκινήτου του δεν εξαρτάται

από την ταχύτητα του αυτοκινήτου. Για να ελέγξει αυτήν την υπόθεση, οδήγησε το αυ-

τοκίνητο στον αυτοκινητόδροµο µε σταθερή ταχύτητα και για ταχύτητες από 80km/h µέ-

χρι 110km/h. Μέτρησε επίσης την κατανάλωση καυσίµου (σε km/l) σε κάθε περίπτωση

και τα αποτελέσµατα δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Ταχύτητα (km/h) 80 85 90 95 100 105 110

Κατανάλωση καυσίµου (km/l) 9.1 8.7 9.2 8.5 8.0 8.7 8.3

(α΄) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς και σχολιάστε αν η υπόθεση του

οδηγού ϕαίνεται σωστή και αν όχι, τότε σχολιάστε πως ϕαίνεται να εξαρτάται η

κατανάλωση καυσίµου από την ταχύτητα που τρέχει το αυτοκίνητο.

(ϐ΄) Για το παραπάνω πρόβληµα υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρ-

ων α και β της ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων).

Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς.

(γ΄) Υποδείξτε αν µπορούµε να κάνουµε πρόβλεψη της κατανάλωσης καυσίµου για

ταχύτητα 130 km/h, και αν ναι υπολογίστε την πρόβλεψη της µέσης κατανάλω-

σης καυσίµου σε αυτή την περίπτωση.



Στατιστικός Πίνακας Τυπικής Κανονική Κατανοµής

0 z Z

Φ(z)=P(Z<z)
Παράδειγµα :

z = 1.28 ⇐⇒ Φ(z) = 0.90
z = 1.65 ⇐⇒ Φ(z) = 0.95
z = 2.33 ⇐⇒ Φ(z) = 0.99
z = 3.08 ⇐⇒ Φ(z) = 0.999

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998



Στατιστικός Πίνακας Κατανοµής Student

0 tν,1−α t

P(t<tν,1−α)=1−α

ν: ϐαθµοί ελευθερίας

1 − α: τιµή της αθροιστικής συνάρτησης

Παράδειγµα :

ν = 10, α = 0.05 =⇒ t10,0.95 = 1.812
ν = 10, α = 0.001 =⇒ t10,0.999 = 4.144
ν = 20, α = 0.025 =⇒ t20,0.975 = 2.086

1 − α

ν 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999 0.9995

1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 636.619
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 31.599
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 12.924
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869

6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781

10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587

11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073

16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850

21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.768
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725

26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646

32 1.309 1.694 2.037 2.449 2.738 3.365 3.622
34 1.307 1.691 2.032 2.441 2.728 3.348 3.601
36 1.306 1.688 2.028 2.434 2.719 3.333 3.582
38 1.304 1.686 2.024 2.429 2.712 3.319 3.566
40 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551

50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 3.496
60 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460

100 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174 3.390
120 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160 3.373
150 1.287 1.655 1.976 2.351 2.609 3.145 3.357

200 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.131 3.340
300 1.284 1.650 1.968 2.339 2.592 3.118 3.323
400 1.284 1.649 1.966 2.336 2.588 3.111 3.315
∞ 1.282 1.646 1.962 2.330 2.581 3.098 3.300



Στατιστικός Πίνακας Κατανοµής X 2

0 χ2
ν,α χ2

P(χ2<χ2
ν,α)=α

0 χ2
ν,1−α χ2

P(χ2<χ2
ν,1−α)=1−α

ν: ϐαθµοί ελευθερίας

α ή 1−α: τιµή αθροιστικής συνάρτησης

Παράδειγµα:

ν = 10, α = 0.05 =⇒ χ2
10,0.05 = 3.94

χ2
10,0.95 = 18.31

ν = 18, α = 0.025 =⇒ χ2
18,0.025 = 8.23

χ2
18,0.975 = 31.53

α 1 − α

ν 0.001 0.005 0.010 0.025 0.050 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83
2 0.00 0.01 0.02 0.05 0.10 5.99 7.38 9.21 10.60 13.82
3 0.02 0.07 0.11 0.22 0.35 7.81 9.35 11.34 12.84 16.27
4 0.09 0.21 0.30 0.48 0.71 9.49 11.14 13.28 14.86 18.47
5 0.21 0.41 0.55 0.83 1.15 11.07 12.83 15.09 16.75 20.52

6 0.38 0.68 0.87 1.24 1.64 12.59 14.45 16.81 18.55 22.46
7 0.60 0.99 1.24 1.69 2.17 14.07 16.01 18.48 20.28 24.32
8 0.86 1.34 1.65 2.18 2.73 15.51 17.53 20.09 21.95 26.12
9 1.15 1.73 2.09 2.70 3.33 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88

10 1.48 2.16 2.56 3.25 3.94 18.31 20.48 23.21 25.19 29.59

11 1.83 2.60 3.05 3.82 4.57 19.68 21.92 24.72 26.76 31.26
12 2.21 3.07 3.57 4.40 5.23 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91
13 2.62 3.57 4.11 5.01 5.89 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53
14 3.04 4.07 4.66 5.63 6.57 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12
15 3.48 4.60 5.23 6.26 7.26 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70

16 3.94 5.14 5.81 6.91 7.96 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25
17 4.42 5.70 6.41 7.56 8.67 27.59 30.19 33.41 35.72 40.79
18 4.90 6.26 7.01 8.23 9.39 28.87 31.53 34.81 37.16 42.31
19 5.41 6.84 7.63 8.91 10.12 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82
20 5.92 7.43 8.26 9.59 10.85 31.41 34.17 37.57 40.00 45.31

21 6.45 8.03 8.90 10.28 11.59 32.67 35.48 38.93 41.40 46.80
22 6.98 8.64 9.54 10.98 12.34 33.92 36.78 40.29 42.80 48.27
23 7.53 9.26 10.20 11.69 13.09 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73
24 8.08 9.89 10.86 12.40 13.85 36.42 39.36 42.98 45.56 51.18
25 8.65 10.52 11.52 13.12 14.61 37.65 40.65 44.31 46.93 52.62

26 9.22 11.16 12.20 13.84 15.38 38.89 41.92 45.64 48.29 54.05
27 9.80 11.81 12.88 14.57 16.15 40.11 43.19 46.96 49.64 55.48
28 10.39 12.46 13.56 15.31 16.93 41.34 44.46 48.28 50.99 56.89
29 10.99 13.12 14.26 16.05 17.71 42.56 45.72 49.59 52.34 58.30
30 11.59 13.79 14.95 16.79 18.49 43.77 46.98 50.89 53.67 59.70

32 12.81 15.13 16.36 18.29 20.07 46.19 49.48 53.49 56.33 62.49
34 14.06 16.50 17.79 19.81 21.66 48.60 51.97 56.06 58.96 65.25
36 15.32 17.89 19.23 21.34 23.27 51.00 54.44 58.62 61.58 67.99
38 16.61 19.29 20.69 22.88 24.88 53.38 56.90 61.16 64.18 70.70
40 17.92 20.71 22.16 24.43 26.51 55.76 59.34 63.69 66.77 73.40

50 24.67 27.99 29.71 32.36 34.76 67.50 71.42 76.15 79.49 86.66
60 31.74 35.53 37.48 40.48 43.19 79.08 83.30 88.38 91.95 99.61

100 61.92 67.33 70.06 74.22 77.93 124.34 129.56 135.81 140.17 149.45
120 77.76 83.85 86.92 91.57 95.70 146.57 152.21 158.95 163.65 173.62
150 102.11 109.14 112.67 117.98 122.69 179.58 185.80 193.21 198.36 209.26

200 143.84 152.24 156.43 162.73 168.28 233.99 241.06 249.45 255.26 267.54
300 229.96 240.66 245.97 253.91 260.88 341.40 349.87 359.91 366.84 381.43
400 318.26 330.90 337.16 346.48 354.64 447.63 457.31 468.72 476.61 493.13
∞ 867.48 888.56 898.91 914.26 927.59 1074.68 1089.53 1106.97 1118.95 1143.92


