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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Di�sthma empistosÔnhc thc σ2

s2 ektim tria thc σ2 DÐnetai χ2 ≡ (n−1)s2

σ2 ∼ X 2
n−1
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Gia polÔ meg�lo n: X 2
n−1 → kanonik 

X 2
n−1 den eÐnai summetrik  katanom 

dÔo krÐsimec timèc:
χ2

n−1,α/2 → P(χ2 < χ2
n−1,α/2) = α/2

χ2
n−1,1−α/2 → P(χ2 < χ2

n−1,1−α/2) = 1− α/2

Dhm trhc Kougioumtz c Statistik  gia Hlektrolìgouc MhqanikoÔc EKTIMHSH PARAMETRWN - 3



Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Di�sthma empistosÔnhc thc σ2 (sunèqeia)
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⇓
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⇓
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Di�sthma empistosÔnhc thc σ2 (sunèqeia)

DiadikasÐa ektÐmhshc tou diast matoc empistosÔnhc tou σ2

1 Epilog  tou 1− α, s2 apì to deÐgma.

2 EÔresh krÐsimwn tim¸n χ2
n−1,α/2 kai χ2

n−1,1−α/2 apì ton

pÐnaka gia katanom  X 2
n−1.

3 Antikat�stash ston tÔpo

[
(n−1)s2

χ2
n−1,1−α/2

, (n−1)s2

χ2
n−1,α/2

]
Di�sthma empistosÔnhc thc tupik c apìklishc σ

To 95% d.e. gia thn tupik  apìklish σ èqei wc �kra tic
tetragwnikèc rÐzec twn antÐstoiqwn �krwn tou 95% d.e. gia th
diaspor� σ2. [√

(n−1)s2

χ2
n−1,1−α/2

,

√
(n−1)s2

χ2
n−1,α/2

]
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Par�deigma

Di�sthma empistosÔnhc se epÐpedo 95% gia th diaspor� tou
orÐou èntashc hlektrikoÔ reÔmatoc thc asf�leiac 40 ampèr?

χ2 ≡ (n−1)s2

σ2 ∼ X 2
n−1, bajmoÐ eleujerÐac: n − 1 = 24

s2 = 0.854 (ampèr)2

DiadikasÐa ektÐmhshc tou diast matoc empistosÔnhc tou σ2

1 1− α = 0.95, s2 = 0.854.

2 KrÐsimec timèc: χ2
24,0.025 = 12.4 kai χ2

24,0.975 = 39.4.

3

[
(n−1)s2

χ2
n−1,1−α/2

, (n−1)s2

χ2
n−1,α/2

]
=
[

24 · 0.854
39.4 , 24 · 0.854

12.4

]
= [0.52, 1.65]

To 95% d.e. gia thn tupik  apìklish σ tou orÐou èntashc
hlektrikoÔ reÔmatoc eÐnai
[
√

0.52,
√

1.65] = [0.72, 1.28].
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

Di�sthma empistosÔnhc thc diafor�c µ1 − µ2

t.m. X1 me mèsh tim  µ1 t.m. X2 me mèsh tim  µ2

Diafor� µ1 − µ2? [X1 kai X2 anex�rthtec]

DeÐgma {x11, x12, . . . , x1n1} → x̄1

DeÐgma {x21, x22, . . . , x2n2} → x̄2

Ektim tria thc µ1 − µ2: x̄1 − x̄2

Katanom  thc x̄1 − x̄2? [όπως για x̄]

Gnwstèc diasporèc σ2
1 kai σ2

2

Upojètoume(
X1∼N(µ1, σ

2
1) ∧ X2∼N(µ2, σ

2
2)
)
∨ (n1>30 ∧ n2>30)

⇓
x̄1 − x̄2 ∼ N

(
µ1 − µ2,

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

)
An σ2

1 = σ2
2 = σ2 (omoskedastikèc katanomèc)

diaspor�: σ2( 1
n1

+ 1
n2

)
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

D.e. thc µ1 − µ2, gnwst� σ2
1 kai σ2

2

H diadikasÐa eÐnai ìpwc gia d.e. thc µ:
µ −→ µ1 − µ2

ektim tria x̄ −→ x̄1 − x̄2

mèsh tim  thc µ −→ µ1 − µ2

diaspor� thc σ2

n −→ σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

d.e. x̄ ±z1−α/2

√
σ2

n −→ (x̄1 − x̄2) ±z1−α/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

DiadikasÐa ektÐmhshc d.e. thc µ1 − µ2

1 Epilog  tou 1− α, σ1, σ2 gnwst�, x̄1 − x̄2 apì to deÐgma.

2 EÔresh krÐsimhc tim c z1−α/2 apì ton pÐnaka gia tupik 
kanonik  katanom .

3 Antikat�stash ston tÔpo[
x̄1 − x̄2 − z1−α/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2
, x̄1 − x̄2 + z1−α/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

]
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

Par�deigma: ìrio èntashc hlektrikoÔ reÔmatoc

etaireÐa A etaireÐa B

A/A x1i (ampèr) x2
1i x2i (ampèr) x2

2i
1 40.9 1672.8 41.6 1730.6
2 40.3 1624.1 41.0 1681.0
3 39.8 1584.0 40.5 1640.2
4 40.1 1608.0 40.8 1664.6
5 39.0 1521.0 39.7 1576.1
6 41.4 1714.0 42.1 1772.4
7 39.8 1584.0 40.5 1640.2
8 41.5 1722.2 42.2 1780.8
9 40.0 1600.0 40.7 1656.5
10 40.6 1648.4 41.3 1705.7
11 38.3 1466.9 39.0 1521.0
12 39.0 1521.0 39.7 1576.1
13 40.9 1672.8 41.6 1730.6
14 39.1 1528.8 39.8 1584.0
15 40.3 1624.1 41.0 1681.0
16 39.3 1544.5 40.0 1600.0
17 39.6 1568.2 40.3 1624.1
18 38.4 1474.6 39.1 1528.8
19 38.4 1474.6 39.1 1528.8
20 40.7 1656.5 41.4 1714.0
21 39.7 1576.1
22 38.9 1513.2
23 38.9 1513.2
24 40.6 1648.4
25 39.6 1568.2

SÔnolo 995.1 39629 811.4 32937
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

Par�deigma (sunèqeia)

DÐnetai ìti h diaspor� eÐnai koin  kai gnwst  σ2 = 1 (ampèr)2

Zht�me d.e. gia µ1 − µ2 Katanom  thc x̄1 − x̄2?

• n1 kai n2 eÐnai mikr�
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Θηκoγραμματα oριoυ ρευματος για ασφαλειες

⇓

X1 ∼ N(µ1, 1) kai X2 ∼ N(µ2, 1)
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

Par�deigma (sunèqeia)

x̄1 = 39.80 x̄2 = 40.57 → x̄1 − x̄2 = −0.77

DiadikasÐa ektÐmhshc tou d.e. thc µ1 − µ2

1 1− α = 0.95, σ = 1, x̄1 − x̄2 = −0.77.

2 KrÐsimh tim : z0.975 = Φ−1(0.975) = 1.96.

3 (x̄1 − x̄2)± z1−α/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

=

−0.77± 1.96
√

1 ·
(

1
25 + 1

20

)
→ [−1.36, −0.18]

Sumper�smata
• Se epÐpedo empistosÔnhc 95% mporoÔme na poÔme pwc to ìrio
hlektrikoÔ reÔmatoc diafèrei shmantik� stic asf�leiec thc
etaireÐac A kai B.

• Oi asf�leiec twn 40 ampèr thc etaireÐac A kaÐgontai se
qamhlìtero ìrio hlektrikoÔ reÔmatoc ap' ìti oi asf�leiec twn
40 ampèr thc etaireÐac B kat� èna posì metaxÔ 0.18 kai 1.36.
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 kai σ2

2

PerÐptwsh 1: meg�la deÐgmata (n1, n2 > 30)

s2
1 → σ2

1 kai s2
2 → σ2

2:

x̄1 − x̄2 − z1−α/2

√
s2

1

n1
+

s2
2

n2
, x̄1 − x̄2 + z1−α/2

√
s2

1

n1
+

s2
2

n2


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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 kai σ2

2 (sunèqeia)

PerÐptwsh 2: mikr� deÐgmata (n1   n2 < 30) kai
X1 ∼ N(µ1, σ

2) ∧ X2 ∼ N(µ2, σ
2) kai

omoskedastikèc katanomèc: σ2
1 = σ2

2 = σ2

UpologÐzoume pr¸ta thn ektÐmhsh thc koin c diaspor�c

s2 =
(n1 − 1)s2

1 + (n2 − 1)s2
2

n1 + n2 − 2

s2 eÐnai amerìlhpth ektim tria thc koin c diaspor�c σ2

Ektim tria diaspor�c thc µ1 − µ2: s2
(

1
n1

+ 1
n2

)
⇓

t ≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)

s
√

1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2

⇓
(1− α)% d.e.: (x̄1 − x̄2)± tn1+n2−2,1−α/2 s

√
1
n1

+ 1
n2
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 kai σ2

2 (sunèqeia)

DiadikasÐa ektÐmhshc d.e. thc µ1 − µ2

1 Epilog  tou 1− α, s kai x̄1 − x̄2 apì to deÐgma.

2 EÔresh krÐsimhc tim c tn1+n2−2, 1−α/2 apì ton pÐnaka gia
katanom  student.

3 Antikat�stash ston tÔpo

(x̄1 − x̄2)± tn1+n2−2,1−α/2 s
√

1
n1

+ 1
n2

PerÐptwsh 3: mikr� deÐgmata (n1   n2 < 30) kai
σ2

1 = σ2
2 = σ2 kai (X1 � N(µ1, σ

2) ∨ X2 � N(µ2, σ
2))

Mh-parametrik  mèjodoc

PerÐptwsh 4: mikr� deÐgmata (n1   n2 < 30) kai σ2
1 6= σ2

2

Den up�rqei gnwst  mèjodoc ektÐmhshc d.e. (qrhsimopoioÔntai
teqnikèc epanadeigmatolhyÐac)
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

Par�deigma: ìrio èntashc hlektrikoÔ reÔmatoc

Diasporèc orÐou èntashc hlektrikoÔ reÔmatoc gia asf�leiec
40 ampèr twn dÔo etairei¸n A kai B �gnwstec
Mikr� deÐgmata (n1 = 25, n2 = 20) kai
katanomèc twn X1,X2 kanonikèc [ιστογράμματα, θηκογράμματα]
x̄1 − x̄2 = −0.77 s2

1 = 0.854 s2
2 = 0.952

s2
1 ' s2

2 → σ2
1 = σ2

2 = σ2

s2 =
24 · 0.854 + 19 · 0.952

43
= 0.897 s = 0.947

DiadikasÐa ektÐmhshc tou d.e. thc µ1 − µ2

1 1− α = 0.95, x̄1 − x̄2 = −0.77, s = 0.947.

2 KrÐsimh tim : t43,0.975 = 2.02

3 (x̄1 − x̄2)± tn1+n2−2,1−α/2 s
√

1
n1

+ 1
n2

=

−0.77± 2.02 · 0.947
√

1
25 + 1

20 → [−1.35, −0.19]
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

Par�deigma: ìrio èntashc hlektrikoÔ reÔmatoc
(sunèqeia)

Sumpèrasma:
Se 95% epÐpedo empistosÔnhc mporoÔme na poÔme pwc oi
asf�leiec thc etaireÐac A kat� mèso ìro kaÐgontai se
mikrìterh èntash hlektrikoÔ reÔmatoc ap' ìti oi asf�leiec thc
etaireÐac B me diafor� metaxÔ 0.19 kai 1.35 ampèr.
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

EktÐmhsh diast matoc empistosÔnhc thc µ1 − µ2

diasporèc katanom  n1, n2 katanom  thc x̄1 − x̄2 di�sthma empistosÔnhc

twn X1,X2 twn X1,X2

gnwstèc kanonik  z ≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

∼ N(0, 1) (x̄1 − x̄2)± z1−α/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

gnwstèc mh kanonik  meg�la z ≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

∼ N(0, 1) (x̄1 − x̄2)± z1−α/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

gnwstèc mh kanonik  mikr� � �

�gnwstec
�nisec/Ðsec

meg�la z ≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)√
s2
1

n1
+

s2
2

n2

∼ N(0, 1) (x̄1 − x̄2)± z1−α/2

√
s2
1

n1
+

s2
2

n2

�gnwstec
Ðsec

kanonik  mikr� t≡ (x̄1−x̄2)−(µ1−µ2)

s

√
1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2 (x̄1−x̄2)± tn1+n2−2,1−α/2s
√

1
n1

+ 1
n2

�gnwstec
Ðsec

mh kanonik  mikr� � �

�gnwstec
�nisec

mikr� � �
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Di�sthma empistosÔnhc thc diaspor�c σ2

Di�sthma empistosÔnhc diafor�c µ1 − µ2

Gnwstèc diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Agnwstec diasporèc σ2
1 , σ

2
2

'Askhsh

΄Εγιναν μετρήσεις της συγκέντρωσης διαλυμένου οξυγόνου (Δ.Ο.) σε

δύο ποτάμια (σε mg/l)

1.8 2.0 2.1 1.7 1.2 2.3 2.5 2.9 1.6 2.2 2.3 1.8 2.4 1.6 1.9

2.3 2.1 1.9 2.6 2.9 1.5 3.1 2.1 2.7 2.3 2.6 2.5

1 Βρείτε 95% διάστημα εμπιστοσύνης για τη διαφορά των μέσων
συγκεντρώσεων Δ.Ο. στα δύο ποτάμια υποθέτοντας πρώτα ότι η

διασπορά είναι γνωστή (0.1 (mg/l)2
) και ίδια για τα δύο

δείγματα και μετά χρησιμοποιώντας τις εκτιμήσεις των

διασπορών από τα δείγματα. Μπορούμε να πούμε πως η μέση

συγκέντρωση Δ.Ο. είναι ίδια στα δύο ποτάμια (στην κάθε

περίπτωση);

2 Για το ίδιο πρόβλημα, σε 200 μετρήσεις στο πρώτο ποτάμι

βρέθηκαν 26 τιμές κάτω από την κρίσιμη τιμή 1.6 mg/l και σε 200
μετρήσεις στο δεύτερο ποτάμι βρέθηκαν 18 τιμές κάτω από την

κρίσιμη τιμή. Μπορούμε να πούμε σε επίπεδο 95% ότι η
συγκέντρωση Δ.Ο. βρίσκεται σε μη επιθυμητά επίπεδα πιό συχνά

στο πρώτο ποτάμι από ότι στο δεύτερο;
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