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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ

EktÐmhsh Diast matoc empistosÔnhc

Melet same thn ektim tria θ̂ paramètrou θ:
An gnwrÐzoume thn katanom  thc X kai eÐnai FX (x ; θ), tìte
brÐskoume th θ̂ me

1 Mèjodo rop¸n
2 Mèjodo megÐsthc pijanof�neiac

Anex�rthta apì thn katanom  thc X èqoume touc ektimhtèc:

θ := µ → θ̂ = x̄

θ := σ2 → θ̂ = s2   θ̂ = s̃2

H tim  thc ektim triac θ̂ exart�tai apì to deÐgma {x1, . . . , xn}.
θ̂ eÐnai t.m. me E(θ̂) ≡ µθ̂, Var(θ̂) ≡ σ2

θ̂

Katanom  thc θ̂ ? E(θ̂) ? Var(θ̂) ?
Me b�sh thn katanom  thc θ̂ jèloume na orÐsoume èna
di�sthma [θ1, θ2] pou ja perièqei me k�poia pijanìthta thn
pragmatik  tim  thc θ.
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

Di�sthma empistosÔnhc thc µ
Ektim tria (shmeiak  ektÐmhsh) thc µ: x̄

µx̄ = E(µ̂)= µ

σ2
x̄ = Var(x̄) = Var

(
1

n

n∑
i=1

xi

)

=
1

n2

n∑
i=1

Var(xi ) =
1

n2

n∑
i=1

σ2

=
1

n2
(n · σ2)=

σ2

n
σx̄ = σ/

√
n stajerì sf�lma

H katanom  thc x̄ exart�tai apì

1 th diaspor� thc X , σ2 (gnwst  / �gnwsth)
2 thn katanom  thc X (kanonik    ìqi)
3 mègejoc tou deÐgmatoc n (meg�lo / mikrì)
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

Di�sthma empistosÔnhc thc µ - gnwst  diaspor� σ2

Gia thn katanom  thc x̄ èqoume dÔo peript¸seic

1 X ∼ N(µ, σ2) ∨ 2 n > 30 ⇒ x̄ ∼ N(µ, σ2/n)

X � N(µ, σ2) ∧ n < 30 ⇒ x̄ ∼ ?

1 An h katanom  thc X eÐnai kanonik 

⇓
κατανομή της X1 + . . .+ Xn είναι κανονική

⇓
h katanom  thc x̄ eÐnai kanonik 

2 An to deÐgma eÐnai meg�lo n > 30

⇓ Κεντρικό Οριακό Θεώρημα
h katanom  thc x̄ eÐnai kanonik 
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

gnwstì σ2 kai x̄ akoloujeÐ kanonik  katanom 

x̄ ∼ N(µ, σ2/n) ⇒ z ≡ x̄−µ
σ/
√

n
∼ N(0, 1)

Gia k�je pijanìthta α (kai 1− α) up�rqoun oi antÐstoiqec
timèc thc z , zα/2 = −z1−α/2:

P(z < zα/2) = Φ(zα/2) = α/2
P(z > z1−α/2) = 1− Φ(z1−α/2) = 1− (1− α/2) = α/2

}
P(z < zα/2 ∨ z > z1−α/2) = α ⇒
P(zα/2 < z < z1−α/2) =Φ(z1−α/2)− Φ(zα/2) = 1− α

Apì ton statistikì pÐnaka tupik c kanonik c katanom c

DÐnetai pijanìthta 1−α ⇒ krÐsimh tim  z1−α/2 = Φ−1(1−α/2)
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

gnwstì σ2, x̄ akoloujeÐ kanonik  katanom  (sunèqeia)

h z an kei sto di�sthma [zα/2, z1−α/2] = [−z1−α/2, z1−α/2] me
pijanìthta 1− α.
Apì to metasqhmatismì z ≡ x̄−µ

σ/
√

n
èqoume gia ta �kra tou

diast matoc [−z1−α/2, z1−α/2]

−z1−α/2 =
x̄ − µ
σ/
√

n
z1−α/2 =

x̄ − µ
σ/
√

n
LÔnoume wc proc µ

µ = x̄ + z1−α/2
σ√
n

µ = x̄ − z1−α/2
σ√
n

Di�sthma empistosÔnhc thc µ se epÐpedo empistosÔnhc 1− α[
x̄ − z1−α/2

σ√
n
, x̄ + z1−α/2

σ√
n

]
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

gnwstì σ2, x̄ akoloujeÐ kanonik  katanom  (sunèqeia)

ErmhneÐa diast matoc empistosÔnhc

�me pijanìthta (empistosÔnh) 1− α h mèsh tim  µ
brÐsketai mèsa s' autì to di�sthma�
OQI

�an qrhsimopoioÔsame poll� tètoia diast mata apì
diaforetik� deÐgmata, posostì (1− α)% apì aut� ja
perieÐqan th µ�
NAI

 
�me 1− α pijanìthta (empistosÔnh) to di�sthma autì ja
perièqei thn pragmatik  µ�
NAI
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

gnwstì σ2, x̄ akoloujeÐ kanonik  katanom  (sunèqeia)

DiadikasÐa ektÐmhshc tou diast matoc empistosÔnhc tou µ

1 Epilog  tou 1− α, σ gnwstì, x̄ apì to deÐgma.

2 EÔresh krÐsimhc tim c z1−α/2 apì ton pÐnaka gia tupik 
kanonik  katanom .

3 Antikat�stash ston tÔpo [x̄ − z1−α/2
σ√
n
, x̄ + z1−α/2

σ√
n

]
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

Par�deigma

Di�sthma empistosÔnhc se epÐpedo 95% gia gia to mèso ìrio
èntashc hlektrikoÔ reÔmatoc gia asf�leiec twn 40 ampèr pou
par�gei mia etaireÐa? DÐnetai σ2 = 1 (ampèr)2
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summetrÐa, ìqi makrièc ourèc, ìqi akraÐa shmeÐa
⇓

X ∼ N(µ, 1) µ =?
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

Par�deigma (sunèqeia)

X ∼ N(µ, 1) ⇒ x̄ ∼ N(µ, 1/25)

x̄ =
1

25

25∑
i=1

xi =
995.1

25
= 39.8

DiadikasÐa ektÐmhshc tou diast matoc empistosÔnhc tou µ

1 1− α = 0.95, σ = 1, x̄ = 39.8.

2 KrÐsimh tim : z0.975 = Φ−1(0.975) = 1.96.

3 x̄ ± z1−α/2
σ√
n
→ 39.8± 1.96 1

5 → [39.41, 40.20]

Sumpèrasma:
Se 95% epÐpedo empistosÔnhc perimènoume to mèso ìrio èntashc
hlektrikoÔ reÔmatoc gia asf�leiec twn 40 ampèr me b�sh to
deÐgma apì thn etairÐa A na kumaÐnetai metaxÔ 39.41 kai 40.20.

Dhm trhc Kougioumtz c Statistik  gia Hlektrolìgouc MhqanikoÔc EKTIMHSH PARAMETRWN - 2



Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

Di�sthma empistosÔnhc thc µ, �gnwsth diaspor� σ2

PerÐptwsh 1: meg�lo deÐgma (n > 30)

s2 → σ2 : [x̄ − z1−α/2
s√
n
, x̄ + z1−α/2

s√
n

]

PerÐptwsh 2: mikrì deÐgma (n < 30) kai X ∼ N(µ, σ2)

Tìte isqÔei t ≡ x̄−µ
s/
√

n
∼ tn−1

katanom  student me n − 1 bajmoÔc eleujerÐac
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

'Agnwsth diaspor� σ2

−6 −4 −2 0 2 4 6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

t
24,0.025

=−2.064 t
24,0.975

=2.064

x

f
X
(x)

DiadikasÐa ektÐmhshc tou diast matoc empistosÔnhc tou µ

1 Epilog  tou 1− α, σ �gnwsto, x̄ kai s apì to deÐgma.

2 EÔresh krÐsimhc tim c tn−1, 1−α/2 apì ton pÐnaka gia
katanom  student.

3 Antikat�stash ston tÔpo
[x̄ − tn−1,1−α/2

s√
n
, x̄ + tn−1,1−α/2

s√
n

]
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

'Agnwsth diaspor� σ2

PerÐptwsh 3: mikrì deÐgma (n < 30) kai X � N(µ, σ2)

Mh-parametrik  mèjodoc
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

Par�deigma
Di�sthma empistosÔnhc se epÐpedo 95% gia to mèso ìrio
èntashc hlektrikoÔ reÔmatoc thc asf�leiac? [σ2 �gnwsto]
Mikrì deÐgma (n < 30) kai X ∼ N(µ, σ2)
t ≡ x̄−µ

s/
√

n
∼ tn−1, bajmoÐ eleujerÐac: n − 1 = 24

s2 =
1

24

(
25∑
i=1

x2
i − 25 · (39.8)2

)
= 0.854 (ampèr)2

DiadikasÐa ektÐmhshc tou diast matoc empistosÔnhc tou µ

1 1− α = 0.95, x̄ = 39.8, s2 = 0.854.

2 KrÐsimh tim : t24,0.975 = 2.064.

3 x̄ ± tn−1,1−α/2
s√
n
→ 39.80± 2.064

√
0.854
5 →

[39.42, 40.18]

An z0.975 = 1.96 antÐ t24, 0.975 = 2.064

39.8± 1.96
√

0.854
5 → [39.44, 40.16]
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

EktÐmhsh diast matoc empistosÔnhc thc µ

diaspor� X -katanom  n x̄-katanom  d.e.

gnwst  kanonik  z ≡ x̄−µ
σ/
√

n
∼ N(0, 1) x̄ ± z1−α/2

σ√
n

gnwst  mh kanonik  meg�lo z ≡ x̄−µ
σ/
√

n
∼ N(0, 1) x̄ ± z1−α/2

σ√
n

gnwst  mh kanonik  mikrì � �

�gnwsth meg�lo z ≡ x̄−µ
s/
√

n
∼ N(0, 1) x̄ ± z1−α/2

s√
n

�gnwsth kanonik  mikrì t ≡ x̄−µ
s/
√

n
∼ tn−1 x̄ ± tn−1,1−α/2

s√
n

�gnwsth mh kanonik  mikrì � �

Genik� gia to d.e. thc µ brÐsketai apì
x̄ ± zα/2

σ√
n

  x̄ ± tn−1,1−α/2
s√
n
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

To di�sthma empistosÔnhc exart�tai apì:

thn katanom  kai th σ2 thc t.m. X

to mègejoc n tou deÐgmatoc

to epÐpedo empistosÔnhc 1− α
Gia dedomèno eÔroc diast matoc empistosÔnhc mporoÔme na
broÔme to mègejoc n pou antistoiqeÐ apì ton antÐstoiqo tÔpo.

Endeiktik  perÐptwsh: n < 30, X ∼ N(µ, σ2) kai σ2 �gnwsto

eÔroc tou d.e. w = 2tn−1,1−α/2 · s√
n

Gia eÔroc w prèpei to deÐgma na èqei mègejoc

n =
(

2tn−1,1−α/2 ·
s

w

)2
  n =

(
2z1−α/2 ·

s

w

)2

an�loga me to n pou brÐskoume.
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

Par�deigma

Sto prohgoÔmeno arijmhtikì par�deigma (asf�leiec},
qrhsimopoi¸ntac t-katanom  br kame 95% d.e.

39.8± 2.064
√

0.854
5 −→ [39.42, 40.18]

EÔroc d.e.: w = 2 · 2.064
√

0.854
5 = 0.76   isodÔnama

akrÐbeia gÔrw apì th x̄ : 2.064
√

0.854
5 = 0.38

An jèloume eÔroc 0.5 (  akrÐbeia 0.25), pìso prèpei na
megal¸sei to deÐgma?

(kanonik  katanom ) n =
(

2 · 1.96 ·
√

0.854
0.5

)2
= 52.5 ' 53

(katanom  student)

t24,0.975 = 2.064 → n =
(

2 · 2.064 ·
√

0.854
0.5

)2
= 58.2 ' 59

t58,0.975 = 2.002 → n =
(

2 · 2.002 ·
√

0.854
0.5

)2
= 54.7 ' 55

t54,0.975 = 2.005 → n =
(

2 · 2.005 ·
√

0.854
0.5

)2
= 54.9 ' 55
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

'Askhsh
΄Εγιναν 15 μετρήσεις της συγκέντρωσης διαλυμένου οξυγόνου (Δ.Ο.)

σε ένα ποτάμι (σε mg/l)

1.8 2.0 2.1 1.7 1.2 2.3 2.5 2.9 1.6 2.2 2.3 1.8 2.4 1.6 1.9

Από παλιότερες μετρήσεις γνωρίζουμε ότι η διασπορά του Δ.Ο. είναι

0.1 (mg/l)2
.

1 Εκτιμείστε τη διασπορά της συγκέντρωσης Δ.Ο. από το δείγμα

καθώς και τα διαστήματα εμπιστοσύνης σε επίπεδο 99% και 90%.
Εξετάστε και για τα δύο επίπεδα εμπιστοσύνης αν μπορούμε να

δεχτούμε την εμπειρική τιμή της διασποράς γι αυτό το δείγμα.

2 Εκτιμείστε τη μέση συγκέντρωση Δ.Ο. από το δείγμα και δώστε

γι αυτήν 95% διάστημα εμπιστοσύνης
υποθέτοντας πρώτα ότι η διασπορά είναι γνωστή και μετά

χρησιμοποιώντας αυτήν του δείγματος.

3 Αν υποθέσουμε ότι για ένα εργοστάσιο δίπλα στο ποτάμι είναι

σημαντικό η μέση συγκέντρωση Δ.Ο. να μην πέφτει κάτω από

1.8 mg/l , θα προκαλούσαν ανησυχία αυτές οι παρατηρήσεις
(διασπορά από το δείγμα);
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Di�sthma empistosÔnhc thc mèshc tim c µ
Gnwst  diaspor� σ2

'Agnwst  diaspor� σ2

EÔroc diast matoc empistosÔnhc)

'Askhsh (sunèqeia)

4 Αν δε μας ικανοποιεί το εύρος του τελευταίου παραπάνω

διαστήματος και θέλουμε να το μειώσουμε σε

0.2 mg/l πόσες επιπρόσθετες ημερήσιες μετρήσεις πρέπει να
γίνουν;

5 ΄Ενας άλλος τρόπος να ελέγξουμε αν η συγκέντρωση του Δ.Ο.

πέφτει σε μη επιθυμητά επίπεδα είναι να δούμε αν το ποσοστό

των ημερών που η τιμή της συγκέντρω-

σης Δ.Ο. πέφτει στο επίπεδο 1.6 mg/l και κάτω ξεπερνάει το
15%. Εκτιμείστε αυτό το ποσοστό από το δείγμα. Μπορείτε να
δώσετε 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το ποσοστό; Πόσο
πρέπει να είναι το μέγεθος του δείγματος για να μπορεί να

εκτιμηθεί 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το ποσοστό με πλάτος
το πολύ 10%;

Dhm trhc Kougioumtz c Statistik  gia Hlektrolìgouc MhqanikoÔc EKTIMHSH PARAMETRWN - 2


	Di'asthma empistos'unhs ths m'eshs tim'hs 
	Gnwst'h diaspor'a 2
	'Agnwst'h diaspor'a 2
	E'uros diast'hmatos empistos'unhs)


