
Κεφάλαιο 4

Αβεβαιότητα και σφάλµα
µέτρησης

Από την κλασσική αρχαία εποχή που ο Αριστοτέλης ϑεώρησε τη ϐεβαιό-

τητα (και αβεβαιότητα) ενός αποτελέσµατος ως σήµερα ο χαρακτηρισµός της

αβεβαιότητας της µέτρησης είναι ένα ϑέµα που έχει απασχολήσει τους ε-

πιστήµονες. Σήµερα υπάρχουν ερευνητικά κέντρα και οργανισµοί, όπως ο

Παγκόσµιος Οργανισµός Μέτρων (International Organization for Standards,

ISO), που αναπτύσσουν µεθοδολογίες για τον καθορισµό µέτρων και σταθµών

καθώς και τον καθορισµό της αβεβαιότητας των µετρήσεων.

Κάθε ϕορά που προσπαθούµε να ποσοτικοποιήσουµε µια ϕυσική διαδι-

κασία, εµφανίζεται η αβεβαιότητα που µπορεί να σχετίζεται µε το µοντέλο

και την προσοµοίωση στον υπολογιστή που υποθέτουµε για τη διαδικασία,

όπως επίσης και µε τη µέτρηση της διαδικασίας. Αντίστοιχα έχουµε λοιπόν

την αβεβαιότητα του µοντέλου ή / και της προσοµοίωσης (model or si-

mulation uncertainty) και την αβεβαιότητα της µέτρησης (measurement

uncertainty). Ο πρώτος τύπος αβεβαιότητας είναι δύσκολο να προσδιοριστεί

αφού η πραγµατική ϕυσική διαδικασία µας είναι άγνωστη και δεν υπάρχουν

διεθνώς αναγνωρισµένα µέτρα (standards) για αυτόν τον τύπο αβεβαιότητας.

Για παράδειγµα η αβεβαιότητα του µοντέλου εµφανίζεται όταν υποθέτουµε

ένα απλουστευµένο µαθηµατικό µοντέλο για µια ϕυσική διαδικασία που πε-

ϱιέχει παράγοντες που δεν έχουµε συµπεριλάβει στο µοντέλο. Σε αυτόν τον

τύπο αβεβαιότητας ϑα πρέπει να συµπεριλάβουµε και την υπολογιστική (αριθ-

µητική) αβεβαιότητα (numerical uncertainty) που αναφέρεται στην αριθµη-

τική επίλυση µαθηµατικών εξισώσεων. Ο δεύτερος τύπος αβεβαιότητας που

αναφέρεται στο πείραµα και τη µέτρηση µπορεί πιο εύκολα να προσδιοριστεί

και να προτυποποιηθεί.

Σχετικά µε την ονοµατολογία για την αβεβαιότητα, στη ϐιβλιογραφία συ-

νήθως γίνεται διαχωρισµός της αβεβαιότητας και του σφάλµατος (error) και
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αυτό ϑα ακολουθήσουµε εδώ. Θα δεχτούµε ότι η αβεβαιότητα του µοντέλου

εκφράζει την εν δυνάµει ανεπάρκεια του µοντέλου λόγω έλλειψης γνώσης για

τη διαδικασία που µελετάµε, ενώ το σφάλµα του µοντέλου (modeling error)

είναι η αναγνωρισµένη ανεπάρκεια που δίνει το µοντέλο όταν το εφαρµόζουµε

στην πράξη. Αντίστοιχα, το σφάλµα µέτρησης (measurement error) είναι η

διαφορά πραγµατικής και παρατηρούµενης τιµής ενώ η αβεβαιότητα µέτρη-

σης είναι η εκτίµηση για το σφάλµα µέτρησης, που ορίζει ένα σύνολο δυνατών

τιµών για το σφάλµα για µια συγκεκριµένη µέτρηση. Σε αυτό το κεφάλαιο

ϑα µελετήσουµε την αβεβαιότητα στη µέτρηση και στα επόµενα κεφάλαια ϑα

συζητήσουµε την αβεβαιότητα στο µοντέλο όταν ϑα µελετήσουµε µοντέλα για

ϕυσικές διαδικασίες διαφόρων µορφών.

4.1 Συστηµατικά και τυχαία σφάλµατα

Το αποτέλεσµα της µέτρησης ενός ϕυσικού µεγέθους είναι κατά κανόνα

ακαθόριστο σε µικρό ή µεγάλο ϐαθµό, δηλαδή αν επαναλάβουµε τη µέτρηση

δε ϑα πάρουµε ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα. Ακόµα και αν επαναλάβουµε ένα

πείραµα διατηρώντας τις ίδιες ακριβώς συνθήκες, κάποιος παράγοντας που

δεν ελέγχουµε µπορεί να επηρεάζει λίγο ή πολύ το αποτέλεσµα της µέτρησης.

Θα ϑέλαµε λοιπόν να εκτιµήσουµε τις πειραµατικές αυτές αποκλίσεις στη

µέτρηση και το πρώτο ϐήµα είναι να εντοπίσουµε τους διαφορετικούς τύπους

σφάλµατος µέτρησης.

Οι δύο τύποι σφαλµάτων µέτρησης είναι τα συστηµατικά σφάλµατα
(systematic errors) και τα τυχαία σφάλµατα (random errors) που προσ-

δίδουν και αντίστοιχα χαρακτηριστικά στις µετρήσεις.

• Τα συστηµατικά σφάλµατα επαναλαµβάνονται και υπάρχει κάποιο αίτιο

που τα δηµιουργεί. Πολλές ϕορές είναι δύσκολο να εντοπισθούν αλλά

µπορούν να εξουδετερωθούν µε κατάλληλη ϐαθµονόµηση (calibration),

συγκρίνοντας µε κάποιον τρόπο µετρήσεις και πραγµατικές τιµές. Τα

συστηµατικά σφάλµατα ορίζουν την ακρίβεια (ορθότητα) (accuracy)

της µέτρησης, δηλαδή κατά πόσο οι µετρήσεις είναι κοντά στις πραγ-

µατικές τιµές ή υπάρχουν συστηµατικές αποκλίσεις. Με αναφορά στην

εκτίµηση παραµέτρων τα συστηµατικά σφάλµατα συνδέονται µε τη µε-

ϱοληψία (bias), όπου η εκτίµηση του µεγέθους (ή παραµέτρου) δεν

είναι ίδια µε την πραγµατική τιµή του µεγέθους.

• Τα τυχαία σφάλµατα δεν επαναλαµβάνονται µε το πείραµα αλλά α-

ντιπροσωπεύουν την τυχαιότητα που χαρακτηρίζει το µέγεθος που µε-

τράµε. Για αυτό και αυτού του τύπου τα σφάλµατα δε µπορούν να

απαλειφούν. Τα τυχαία σφάλµατα ορίζουν την ακρίβεια επανάληψης
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(precision) της µέτρησης, δηλαδή το µέγεθος της µεταβολής των τιµών

µέτρησης σε κάθε επανάληψη της µέτρησης (για τις ίδιες συνθήκες του

πειράµατος).

Η ορθότητα και η ακρίβεια επανάληψης της µέτρησης δίνονται σχηµατικά

στο Σχήµα 4.1α και Σχήµα 4.1ϐ σε µια και σε δύο διαστάσεις αντίστοιχα. Στο
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Σχήµα 4.1: Σχηµατική παράσταση της ορθότητας και ακρίβειας επανάληψης

της µέτρησης σε µια διάσταση στο (α) και σε δύο διαστάσεις στο (ϐ). Στο (α)

για το µέγεθος x η µέτρηση x1 έχει µεγάλο τυχαίο σφάλµα ενώ η µέτρηση

x2 έχει µεγάλο συστηµατικό σφάλµα. Στο (ϐ) αντίστοιχα το µέγεθος x είναι

στο κέντρο των κύκλων ενώ η µέτρηση µε µεγάλο τυχαίο σφάλµα δίνεται µε

ανοιχτούς κύκλους και µε συστηµατικό σφάλµα µε σύµβολα ’x’.

Σχήµα 4.1α διαγράφονται τα σφάλµατα δύο µετρήσεων x1 και x2. Η πρώτη

µέτρηση x1 έχει µεγάλο τυχαίο σφάλµα (µικρή ακρίβεια επανάληψης) που

καλύπτει το συστηµατικό σφάλµα. Η δεύτερη µέτρηση x2 έχει µικρό τυχαίο

σφάλµα που αναδεικνύει µεγάλο συστηµατικό σφάλµα (µικρή ορθότητα ή

µεγάλη µεροληψία). Τα ίδια χαρακτηριστικά δίνονται στο Σχήµα 4.1ϐ σε δύο

διαστάσεις, όπου για µεγάλο τυχαίο σφάλµα οι µετρήσεις είναι διάσπαρτες

(ανοιχτοί κύκλοι) γύρω από την πραγµατική τιµή στο κέντρο των κύκλων. Αν

υποθέσουµε πως το Σχήµα 4.1ϐ επεικονίζει έναν πίνακα σκοποβολής, τότε οι

ανοιχτοί κύκλοι δηλώνουν έναν µάλλον άστοχο σκοπευτή. Στη δεύτερη περί-

πτωση, το συστηµατικό σφάλµα είναι µεγάλο και το τυχαίο σφάλµα µικρό και

οι µετρήσεις µαζεύονται όχι όµως γύρω από το κέντρο των κύκλων (σύµβολα

’x’). Ο σκοπευτής εδώ είναι ακριβής αλλά σκοπεύει σε λάθος σηµείο. Στην

πρώτη περίπτωση δε µπορούµε να διορθώσουµε την επιτυχία της σκόπευσης
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(ενδεχοµένως µπορούµε να εκπαιδεύσουµε τον σκοπευτή να σκοπεύει µε µε-

γαλύτερη ακρίβεια αλλά αυτό είναι άλλο ϑέµα). Στη δεύτερη περίπτωση όµως

µπορούµε να εντοπίσουµε το αίτιο της σκόπευσης σε λάθος σηµείο, π.χ. λαν-

ϑασµένος εστιασµός του οργάνου σκόπευσης, και να το διορθώσουµε. Αυτή

η διαδικασία αναφέρεται ως ϐαθµοσκόπηση.

Ας δούµε τις έννοιες της ορθότητας µέτρησης και ακρίβειας επανάληψης

µέτρησης στην περίπτωση της εκτίµησης της µέσης τιµής ενός µεγέθους,

δηλαδή µιας τ.µ. X . ΄Εστω ότι έχουµε 10 παρατηρήσεις (µετρήσεις) της

τ.µ. X . Αν υπάρχει συστηµατικό σφάλµα στη διαδικασία µέτρησης τότε

υπάρχει µεροληψία στην εκτίµηση της µέσης τιµής και η δειγµατική µέση

τιµή (µέσος όρος των 10 παρατηρήσεων) x̄ αποκλίνει από την πραγµατική

µέση τιµή. Σε αυτήν την περίπτωση το διάστηµα εµπιστοσύνης (για κάποιο

επίπεδο σηµαντικότητας α) µπορεί να µην περιέχει την πραγµατική µέση

τιµή µ µε πιθανότητα µεγαλύτερη του α, όπως στο Σχήµα 4.2. Το εύρος του

διαστήµατος εµπιστοσύνης καθορίζει σε αυτήν την περίπτωση την ακρίβεια

επανάληψης για τη µέση τιµή µ και η απόσταση του x̄ από την µ την ορθότητα.

987654321 10

μ

x

x + t sn-1,1-α/2 x

τυχαίο
σφάλμα

συστηματικό
σφάλμαx t s- n-1,1-α/2 x

Σχήµα 4.2: Σχηµατική παράσταση της ορθότητας (µεροληψίας) και ακρίβειας

επανάληψης στην εκτίµηση της µέσης τιµής από 10 παρατηρήσεις.

Αν έχουµε συλλέξει n µετρήσεις µιας τ.µ. X η αβεβαιότητα της µέτρησης

είναι η εκτίµηση του σφάλµατος µέτρησης που δίνεται από την τυπική από-

κλιση s (δες την έκφραση της διασποράς s
2
στην (3.3) ). Κάνοντας χρήση

της κρίσιµης τιµής από την κατανοµή Student και κάτω από προϋποθέσεις

(X από κανονική κατανοµή ή µεγάλο n), το όριο της ακρίβειας επανάληψης

(random uncertainty) για κάθε (επόµενη) µέτρηση σε επίπεδο σηµαντικότη-

τας α είναι

x̄ ± tn−1,1−α/2s.

Αντίστοιχα, η αβεβαιότητα για την εκτίµηση της µέσης τιµής µ είναι η εκτί-
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µηση του σταθερού σφάλµατος του µέσου όρου sx̄ = s/
√
n και το όριο της

ακρίβειας για τη µέση τιµή είναι σε επίπεδο σηµαντικότητας α

x̄ ± tn−1,1−α/2s/
√
n.

Παράδειγµα 4.1. Η διαφορά τάσης (voltage difference) V σε έναν αντιστάτη

(resistor) µετρήθηκε 10 ϕορές και έδωσε τις παρακάτω τιµές (σε mV)

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vi 123.5 125.3 124.1 123.9 123.7 124.2 123.2 123.7 124.0 123.2

Η µέση διαφορά τάσης υπολογίζεται από τις 10 µετρήσεις ως

V̄ =
1

10

10∑
i=1

Vi = 123.880 mV

Υποθέτοντας ότι η διαφορά τάσης V είναι τ.µ. που ακολουθεί κανονική κα-

τανοµή, η αβεβαιότητα για κάθε µέτρηση Vi είναι

sV =

√√
1

10 − 1

n∑
i=1

(Vi − V̄ )2 = 0.607 mV.

και ϑα έχουµε

V1 = (123.5 ± 0.6)mV, V2 = (125.3 ± 0.6)mV, . . . , V10 = (123.2 ± 0.6)mV.

Η αβεβαιότητα για το V̄ είναι

sV̄ =
sV
√

10

= 0.192 mV

και ϑα έχουµε

V̄ = (123.880 ± 0.192) mV.

Το όριο αβεβαιότητας σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05 για κάθε νέα

µέτρηση ϑα είναι

V̄ ± tn−1,1−α/2sV = 123.88 ± t9,0.975 · 0.607 = 123.88 ± 2.2622 · 0.607

= 123.88 ± 1.373 mV,

ενώ το όριο αβεβαιότητας για τη µέση τιµή µ είναι το 95% διάστηµα εµπιστο-

σύνης

V̄ ± tn−1,1−α/2sV/
√
n = 123.88 ± 2.2622 · 0.607/

√
10 = 123.88 ± 0.434 mV.
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4.2 ∆ιάδοση σφάλµατος µέτρησης

Ας υποθέσουµε τώρα πως έχουµε µετρήσεις ενός ϕυσικού µεγέθους X που

είναι τυχαία µεταβλητή, δηλαδή γνωρίζουµε το X µε κάποια αβεβαιότητα σX

που είναι η τυπική του απόκλιση. ΄Εστω ότι µας ενδιαφέρει ένα άλλο ϕυσικό

µέγεθος Y που δίνεται ως συνάρτηση του X , Y = f (X ). Η µεταβολή του Y ,

dY , για κάθε µικρή µεταβολή dX γύρω από κάποια τιµή x δίνεται ως

dY '

(
df

dX

)
X=x

dX,

όπου η προσέγγιση του αναπτύγµατος Ταψλορ έγινε µόνο ως την πρώτη τάξη

(πρώτη παράγωγο). Θεωρώντας την µεταβολή dX = x− x̄ και dY = y−ȳ, όπου

x̄ και ȳ οι µέσοι όροι των παρατηρήσεων της X και Y αντίστοιχα, παίρνουµε

την παρακάτω έκφραση για την αβεβαιότητα στην Y

σ
2

Y
'

(
df

dX

)2

X=x

σ
2

X
⇔ σY '

∣∣∣∣∣ df
dX

∣∣∣∣∣
X=x

σX . (4.1)

Η απόλυτη τιµή χρησιµοποιείται για να δίνει πάντα ϑετική τιµή στην αβεβαιό-

τητα σY , ακόµα και αν η παράγωγος της f είναι αρνητική.

Η παραπάνω σχέση µπορεί να επεκταθεί και όταν η τ.µ. Y που µας εν-

διαφέρει είναι συνάρτηση m παρατηρούµενων τ.µ. X1, X2, . . . , Xm και δίνεται

ως

σ
2

Y
'

m∑
i=1

(
df

dXi

)2

Xi=xi

σ
2

Xi
+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

(
df

dXi

)
Xi=xi

(
df

dXj

)
Xj=xj

σXi ,Xj , (4.2)

όπου x1, x2, . . . , xm είναι οι µετρήσεις των X1, X2, . . . , Xm αντίστοιχα και σXi ,Xj

είναι η συνδιασπορά των Xi και Xj. Ο παραπάνω τύπος ονοµάζεται νόµος
διάδοσης των σφαλµάτων (law of propagation of errors) και δίνει µια

εκτίµηση της µέγιστης αβεβαιότητας σY της Y για δεδοµένες αβεβαιότητες

σX1
, σX2

, . . . , σXm . Αυτός ο νόµος είναι αυστηρά ακριβής όταν η συνάρτηση f

είναι γραµµική (η ανάπτυξη της f κατά Taylor συµπίπτει µε την ίδια την f ).

Η f µπορεί να έχει µη-γραµµική µορφή που δεν επιτρέπει καλή προσέγγιση

της αβεβαιότητας σY αν δεν επεκταθεί το ανάπτυγµα Taylor σε µεγαλύτερη

τάξη.

΄Οταν οι τ.µ. X1, X2, . . . , Xm είναι ανεξάρτητες, το δεύτερο διπλό άθροι-

σµα στη σχέση (4.2) απαλείφεται αφού οι συνδιασπορές µηδενίζονται και η

αβεβαιότητα δίνεται ως

σY '

√√
m∑
i=1

(
df

dXi

)2

Xi=xi

σ
2

Xi
. (4.3)
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Ειδικότερα ας ϑεωρήσουµε ότι η f είναι γραµµική, δηλαδή η Y είναι

γραµµικός συνδυασµός των X1, X2, . . . , Xm

Y =

m∑
i=1

aiXi = a
Τ
X

όπου a1, a2, . . . , am είναι οι συντελεστές του γραµµικού συνδυασµού και τα

διανύσµατα είναι a = [a1, a2, . . . , am]Τ, X = [X1, X2, . . . , Xm]Τ. Γενικά για

συσχετισµένες τ.µ. X1, X2, . . . , Xm, ο πίνακας συνδιασποράς είναι

Σ =


σ

2

X1
σX1,X2

. . . σX1,Xm

σX2,X1
σ

2

X2
. . . σX2,Xm

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

σXm ,X1
σXm ,X2

. . . σ
2

Xm

 .
Η διασπορά της Y είναι

σ
2

Y
=

m∑
i=1

m∑
i=1

aiσXi ,Xjaj = a
ΤΣa.

Για κάθε δύο διαφορετικές τ.µ. Xi και Xj ο συντελεστής συσχέτισης είναι

ρXi ,Xj = σXi ,Xj/(σXiσXj) και η παραπάνω έκφραση µπορεί να γραφεί ως

σ
2

Y
=

m∑
i=1

aiσ
2

Xi
+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

aiajρXi ,XjσXiσXj .

΄Οταν οι τ.µ. X1, X2, . . . , Xm είναι ανεξάρτητες η παραπάνω σχέση απλοποιεί-

ται ως

σ
2

Y
=

m∑
i=1

aiσ
2

Xi
.

Συχνά χρσιµοποιείται ο συµβολισµός ∆X αντί σX για την αβεβαιότητα της

X . Επίσης χρησιµοποιείται η σχετική αβεβαιότητα (relative uncertainty

σX/X και συχνά σε ποσοστιαίες µονάδες.

Παράδειγµα 4.2. ΄Ενα απλό και πρακτικό παράδειγµα διάδοσης σφάλµατος

είναι ο νόµος του Ωµ R = V/I, όπου µετρώντας την ένταση του ϱεύµατος I

και την τάση V σε έναν αντιστάτη ϑέλουµε να προσδιορίσουµε την αντίσταση

R.

Αν υποθέσουµε ότι οι παρατηρούµενη ένταση και τάση του ϱεύµατος δί-

νονται µε αβεβαιότητα σI και σV αντίστοιχα, η αβεβαιότητα σR είναι

σR =

√(
σV

I

)2

+

(
V

I2
σI

)2

= R

√(
σV

V

)2

+

(
σI

I

)2

.
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Σε αυτήν την απλή περίπτωση, η σχετική αβεβαιότητα σR/R είναι η τετρα-

γωνική ϱίζα του αθροίσµατος των τετραγώνων των σχετικών αβεβαιοτήτων της

έντασης και τάσης.
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Ασκήσεις Κεφαλαίου 4

1. Ο συντελεστής αποκατάστασης e (coefficient of restitution) µιας µπά-

λας, όπου εδώ έχει το νόηµα της αναπήδησης, ορίζεται από το λόγο

της ταχύτητας µετά την επαφή µε την επιφάνεια προς την ταχύτητα

πριν την επαφή. Ισοδύναµα ο συντελεστής αποκατάστασης ορίζεται ως

e =
√
h2/h1, όπου h1 είναι το ύψος από το οποίο αφήνουµε τη µπά-

λα και h2 είναι το ύψος που ϕτάνει η µπάλα µετά την επαφή µε την

επιφάνεια (έδαφος).

(αʹ) Αφήνουµε µια µπάλα µπάσκετ από ύψος 100 cm και µετράµε το

ύψος που ϕτάνει µετά την αναπήδηση. Επαναλαµβάνουµε αυτό

το πείραµα 5 ϕορές και ϐρίσκουµε (σε cm) 60, 54, 58, 60, 56.

Για µια σωστά ϕουσκωµένη µπάλα ϑα πρέπει ο συντελεστής ανα-

πήδησης να είναι 0.76. Εκτιµείστε την αβεβαιότητα ορθότητας και

ακρίβειας επανάληψης για το συντελεστή αναπήδησης για αυτήν

τη µπάλα.

(ϐʹ) Προσοµοιώστε M = 1000 ϕορές το παραπάνω πείραµα. Σε κάθε

πείραµα δηµιουργείστε τις 5 µετρήσεις του ύψους h2 µετά την

αναπήδηση της µπάλας από κανονική κατανοµή µε µέση τιµή

µ2 = 58cm και τυπική απόκλιση σ2 = 2cm. Υπολογίστε σε κάθε

προσοµοίωση το µέσο όρο και την τυπική απόκλιση του ύψους

h2 καθώς και του συντελεστή αποκατάστασης e. Εξετάστε αν οι

τιµές αυτές είναι συνεπείς µε τις αναµενόµενες από τη σχέση e =√
h2/h1 για σταθερό h1 = 100cm.

(γʹ) Αφήνουµε τη µπάλα µπάσκετ 5 ϕορές από διαφορετικά αρχικά

ύψη h1 και ϐρίσκουµε τις παρακάτω τιµές (σε cm)

h1 80 100 90 120 95

h2 48 60 50 75 56

Εκτιµείστε την αβεβαιότητα στα δύο ύψη και υπολογίστε την αβε-

ϐαιότητα στο συντελεστή αναπήδησης. Αν ο συντελεστής αναπή-

δησης πρέπει να είναι 0.76, µπορούµε να δεχθούµε ότι η µπάλα

είναι κατάλληλα ϕουσκωµένη ;

2. Στη µέτρηση αγροτεµαχίων σε παραλληλεπίπεδο σχήµα µετράµε το µή-

κος και πλάτος µε αβεβαιότητα 5m.

(αʹ) Ποια είναι η αβεβαιότητα στη µέτρηση της επιφάνειας αγροτεµα-

χίου µε µήκος 500m και πλάτος 300m; Για ποια µήκη και πλάτη

αυτή η αβεβαιότητα είναι ίδια ;
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(ϐʹ) Σχηµατίστε την αβεβαιότητα ως συνάρτηση του µήκους και πλά-

τους της έκτασης αγροτεµαχίου.

Βοήθεια (matlab): Για το σχηµατισµό επιφάνειας χρησιµοποίησε

την εντολή surf.

3. Η ισχύς που εκλύεται (is dissipated) από ένα κύκλωµα εναλλασσόµενου

ϱεύµατος δίνεται ως P = VI cos f , όπου V και I είναι η ηµιτονοειδής

τάση και ένταση ϱεύµατος στο κύκλωµα και f είναι η διαφορά ϕάσης

µεταξύ των V και I.

(αʹ) Θεωρώντας ότι τα V , I και f δε συσχετίζονται υπολογίστε την αβε-

ϐαιότητα της ισχύος από τις τιµές των V , I και f και την αβεβαιό-

τητα τους.

(ϐʹ) Θεωρείστε ότι η ακρίβεια των V , I και f δίνεται ως (µέση τιµή και

τυπική απόκλιση)

V = (77.78 ± 0.71)V
I = (1.21 ± 0.071)A
f = (0.283 ± 0.017)rad

Θεωρώντας κανονική κατανοµή για κάθε µια από τις V , I και f ,

ελέγξετε µε M = 1000 προσοµοιώσεις αν η ισχύς έχει την αναµε-

νόµενη ακρίβεια.

(γʹ) Κάνετε το ίδιο µε παραπάνω αλλά ϑεωρώντας επιπλέον πως η δια-

ϕορά ϕάσης συσχετίζεται µε την τάση µε συντελεστή συσχέτισης

ρV,f = 0.5.

Βοήθεια (matlab): Για τη δηµιουργία τυχαίων αριθµών από πολυ-

µεταβλητή κανονική κατανοµή χρησιµοποίησε την εντολή mvnrnd.


