
Κεφάλαιο 3

Στοιχεία Στατιστικής

Η στατιστική ασχολείται µε τις εφαρµογές της ϑεωρίας των πιθανοτήτων

τυχαίων µεταβλητών σε πραγµατικά προβλήµατα και συνίσταται στην εξα-

γωγή συµπερασµάτων που ϐασίζονται στις παρατηρήσεις. Εύκολα µπορεί

να καταλάβει κάποιος τη σύνδεση πιθανολογικών εννοιών µε την πραγµατι-

κότητα από την προσέγγιση της πιθανότητας που δώσαµε στην (2.1). Στην

πραγµατικότητα έχουµε n παρατηρήσεις που αποτελούν το δείγµα και αν η

τιµή xi µιας διακριτής τ.µ. X εµφανίζεται ni ϕορές στο δείγµα, µπορούµε να

προσεγγίσουµε την πιθανότητα εµφάνισης της xi, p = P(X = xi), ως

p̂ = ni/n. (3.1)

Η τιµή p̂ αποτελεί την εκτίµηση της p µε ϐάση το δείγµα. Σηµειώνεται ότι

το p µπορούµε να το ονοµάσουµε και αναλογία εµφάνισης της τιµής xi στο

σύνολο των δυνατών τιµών της X . Η εκτίµηση αυτή είναι σηµειακή (point

estimation) και δίνει την καλύτερη προσέγγιση µε µια τιµή που µπορούµε να

δώσουµε στην πραγµατική αλλά άγνωστη αναλογία p µε ϐάση το δείγµα. Σε

πολλές περιπτώσεις ϑα ϑέλαµε να εκτιµήσουµε ένα διάστηµα εµπιστοσύ-
νης (confidence interval) σε κάποιο επίπεδο σηµαντικότητας α (ή αντίστοιχα

επίπεδο εµπιστοσύνης 1 − α) που να περιέχει την πραγµατική αλλά άγνωστη

αναλογία p. Σε άλλες περιπτώσεις µας ενδιαφέρει µόνο να ελέγξουµε αν η

αναλογία µπορεί να πάρει ή να υπερβεί κάποια τιµή και για αυτό κάνουµε

έλεγχο υπόθεσης (hypothesis test).

Σε πολλές µελέτες τα δεδοµένα είναι αριθµητικά και το ενδιαφέρον είναι

στον προσδιορισµό του κέντρου (που ορίζεται µε τη µέση τιµή ή διάµεσο)

της κατανοµής της παρατηρούµενης τ.µ. ή της διασποράς της. Γενικά για

να εκτιµήσουµε µε σηµειακή εκτίµηση ή διάστηµα εµπιστοσύνης κάποια ά-

γνωστη παράµετρο θ (π.χ. µέση τιµή ή διασπορά) ή να ελέγξουµε αν αυτή

µπορεί να πάρει κάποια τιµή υπάρχουν τρεις προσεγγίσεις. Η παραµετρική
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προσέγγιση (parametric approach) υποθέτει ότι τα δεδοµένα του προβλή-

µατος προέρχονται από κάποια γνωστή κατανοµή. Αυτή η προσέγγιση είναι

απλή στην πραγµατοποίηση της. Από τη γνωστή κατανοµή υπολογίζεται η

κατανοµή του εκτιµητή και στη συνέχεια το διάστηµα εµπιστοσύνης ή σχη-

µατίζεται η πιθανότητα της ορθότητας της µηδενικής υπόθεσης του ελέγχου.

Η προσέγγιση αυτή είναι η πιο ακριβής αν η υπόθεση για την κατανοµή εί-

ναι σωστή. Αντίθετα η µη-παραµετρική (nonparametric) προσέγγιση δεν

υποθέτει κάποια γνωστή κατανοµή για τα δεδοµένα. Είναι λιγότερη ακριβής

για γνωστές κατανοµές αλλά είναι πιο κατάλληλη από την παραµετρική ό-

ταν τα δεδοµένα δεν προσαρµόζονται καλά σε κάποια γνωστή κατανοµή. Η

τρίτη προσέγγιση επίσης δε ϑεωρεί γνωστή κατανοµή για τα δεδοµένα και

χρησιµοποιεί επαναδειγµατοληψία (resampling) για να δηµιουργήσει νέα

δείγµατα. Από αυτά τα δείγµατα υπολογίζεται ένα πλήθος τιµών του εκτιµη-

τή, ένα για κάθε δείγµα, σχηµατίζεται η κατανοµή του και υπολογίζεται έτσι

το διάστηµα εµπιστοσύνης ή γίνεται ο έλεγχος υπόθεσης. Αυτή είναι η πιο

ακριβής προσέγγιση για πραγµατικά προβλήµατα, όπου συνήθως τα δεδο-

µένα δεν προσαρµόζονται πιστά σε γνωστές κατανοµές, αλλά η ακρίβεια της

απαιτεί πολλούς περισσότερους υπολογισµούς. Για αυτό και αυτή η προσέγ-

γιση άρχισε να χρησιµοποιείται ευρέως τα τελευταία χρόνια µε την ανάπτυξη

ισχυρής υπολογιστικής τεχνολογίας.

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα επικεντρωθούµε στην πρώτη προσέγγιση για τον υ-

πολογισµό διαστηµάτων εµπιστοσύνης παραµέτρου και την πραγµατοποίηση

ελέγχου υπόθεσης παραµέτρου. Ειδικότερα ϑα µελετήσουµε τις παραµέ-

τρους της µέσης τιµής και της διασποράς. Τέλος ϑα γενικεύσουµε τη χρήση

του ελέγχου υπόθεσης και σε άλλα προβλήµατα, όπως στην προσαρµογή της

κατανοµής των δεδοµένων σε κάποια γνωστή κατανοµή.

3.1 Σηµειακή εκτίµηση

Η σηµειακή εκτίµηση µιας παραµέτρου θ είναι το στατιστικό (ή η στατιστι-

κή) θ̂ που υπολογίζουµε από το δείγµα για να προσδιορίσουµε την άγνωστη

θ, δηλαδή είναι µια τιµή, που υπολογίζεται µε ϐάση τα δεδοµένα του δείγ-

µατος και αντιπροσωπεύει την πραγµατική τιµή της αντίστοιχης παράµετρου

του πληθυσµού.

΄Εστω X µια τ.µ. µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FX (x; θ) που εξαρ-

τάται από την παράµετρο θ την οποία ϑέλουµε να εκτιµήσουµε (το ’;’ στον

παραπάνω συµβολισµό ξεχωρίζει µεταβλητές από παραµέτρους). ΄Εστω ακόµα

ότι έχουµε παρατηρήσεις {x1, . . . , xn} της X από ένα δείγµα µεγέθους n. Τότε

η σηµειακή εκτίµηση της θ δίνεται από µια εκτιµήτρια συνάρτηση των τιµών

του δείγµατος, θ̂ = g(x1, . . . , xn) και το θ̂ ονοµάζεται εκτιµητής (estimator)
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της θ.

Το ϐασικό (και λεπτό σηµείο) στην εκτίµηση παραµέτρων είναι να καταλά-

ϐουµε ότι η θ̂ είναι τυχαία µεταβλητή. Οι παρατηρήσεις {x1, . . . , xn} παίρνουν

τυχαίες τιµές σε κάθε δείγµα µεγέθους n και πάντα µε την ίδια κατανοµή

FX (x; θ). ΄Αρα µπορούµε να ϑεωρήσουµε τις {x1, . . . , xn} ως τ.µ. και τότε και

η θ̂ είναι τ.µ. ως συνάρτηση n τ.µ.. Βέβαια για ένα συγκεκριµένο δείγµα οι

{x1, . . . , xn} παίρνουν πραγµατικές τιµές που δίνουν την τιµή της θ̂ για αυτό

το δείγµα.

Ως τ.µ. η θ̂ ακολουθεί κάποια κατανοµή µε µέση τιµή µθ̂ ≡ E[θ̂] και

διασπορά σ
2

θ̂
≡ Var[θ̂].

3.1.1 Μέση τιµή και διασπορά

∆ύο σηµαντικές παράµετροι µιας τ.µ. X που ϑέλουµε να εκτιµήσουµε

είναι η µέση τιµή της µ και η διασπορά της σ
2
. Ο εκτιµητής της µ δίνεται

από το γνωστό µέσο όρο των {x1, . . . , xn} και ονοµάζεται δειγµατική µέση τιµή

ή απλά µέσος όρος x̄

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi. (3.2)

Ο εκτιµητής της διασποράς σ
2
είναι η δειγµατική διασπορά s

2

s
2 =

1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n − 1

 n∑
i=1

x
2

i
− nx̄2

 . (3.3)

΄Ενας άλλος εκτιµητής της σ
2
δίνεται ως

s̃
2 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2
. (3.4)

Οι εκτιµητές s
2
και s̃

2
διαφέρουν µόνο ως προς το συντελεστή του αθροίσµα-

τος (
1

n−1
και

1

n
αντίστοιχα). Για µεγάλο n οι δύο εκτιµητές συγκλίνουν στην

ίδια τιµή.

3.1.2 Βαθµοί ελευθερίας

Η χρήση του n − 1 στον τύπο της διασποράς στην (3.3) είναι σε συµφωνία

µε τους ϐαθµούς ελευθερίας (degrees of freedom) του προβλήµατος εκτίµη-

σης της διασποράς. Οι ϐαθµοί ελευθερίας δηλώνουν τις ελεύθερες (τυχαίες)

τιµές που υπάρχουν στο πρόβληµα που µελετάµε. Εδώ αρχικά οι ϐαθµοί

ελευθερίας είναι n, όσες και οι παρατηρήσεις στο δείγµα, αλλά επειδή στον
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ορισµό της δειγµατικής διασποράς περιλαµβάνεται η δειγµατική µέση τιµή

δεσµεύονται οι n ελεύθερες τιµές µε την συνθήκη να ικανοποιούν την εξίσωση

(3.2), δηλαδή να δίνουν την x̄. ΄Ετσι χάνεται ένας ϐαθµός ελευθερίας και οι

ϐαθµοί έλευθερίας είναι n − 1.

3.1.3 Κριτήρια καλών εκτιµητών

Παραπάνω ορίσαµε κάπως αυθαίρετα τους εκτιµητές της µέσης τιµής µ

και της διασποράς σ
2
χωρίς να γνωρίζουµε αν είναι ’καλοί’ εκτιµητές ή όχι.

Γενικά για τον ορισµό ϐέλτιστου εκτιµητή θ̂ κάποιας παραµέτρου θ ϑέτουµε

κάποια ϐασικά κριτήρια που αποτελούν και ιδιότητες του εκτιµητή θ̂. Επι-

κεντρώνουµε την προσοχή µας σε δύο ϐασικές ιδιότητες ενός εκτιµητή, όπου

η πρώτη έχει να κάνει µε τη µέση τιµή του µθ̂ και η δεύτερη µε τη διασπορά

του σ
2

θ̂
.

Ο εκτιµητής θ̂ είναι αµερόληπτος (unbiased) αν η µέση τιµή του είναι

ίση µε την παράµετρο θ, δηλαδή αν ισχύει

E[θ̂] = θ.

Αλλιώς λέγεται µεροληπτικός µε µεροληψία

b(θ̂) = E[θ̂] − θ.

΄Ενα δεύτερο σηµαντικό κριτήριο καλού εκτιµητή είναι η αποτελεσµα-
τικότητα (efficiency) αναφέρεται στη διασπορά του εκτιµητή και δίνεται συ-

γκριτικά. ΄Ενας εκτιµητής θ̂1 της θ είναι πιο αποτελεσµατικός (effective) α-

πό έναν άλλο εκτιµητή θ̂2 αν έχει µικρότερη διασπορά, αν δηλαδή ισχύει

σ
2

θ̂1

< σ
2

θ̂2

.

Οι εκτιµητές x̄ για την παραµέτρο µ και s
2
για την παράµετρο σ

2
, που

ορίσαµε αυθαίρετα, είναι και οι δύο αµερόληπτοι και οι πιο αποτελεσµατικοί

(δες επίσης 3.2.1). Ο εκτιµητής s̃
2

είναι µεροληπτικός εκτιµητής της σ
2

µε µεροληψία b(s̃2) = −σ2
/n. Είναι κατανοητό ότι καθώς το µέγεθος του

δείγµατος αυξάνει η µεροληψία τείνει προς το µηδέν και για αυτό ϑεωρούµε

πως ο εκτιµητής s̃
2
είναι ασυµπτωτικά (asymptotic) αµερόληπτος.

Σε κάποια προβλήµατα είναι δύσκολο ή αδύνατο να ϐρούµε εκτιµητή που

είναι και αµερόληπτος και ο πιο αποτελεσµατικός. Για αυτό συνθέτουµε

το κριτήριο του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (mean square error) της

εκτίµησης ως το άθροισµα της διασποράς του εκτιµητή και του τετραγώνου

της µεροληψίας

MSE[θ̂] = b(θ̂)2 + σ2

θ̂
= (E[θ̂] − θ)2 + E[θ̂2] − (E[θ̂])2 = E[(θ̂ − θ)2]. (3.5)
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Στον ορισµό των εκτιµητών x̄ και s
2

δεν κάναµε κάποια υπόθεση για

την κατανοµή της τ.µ. X και άρα µπορούµε να τους χρησιµοποιήσουµε για

οποιαδήποτε τ.µ. X που παρατηρούµε.

3.1.4 Μέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας

Η σηµαντικότερη µέθοδος της στατιστικής για την εκτίµηση παραµέτρων

είναι η µέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood). Η

µέθοδος αυτή δίνει την εκτίµηση που έχει τη µέγιστη πιθανοφάνεια, δηλαδή

δίνει την τιµή της παραµέτρου η οποία, µεταξύ όλων των δυνατών τιµών της

παραµέτρου, είναι η πιο πιθανή µε ϐάση το δείγµα.

Υποθέτουµε ότι η τ.µ. X έχει κάποια γνωστή κατανοµή, δηλαδή γνωρί-

Ϲουµε τη γενική µορφή της ασκ FX (x; θ) και της σππ fX (x; θ). Η παράµετρος

θ της κατανοµής είναι άγνωστη και ϑέλουµε να την εκτιµήσουµε από ένα

δείγµα ανεξάρτητων παρατηρήσεων {x1, . . . , xn}.

Επειδή {x1, . . . , xn} είναι ανεξάρτητες τ.µ., η πιθανότητα να τις παρατηρή-

σουµε σε ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n δίνεται από τη συνάρτηση πιθανό-
ϕανειας (likelihood function) ως προς θ

L(x1, . . . , xn; θ) = f (x1; θ) · · · f (xn; θ).

Αν λοιπόν L(x1, . . . , xn; θ1) > L(x1, . . . , xn; θ2) για δύο τιµές θ1 και θ2 της θ,

τότε η τιµή θ1 είναι πιο αληθοφανής από τη θ2 γιατί δίνει µεγαλύτερη πιθανό-

τητα να παρατηρήσουµε το συγκεκριµένο δείγµα των {x1, . . . , xn}. Θέλουµε

λοιπόν να ϐρούµε την ‘πιο αληθοφανή’ τιµή της θ, δηλαδή την τιµή θ̂ που µε-

γιστοποιεί τη L(x1, . . . , xn; θ) ή καλύτερα (για ευκολότερους υπολογισµούς) τη

log L(x1, . . . , xn; θ). ΄Αρα ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας (maximum

likelihood estimator) θ̂ ϐρίσκεται από τη σχέση

∂ log L(x1, . . . , xn; θ)
∂θ

= 0. (3.6)

Αν ϑέλουµε να εκτιµήσουµε δύο ή περισσότερες παραµέτρους θ1, . . . , θm,

η συνάρτηση πιθανόφανειας είναι L(x1, . . . , xn; θ1, . . . , θm) και οι εκτιµητές

θ̂1, . . . , θ̂m ϐρίσκονται λύνοντας το σύστηµα των m εξισώσεων

∂ log L(x1, . . . , xn; θ1, . . . , θm)
∂θj

= 0 για j = 1, . . . , m. (3.7)

Παράδειγµα 3.1. ΄Εχουµε ένα τυχαίο δείγµα {x1, . . . , xn} από κανονική κα-

τανοµή N(µ, σ2) και ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τη µέση τιµή µ ϑεωρώντας τη

σ
2
γνωστή. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κανονικής κατανοµής
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δίνεται από την (2.23). Η συνάρτηση πιθανόφανειας (για την οποία µόνο η

παράµετρος µ είναι άγνωστη) είναι

L(x1, . . . , xn; µ) =

(
1

2πσ2

)n/2

exp

− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

 ,
όπου exp(x) ≡ ex . Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανόφανειας είναι

log L(x1, . . . , xn; µ) = −
n

2
log 2π −

n

2
log(σ2) −

1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2
.

Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας µ̂ ϐρίσκεται µηδενίζοντας την παράγωγο

της log L
∂ log L
∂µ

= 0 ⇒
1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ) = 0 (3.8)

που δίνει τη λύση

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄ ,

δηλαδή είναι ίδιος µε τον εκτιµητή x̄ της µέσης τιµής µ που ορίσαµε για

οποιαδήποτε κατανοµή της τ.µ. X .

Παράδειγµα 3.2. Ας υποθέσουµε στο προηγούµενο παράδειγµα πως και η

διασπορά σ
2
είναι άγνωστη. Τότε στην παραπάνω εξίσωση (3.8) προστίθεται

και η εξίσωση

∂ log L
∂σ2

= 0 ⇒ −
n

2σ2
+

1

σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0. (3.9)

Η επίλυση του συσήµατος των εξισώσεων (3.8) και (3.9) δίνει την ίδια λύση

για τη µ και για τη σ
2
έχουµε

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ̂)2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2
.

Οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας λοιπόν για τη µέση τιµή µ και τη δια-

σπορά σ
2
µιας τ.µ. που ακολουθεί κανονική κατανοµή είναι απλά η δειγµα-

τική µέση τιµή και η δειγµατική διασπορά αντίστοιχα, αλλά για τη διασπορά

έχουµε τον ασυµπτωτικά αµερόληπτο εκτιµητή s̃
2
(σχέση (3.4) ).

Η µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας είναι η καλύτερη µέθοδος εκτίµη-

σης αν γνωρίζουµε την κατανοµή της τ.µ. X και µπορεί να εφαρµοσθεί σε

οποιοδήποτε πρόβληµα εκτίµησης παραµέτρων από δείγµα ανεξάρτητων πα-

ϱατηρήσεων.
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3.2 Εκτίµηση διαστήµατος εµπιστοσύνης

Η σηµειακή εκτίµηση θ̂ από κάποιο δείγµα δεν περιέχει καµιά πληροφο-

ϱία για την ακρίβεια της εκτίµησης της θ. Η εκτίµηση θ̂ που παίρνουµε από

ένα δείγµα είναι µια τιµή που δε γνωρίζουµε πόσο κοντά είναι στην πραγµα-

τική τιµή της θ και επίσης η τιµή αυτή αλλάζει µε το δείγµα. Για παράδειγµα,

υπολογίζουµε τη δειγµατική µέση τιµή x̄ από ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n.

Αν πάρουµε ένα άλλο τυχαίο δείγµα ίδιου µεγέθους, η τιµή της x̄ ϑα είναι

διαφορετική. Μπορεί να είναι πιο κοντά ή πιο µακριά στην πραγµατική τιµή

της µ απ΄ ότι αυτή από το προηγούµενο δείγµα. Γι αυτό στην εκτίµηση της

θ είναι σηµαντικό εκτός από τη σηµειακή εκτίµηση θ̂ να υπολογίσουµε και

διάστηµα [θ1, θ2] που να µπορούµε να πούµε µε κάποια πιθανότητα 1−α ότι

ϑα περιέχει την πραγµατική τιµή της παραµέτρου θ (δηλαδή η πιθανότητα

σφάλµατος είναι α).

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε την παραµετρική διαδικασία υπολογι-

σµού διαστηµάτων εµπιστοσύνης χρησιµοποιώντας ως παράµετρο θ τη µέ-

ση τιµή µ και τη διασπορά σ
2
. Θεωρούµε και πάλι πως οι παρατηρήσεις

x1, . . . , xn είναι ανεξάρτητες. Για τον υπολογισµό του διαστήµατος εµπιστο-

σύνης ϑα πρέπει να γνωρίζουµε την κατανοµή του εκτιµητή (π.χ. x̄ ή s
2
)

και µε ϐάση αυτήν την κατανοµή ορίζεται το διάστηµα εµπιστοσύνης για την

παράµετρο.

3.2.1 ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της µέσης τιµής µ

Το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ υπολογίζεται µε ϐάση την κατανοµή της

τ.µ. x̄, που είναι ο καλύτερος εκτιµητής της µ. Πράγµατι στην παράγραφο

3.1.3 αναφέρθηκε ότι η x̄ είναι αµερόληπτος εκτιµητής της µ, δηλαδή ισχύει

µx̄ ≡ E[x̄] = µ (3.10)

και άρα η µέση τιµή της x̄ είναι το ίδιο το µ. Η διασπορά της x̄ είναι

σ
2

x̄
≡ Var[x̄] = Var

1

n

n∑
i=1

xi

 =
1

n2

n∑
i=1

Var[xi] =
1

n2
(nσ2) =

σ
2

n
. (3.11)

και άρα η τυπική απόκλιση της είναι σx̄ = σ/
√
n και ονοµάζεται τυπικό

σφάλµα (standard error) του εκτιµητή x̄. Η µορφή της κατανοµής της x̄

εξαρτάται από το µέγεθος του δείγµατος n, από το αν η κατανοµή της X είναι

κανονική και επίσης από το αν γνωρίζουµε τη διασπορά της.

Αν η κατανοµή της τ.µ. X είναι κανονική, X ∼ N(µ, σ2), τότε οι παρατη-

ϱήσεις x1, . . . , xn ακολουθούν την ίδια κατανοµή και άρα ο µέσος όρος τους

x̄ ακολουθεί επίσης κανονική κατανοµή και ισχύει x̄ ∼ N(µ, σ2
/n). Από το
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ΚΟΘ στην παράγραφο 2.3.5 το ίδιο ισχύει ακόµα και όταν δε γνωρίζουµε την

κατανοµή της τ.µ. X αλλά το δείγµα είναι µεγάλο (n > 30). Στην πράξη

όµως δε γνωρίζουµε τη διασπορά σ
2
της τ.µ. X . Αν ϑεωρήσουµε αντί για

σ
2
τη δειγµατική διασπορά s

2
, η υπόθεση x̄ ∼ N(µ, s2

/n) δεν είναι πλέον

ακριβής αλλά η x̄ ακολουθεί µια άλλη κατανοµή, επίσης συµµετρική και µε

κωνοειδές σχήµα, αλλά µε πιο παχιές ουρές από την κανονική. Ειδικότερα η

κανονικοποίηση της x̄, (x̄ − µ)/(s/
√
n), ακολουθεί την κατανοµή Student

ή t-κατανοµή µε n − 1 ϐαθµούς ελευθερίας

t =
x̄ − µ

s/
√
n
∼ tn−1. (3.12)

Οι ϐαθµοί ελευθερίας είναι n − 1 γιατί υπάρχουν n ελεύθερες παρατηρή-

σεις στο δείγµα που δεσµεύονται µε µια συνθήκη, να δίνουν την s
2
. Στο

Σχήµα 3.1α δίνεται το γράφηµα της σππ της κατανοµής Student για διαφο-

ϱετικούς ϐαθµούς ελευθερίας. Για ένα ϐαθµό ελευθερίας (δείγµα δύο µόνο
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Σχήµα 3.1: (α) Η σππ της τυπικής κανονικής κατανοµής και της Student για

ϐαθµούς ελευθερίας όπως δίνονται στο ένθετο. (ϐ) Η σππ της Student για 24

ϐαθµούς ελευθερίας και οι κρίσιµες τιµές για α = 0.05.

παρατηρήσεων) η κατανοµή Student διαφέρει ϕανερά από την τυπική κανο-

νική κατανοµή και έχει πολύ παχιές ουρές. Αυτή η κατανοµή είναι γνωστή

µε πολλά ονόµατα (Cauchy, Lorentzian, Breit-Wigner) και χρησιµοποιεί-
ται συχνά στη ϕυσική, όπως στη ϕυσική υψηλής ενέργειας ως µοντέλο σππ

για την ενέργεια που εµφανίζεται συντονισµός. Καθώς οι ϐαθµοί ελευθερίας

πληθαίνουν η κατανοµή Student συγκλίνει στην τυπική κανονική κατανοµή.

Πρακτικά για µεγάλα δείγµατα δεν υπάρχει διαφορά µεταξύ της κατανοµής

Student και της τυπικής κανονικής κατανοµής.

Στην Παράγραφο2.3.4 είχε δειχθεί ότι για την τυπική κανονική κατανο-

µή σε κάθε πιθανότητα, έστω 1 − α, αντιστοιχεί ένα διάστηµα τιµών της z
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συµµετρικό ως προς το 0, [−z1−α/2, z1−α/2], έτσι ώστε

P(−z1−α/2 < z ≤ z1−α/2) = Φ(z1−α/2) − Φ(−z1−α/2) = 1 − α,

όπου Φ(z) είναι η ασκ της τυπικής κανονικής κατανοµής. Αντίστοιχα για την

κατανοµή Student µε n − 1 ϐαθµούς ελευθερίας σε κάθε πιθανότητα 1 − α

αντιστοιχεί ένα διάστηµα τιµών της t, [−tn−1,1−α/2, tn−1,1−α/2], έτσι ώστε ίσχύει

P(−tn−1,1−α/2 < t ≤ tn−1,1−α/2) = 1 − α, (3.13)

Για παράδειγµα για α = 0.05 και 24 ϐαθµούς ελευθερίας το διάστηµα

[−2.064,2.064] περιέχει την τ.µ. t µε πιθανότητα 0.95, όπου t24,0.975 =

2.064, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.1ϐ. Η τιµή που ορίζει την ουρά της κατα-

νοµής λέγεται και κρίσιµη τιµή (critical value) και παραδοσιακά δίνεται από

κατάλληλο στατιστικό πίνακα, αλλά µπορεί να υπολογισθεί εύκολα (π.χ. στο

matlab η κρίσιµη τιµή για την κατανοµή Student δίνεται από τη συνάρτηση

tinv).
Για να ϐρούµε το διάστηµα που µε πιθανότητα 1−α περιέχει την παραµέ-

τρο µ αντικαθιστούµε το t =
x̄−µ

s/
√
n
στη σχέση (3.13) και λύνουµε τις ανισότητες

ως προς µ

P(x̄ − tn−1,1−α/2

s
√
n
< µ ≤ x̄ − tn−1,1−α/2

s
√
n

) = 1 − α. (3.14)

Η παραπάνω σχέση ορίζει πως το διάστηµα

x̄ ± tn−1,1−α/2

s
√
n

ή

[
x̄ − tn−1,1−α/2

s
√
n
, x̄ + tn−1,1−α/2

s
√
n

]
(3.15)

περιέχει την πραγµατική µέση τιµή µ για κάποια δοθείσα πιθανότητα 1 − α

που είναι το προκαθορισµένο επίπεδο (ή στάθµη) εµπιστοσύνης (confidence

level) και λέγεται διάστηµα εµπιστοσύνης (confidence interval) της µ σε ε-

πίπεδο εµπιστοσύνης 1 − α.

΄Οταν το δείγµα είναι µεγάλο η κατανοµή Student συγκλίνει στην τυπική

κανονική κατανοµή και άρα στο διάστηµα εµπιστοσύνης η κρίσιµη τιµή από

την κατανοµή Student tn−1,1−α/2 µπορεί να αντικατασταθεί από αυτήν της

τυπικής κανονικής z1−α/2. Αν το δείγµα είναι µικρό και δε µπορούµε να

υποθέσουµε πως η κατανοµή της τ.µ. X είναι κανονική, π.χ. γιατί ϕαίνεται

από ένα ιστόγραµµα να είναι ισχυρά ασύµµετρη (λοξή), τότε δε µπορούµε

να χρησιµοποιήσουµε το παραµετρικό διάστηµα εµπιστοσύνης στην (3.15)
για τη µέση τιµή µ. Σε αυτήν την περίπτωση ϑα πρέπει να καταφύγουµε

στη µη-παραµετρική προσέγγιση. Η πιο συχνή µη-παραµετρική µέθοδος

χρησιµοποιεί τις τάξεις (ranks) των δεδοµένων, δηλαδή τη σειρά τους όταν

αυτά κατατάσσονται σε αύξουσα σειρά.
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Παράδειγµα 3.3. Θέλουµε να µελετήσουµε κατά πόσο ασφάλειες ενός τύ-

που καίγονται σε ένταση ϱεύµατος 40 αµπέρ όπως είναι η ένδειξη τους. Στον

Πίνακα3.1 δίνονται οι µετρήσεις έντασης του ηλεκτρικού ϱεύµατος στις ο-

ποίες κάηκαν 25 ασφάλειες που δοκιµάσαµε. Η τ.µ. X που µας ενδιαφέρει

40.9 40.3 39.8 40.1 39.0 41.4 39.8 41.5 40.0 40.6

38.3 39.0 40.9 39.1 40.3 39.3 39.6 38.4 38.4 40.7

39.7 38.9 38.9 40.6 39.6

Πίνακας 3.1: ∆εδοµένα ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος που κάηκαν 25

ασφάλειες των 40 αµπέρ.

είναι το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος που καίγονται ασφάλειας των 40

αµπέρ. Η δειγµατική µέση τιµή της είναι

x̄ =
1

25

25∑
i=1

xi =
1

25
995.1 = 39.80

και η δειγµατική διασπορά της είναι

s
2 =

1

24

 25∑
i=1

x
2

i
− 25x̄

2

 =
1

24
(39629 − 25 · 39.80

2) = 0.854.

Με ϐάση αυτό το δείγµα η εκτίµηση της µέση τιµής µ είναι x̄ = 39.80 αµπέρ

και της διασποράς σ
2
είναι s

2 = 0.854 (αµπέρ)2
.

΄Εστω τώρα ότι ϑέλουµε να εκτιµήσουµε διάστηµα εµπιστοσύνης σε επί-

πεδο 95% για το µέσο όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για ασφάλειες των

40 αµπέρ. Το δείγµα είναι µικρό (n = 25 < 30). Εξετάζουµε τη δειγµατι-

κή κατανοµή του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος από τα δεδοµένα µας.

Για αυτό σχεδιάζουµε το ιστόγραµµα και το ϑηκόγραµµα των δεδοµένων του

Πίνακα3.1, τα οποία παρουσιάζονται στο Σχήµα3.2.

Το ϑηκόγραµµα (boxplot) είναι η απεικόνιση των τεταρτοµορίων των δεδοµένων, και

δίνεται από τους παρακάτω 5 αριθµούς : τη µικρότερη παρατήρηση, την παρατήρηση

µε τάξη στο 25% των παρατηρήσεων (πρώτο τεταρτοµόριο), τη διάµεσο, την παρατή-

ϱηση µε τάξη στο 75% των παρατηρήσεων (τρίτο τεταρτοµόριο) και τη µεγαλύτερη

τιµή. Στο ϑηκόγραµµα, η ϑήκη (κουτί) διαγράφεται µεταξύ του πρώτου και τρίτου

τεταρτοµορίου και οι µύστακες ενώνουν τα τεταρτοµόρια µε τα άκρα (ή διακόπτεται

η γραµµή και οι ακραίες τιµές δηλώνονται µε κάποιο σύµβολο όταν είναι απόµα-

κρες). Τέλος σχηµατίζεται µια γράµµη στη ϑήκη στη ϑέση της διαµέσου. Από το

ϑηκόγραµµα µπορούµε να κρίνουµε τη συµµετρία της κατανοµής που αναφέρονται

τα δεδοµένα (αν η γραµµή της διαµέσου ϐρίσκεται προς το κέντρο της ϑήκης και
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Σχήµα 3.2: Ιστόγραµµα στο (α) και ϑηκόγραµµα στο (ϐ) των δεδοµένων του

ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος για ασφάλειες των 40 αµπέρ του Πίνα-

κα 3.1.

οι µύστακες έχουν περίπου στο ίδιο µήκος) και κατ΄ επέκταση αν η κατανοµή είναι

κανονική.

Από το ιστόγραµµα και το ϑηκόγραµµα ϐλέπουµε ότι η κατανοµή του

ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος ϕαίνεται να είναι κανονική (είναι συµ-

µετρική και δεν έχει µακριές ουρές). ΄Αρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι το

όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος X ακολουθεί κανονική κατανοµή και µπο-

ϱούµε να χρησιµοποιήσουµε το διάστηµα εµπιστοσύνης από την κατανοµή

Student που δίνεται στην (3.15). Βρίσκουµε την κρίσιµη τιµή tn−1,1−α/2 για

1 − α/2 = 0.975 και n − 1 = 24, t24,0.975 = 2.064 (από το στατιστικό πίνακα

για την κατανοµή Student ή υπολογίζοντας απευθείας την αντίστροφη ασκ σε

κάποιο πρόγραµµα όπως το matlab, δες επίσης Σχήµα 3.1ϐ). Το διάστηµα

εµπιστοσύνης για τη µ είναι

39.80 ± 2.064

√
0.854

5
→ [39.42, 40.18].

Με ϐάση το παραπάνω 95% διάστηµα εµπιστοσύνης µπορούµε να πούµε ότι

η σηµειακή εκτίµηση x̄ = 39.80 είναι αρκετά ακριβής αφού το αντίστοιχο

95% διάστηµα εµπιστοσύνης είναι αρκετά µικρό. Επίσης παρατηρούµε ότι

το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης περιέχει το 40, δηλαδή µε 95% εµπιστοσύνη

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι κατά ’µέσο όρο’ οι ασφάλειες διασφαλίζουν

την ένδειξη τους και καίγονται πράγµατι σε ένταση ηλεκτρικού ϱεύµατος 40

αµπέρ.
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3.2.2 ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης της διασποράς σ2

Για να ορίσουµε διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή µ κανονικο-

ποιήσαµε τον εκτιµητή x̄ ως t =
x̄−µ

s/
√
n
ώστε να ακολουθεί κατανοµή Student.

Το ίδιο ϑα κάνουµε και εδώ για τον εκτιµητή s
2
της διασποράς σ

2
. Η κα-

νονικοποίηση είναι (n − 1)s2
/σ

2
που ακολουθεί την κατανοµή X2

µε n − 1

ϐαθµούς ελευθερίας. Για να δείξουµε αυτό το αποτέλεσµα ας δούµε πρώτα

πως προκύπτει η κατανοµή αυτή.

Η κατανοµή X2
χρησιµοποιείται σε πολλά προβλήµατα στατιστικής συ-

µπερασµατολογίας. ΄Εστω ότι η τ.µ. χ
2
είναι το άθροισµα τετραγώνων των

διαφορών µεταξύ παρατηρούµενων και προσδοκώµενων ή µέσων τιµών διαι-

ϱούµενο µε τη διασπορά τους. Είναι ϕανερό από τον ορισµό της ότι η χ
2

εξαρτάται από το πλήθος των παρατηρήσεων n. Ειδικότερα όταν οι παρατη-

ϱήσεις προέρχονται από την ίδια κατανοµή η χ
2
ορίζεται ως

χ
2 =

n∑
i=1

(xi − x̄)2

σ2
(3.16)

και ακολουθεί κατανοµή X2
µε n−1 ϐαθµούς ελευθερίας (ένας ϐαθµός ελευ-

ϑερίας χάνεται λόγω της συνθήκης της δειγµατικής µέσης τιµής x̄). Συνδυά-

Ϲοντας της σχέση (3.16) µε τη σχέση (3.3) που ορίζει τη δειγµατική διασπορά

s
2
έχουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα

χ
2 =

(n − 1)s2

σ2
∼ X2

n−1
. (3.17)

Στο Σχήµα 3.3α δίνεται το γράφηµα της σππ της κατανοµής X2
για διαφο-

ϱετικούς ϐαθµούς ελευθερίας. Για λίγους ϐαθµούς ελευθερίας η κατανοµή

X2
είναι ϕανερά ασύµµετρη αλλά καθώς οι ϐαθµοί ελευθερίας πληθαίνουν

γίνεται πιο συµµετρική και κωνοειδής. Για πολλούς ϐαθµούς ελευθερίας

προσεγγίζει την κανονική κατανοµή. Γενικά επειδή η κατανοµή X2
δεν είναι

συµµετρική γύρω από το 0, οι ουρές της ορίζονται µε δύο κρίσιµες τιµές, την

αριστερή κρίσιµη τιµή χ
2

n−1,α/2
και τη δεξιά κρίσιµη τιµή χ

2

n−1,1−α/2
για κάποιο

επίπεδο σηµαντικότητας α. Στο Σχήµα 3.3ϐ ϕαίνονται οι ουρές για n = 25

και α = 0.05.

Η πιθανότητα 1− α η τ.µ. χ
2
να ϐρίσκεται µεταξύ των ορίων που δίνονται

από την αριστερή και δεξιά κρίσιµη τιµή είναι

P(χ2

n−1,α/2
< χ

2
< χ

2

n−1,1−α/2
) = 1 − α. (3.18)

Αντικαθιστώντας χ
2 = (n − 1)s2

/σ
2
και λύνοντας τις δύο ανισότητες ως προς

σ
2
στη σχέση (3.18) ϐρίσκουµε το (1− α)% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη σ

2 (n − 1)s2

χ
2

n−1,1−α/2

,
(n − 1)s2

χ
2

n−1,α/2

 . (3.19)
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Σχήµα 3.3: (α) Η σππ της κατανοµής X2
για ϐαθµούς ελευθερίας όπως δίνο-

νται στο σχήµα. (ϐ) Η σππ της κατανοµής X2
για 24 ϐαθµούς ελευθερίας και

οι κρίσιµες τιµές για α = 0.05.

Το 95% δ.ε. για την τυπική απόκλιση σ έχει ως άκρα τις τετραγωνικές ϱίζες

των αντίστοιχων άκρων του 95% δ.ε. για τη διασπορά σ
2
.

Παράδειγµα 3.4. Από τα δεδοµένα για το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος

ασφάλειας που χρησιµοποιήθηκαν στο Παράδειγµα 3.3 ϑέλουµε να εκτιµή-

σουµε τη διασπορά σ
2
του ορίου έντασης. Η σηµειακή εκτίµηση ϐρέθηκε να

είναι s
2 = 0.854 (αµπέρ)2

. Για n − 1 = 24 και α = 0.05 από τον στατιστικό

πίνακα για τη X2
(ή µε απευθείας υπολογισµό στο matlab µε τη συνάρ-

τηση chi2inv) ϐρίσκουµε χ2

24,0.025
= 12.4 και χ

2

24,0.975
= 39.4 (δες επίσης

Σχήµα 3.3ϐ). Το 95% δ.ε. για τη διασπορά σ
2
είναι[

24 · 0.854

39.4
,

24 · 0.854

12.4

]
= [0.52, 1.65].

Το 95% δ.ε. για την τυπική απόκλιση σ του ορίου ηλεκτρικού ϱεύµατος είναι

[
√

0.52,

√
1.65] = [0.72, 1.28],

που δείχνει ότι οι ασφάλειες δεν καίγονται µε µεγάλη ακρίβεια γύρω από

το όριο των 40 αµπέρ αλλά µε µια τυπική απόκλιση που περιµένουµε να

κυµαίνεται µεταξύ 0.7 και 1.3 αµπέρ. Αυτό το συµπέρασµα ϕαίνεται να είναι

σε αντίθεση µε το συµπέρασµα για την καλή ακρίβεια εκτίµησης του µέσου

ορίου ηλεκτρικού ϱεύµατος µ που ϐρήκαµε στο Παράδειγµα 3.3. Εδώ ϑα

πρέπει να τονισθεί ότι η κατανοµή του εκτιµητή x̄ της µέσης τιµής είναι πολύ

πιο ’στενή’ από την κατανοµή της ίδιας της τ.µ. X και µάλιστα η διασπορά

της όπως εκτιµάται από το δείγµα είναι s
2
/n δηλαδή η τυπική της απόκλιση

(το τυπικό σφάλµα) είναι
√
n ϕορές µικρότερη από την τυπική απόκλιση
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της X . Μια τυπική µέτρηση του ορίου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος που

καίγεται η ασφάλεια των 40 αµπέρ µε ϐάση το δείγµα των 25 παρατηρήσεων,

ϑα περιµέναµε να κυµαίνεται στο διάστηµα x̄±s = 39.80±
√

0.854 = 39.80±

0.925. Επίσης το 95 % των µετρήσεων του ορίου ηλεκτρικού ϱεύµατος ϑα

περιµέναµε να ϐρίσκεται στο διάστηµα

x̄ ± tn−1,1−α/2s. (3.20)

δηλαδή 39.80 ± 2.064 · 0.925 = 39.80 ± 1.763, που δηλώνει ότι ϑα εµφα-

νίζονται ασφάλειες µε σοβαρές αποκλίσεις από την ονοµαστική ένδειξη της

ασφάλειας.

3.3 ΄Ελεγχος υπόθεσης

Σε πολλά προβλήµατα δεν ενδιαφερόµαστε να εκτιµήσουµε µε κάποια α-

κρίβεια την τιµή της παραµέτρου αλλά να διαπιστώσουµε αν η παραµέτρος

είναι µικρότερη ή µεγαλύτερη από µια δεδοµένη τιµή που έχει ϕυσική ση-

µασία για το πρόβληµα µας. Στο προηγούµενο παράδειγµα µπορεί να µας

ενδιαφέρει να ελέγξουµε αν το µέσο όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος που

καίγονται οι ασφάλειες των 40 αµπέρ διαφέρει σηµαντικά από 40 αµπέρ. Σε

όργανα µέτρησης µας ενδιαφέρει να ελέγξουµε αν η µέτρηση είναι σωστή και

δεν υπάρχει συστηµατικό λάθος στο όργανο µέτρησης. Βέβαια την απάντηση

σε τέτοια ερωτήµατα µπορεί να τη δώσει η εκτίµηση κατάλληλου διαστήµατος

εµπιστοσύνης ελέγχοντας αν η δεδοµένη τιµή ανήκει σ΄ αυτό το διάστηµα ή

όχι, αλλά εδώ ϑα δούµε µια διαφορετική προσέγγιση, ϑέτοντας κατάλληλη

στατιστική υπόθεση και ελέγχοντας αν είναι αποδεκτή ή όχι.

Ο έλεγχος υπόθεσης (hypothesis testing) επεξεργάζεται στατιστικά εγα-

λεία (τον εκτιµητή και την κατανοµή του) σε µια διαδικασία λήψης απόφασης.

Για τη διαδικασία ελέγχου µιας στατιστικής υπόθεσης πρώτα ορίζουµε τη στα-

τιστική υπόθεση, µετά υπολογίζουµε το στατιστικό ελέγχου και την περιοχή

απόρριψης και τέλος αποφασίζουµε για την υπόθεση µε ϐάση την ένδειξη

που έχουµε από το δείγµα.

Η στατιστική υπόθεση (statistical hypothesis) µπορεί να είναι µια οποια-

δήποτε ’στατιστική’ δήλωση ή πρόταση που ϑέτουµε υπό έλεγχο µε ϐάση

τις παρατηρήσεις. Στην αρχή ϑα µελετήσουµε υποθέσεις για την τιµή µιας

παραµέτρου και στη συνέχεια για την κατανοµή µιας τ.µ.. Η µηδενική υ-
πόθεση (null hypothesis) την οποία ϑέτουµε υπό έλεγχο συµβολίζεται Η0

ενώ η εναλλακτική υπόθεση (alternative hypothesis) την οποία δεχόµαστε

αν απορρίψουµε τη Η0 συµβολίζεται Η1. Οι δυνατές αποφάσεις του ελέγχου

είναι :
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1. Σωστή απόφαση: Αποδεχόµαστε την Η0 όταν η Η0 είναι σωστή. Η πιθα-

νότητα αυτής της απόφασης είναι

P(αποδοχή της Η
0
| Η0 σωστή) = 1 − α.

2. Σφάλµα τύπου ΙΙ (type II error): Αποδεχόµαστε την Η0 όταν η Η0 είναι

λανθασµένη. Η πιθανότητα αυτού του σφάλµατος είναι

P(αποδοχή της Η
0
| Η0 λανθασµένη) = �.

3. Σφάλµα τύπου Ι (type I error): Απορρίπτουµε την Η0 όταν η Η0 είναι

σωστή. Η πιθανότητα αυτού του σφάλµατος είναι το επίπεδο σηµαντι-

κότητας

P(απόρριψη της Η
0
| Η0 σωστή) = α.

4. Σωστή απόφαση: Απορρίπτουµε την Η0 και η Η0 είναι λανθασµένη. Η

πιθανότητα αυτής της απόφασης είναι

P(απόρριψη της Η
0
| Η0 λανθασµένη) = 1 − �

και δηλώνει την ισχύ του ελέγχου (power of the test).

Οι 4 δυνατές περιπτώσεις στην αποφάση του ελέγχου δίνονται στον Πίνα-

κα 3.2. Για να είναι ένας έλεγχος ακριβής ϑα πρέπει το πραγµατικό σφάλµα

Αποδοχή της Η0 Απόρριψη της Η0

Η0 σωστή ορθή απόφαση (1 − α) σφάλµα τύπου Ι (α)

Η0 λανθασµένη σφάλµα τύπου ΙΙ (�) ορθή απόφαση (1 − �)

Πίνακας 3.2: Οι 4 περιπτώσεις στην απόφαση ελέγχου µε την αντίστοιχη

πιθανότητα σε παρένθεση.

τύπου Ι να είναι στο επίπεδο σηµαντικότητας α στο οποίο γίνεται ο έλεγχος.

Στην πράξη αυτό δεν είναι ϐέβαια εφικτό αλλά µπορούµε να το διαπιστώσουµε

αν έχουµε τη δυνατότητα να κάνουµε προσοµοιώσεις. Για να υπολογίσουµε

το πραγµατικό σφάλµα τύπου Ι ϑα πρέπει να γνωρίζουµε ότι η Η0 είναι σω-

στή και να επαναλάβουµε τον έλεγχο σε M διαφορετικά δείγµατα ίδιου τύπου

και στο ίδιο επίπεδο σηµαντικότητας α. Αν η Η0 απορρίπτεται m ϕορές σε

επίπεδο σηµαντικότητας α ϑα πρέπει για να είναι ο έλεγχος ακριβής (να έχει

σωστή σηµαντικότητα) η αναλογία m/M να είναι κοντά στο α.

Επίσης µας ενδιαφέρει ο έλεγχος να έχει µεγάλη ισχύ. Την ισχύ του ελέγ-

χου µπορούµε υπολογιστικά να τη µετρήσουµε και πάλι µε προσοµοιώσεις



42 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ

όπου τώρα ϑα πρέπει να γνωρίζουµε ότι η Η0 δεν είναι σωστή και επιπλέον

ότι ο έλεγχος έχει σωστή σηµαντικότητα (σύµφωνα µε τα παραπάνω).

Οι παραπάνω προσοµοιώσεις συνήθως ακολουθούνται για να αξιολογή-

σουµε το στατιστικό που χρησιµοποιείται στον έλεγχο. Στη συνέχεια ϑα πα-

ϱουσιάσουµε τη διαδικασία του παραµετρικού ελέγχου για τη µέση τιµή.

3.3.1 ΄Ελεγχος µέσης τιµής

Θέλουµε να ελέγξουµε µε ϐάση ένα δείγµα παρατηρήσεων {x1, . . . , xn}

µιας τ.µ. X αν η µέση τιµή µ της X µπορεί να πάρει κάποια τιµή µ0, δηλαδή

η µηδενική υπόθεση είναι Η0 : µ = µ0. Φυσικά όταν υποθέτουµε µ = µ0 δεν

εννοούµε αυστηρά την ισότητα και ϑα ϑέλαµε ο έλεγχος να αποφασίζει ότι η

Η0 είναι ορθή όταν η µ ϐρίσκεται ’κοντά’ στην τιµή µ0 και λανθασµένη αλλιώς.

΄Ετσι η τυχόν απόρριψη της Η0 δεν ερµηνεύεται ως αποδοχή της πρότασης

µ = µ0 αλλά µη-απόρριψη της, πάντα µε ϐάση το δείγµα.

Ο κατάλληλος εκτιµητής της µ είναι η δειγµατική µέση τιµή x̄ που υπο-

λογίζεται από το δείγµα. Σύµφωνα και µε τα παραπάνω, τιµές της x̄ ’κοντά’

στη µ0 υποστηρίζουν την ορθότητα της Η0 και σχηµατίζουν την περιοχής α-

ποδοχής της Η0, ενώ τιµές της x̄ ’µακριά’ από τη µ0 δεν την υποστηρίζουν και

σχηµατίζουν την περιοχή απόρριψης (rejection region) που συµβολίζουµε R.

Η απόφαση για την αποδοχή ή απόρριψη της Η0 γίνεται µε ϐάση τις

πιθανότητες και όπως για τα διαστήµατα εµπιστοσύνης έτσι και εδώ ορίζουµε

επίπεδο σηµαντικότητας α (η επίπεδο εµπιστοσύνης 1 − α) για την απόφαση

ελέγχου. Το α καθορίζει το ’κοντά’ και ’µακριά’ που αναφέραµε παραπάνω.

Στην παραµετρική προσέγγιση που ακολουθούµε εδώ το α ορίζει το εύρος

των ουρών της κατανοµής του εκτιµητή x̄.

Είχαµε δείξει πως η κανονικοποίηση του εκτιµητή x̄, t =
x̄−µ

s/
√
n
, ακολουθεί

κατανοµή Student ϑεωρώντας ότι η τ.µ. X ακολουθεί κανονική κατανοµή ή

ότι το δείγµα είναι µεγάλο. Θεωρώντας ότι ισχύει η Η0, έχουµε t =
x̄−µ0

s/
√
n
∼

tn−1, όπου t είναι το στατιστικό ελέγχου (test statistic). Οι κρίσιµες τιµές

του t για δεδοµένο α δίνουν τα όρια του R. Τιµές του t που είναι στις ουρές

της κατανοµής tn−1 ανήκουν στο R, δηλαδή δεν είναι πιθανές όταν ισχύει η

Η0 και άρα η εµφάνιση τους συνιστά απόρριψη της Η0.

Υπολογίζουµε την τιµή του στατιστικού t από το δείγµα, έστω t̃. Αν το t̃

ανήκει στην περιοχή απόρριψης R που ορίσαµε για κάποιο επίπεδο σηµα-

ντικότητας α απορρίπτουµε την Η0. Σηµειώνεται ότι αυτή η απόρριψη ισχύει

για το α που επιλέχτηκε και µπορεί η απόφαση του ελέγχου να αλλάξει για

µικρότερο α. Αντίστροφα αν δεν απορρίπτουµε την Η0 για κάποιο α, µπορεί

να την απορρίψουµε για µεγαλύτερο α. Η µικρότερη τιµή του α που δίνει

απόρριψη της Η0 λέγεται p-τιµή (p-value) και είναι η πιθανότητα να παρα-

τηρήσουµε για το t µια τιµή τόσο ακραία όσο το t̃ όταν ισχύει η Η0. ΄Αρα
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p-τιµή είναι η πιθανότητα το t να είναι στο R που ορίζεται µε κρίσιµη τιµή το

t̃, δηλαδή

p = 2 P(t > |t̃ |) = 2 (1 − P(t < |t̃ |)). (3.21)

΄Οσο πιο κοντά στο 0 είναι η p-τιµή τόσο πιο σίγουρη είναι η απόρριψη της

Η0. Τιµές p > 0.05 δηλώνουν πως η Η0 δε µπορεί να απορριφθεί. Η p-τιµή

υπολογίζεται εύκολα από την ασκ της κατανοµής tn−1 (στο matlab δίνεται

από τη συνάρτηση tcdf), αλλά παλιότερα που τέτοιοι υπολογισµοί δεν ήταν

εύκολα εφικτοί δε χρησιµοποιούταν η p-τιµή και ο έλεγχος γινόταν σε κάποιο

επίπεδο σηµαντικότητας α (µε απάντηση τύπου ναι / όχι).

Σε κάποιες περιπτώσεις ο έλεγχος µπορεί να είναι µονόπλευρος (one-

sided), δηλαδή η απορριπτική περιοχή που ενισχύει την Η1 σχηµατίζεται

µόνο από τη µια ουρά της κατανοµής γιατί ϑεωρούµε πως είναι αδύνατον για

το πρόβληµα µας η µ να παίρνει τιµές στην άλλη ουρά της κατανοµής του x̄.

Η επιλογή µονόπλευρου ή δίπλευρου ελέγχου εξαρτάται από την έρευνα που

ϑέλουµε να κάνουµε και από το κατά πόσο µπορούµε να προβλέψουµε το

αποτέλεσµα της έρευνας. Για παράδειγµα, έστω ότι ϑέλουµε να ελέγξουµε αν

η µέση απόδοση µ ενός µηχανήµατος που σχεδιάσαµε µπορεί να ϕθάσει την

απόδοση αναφοράς µ0 του ’άριστου’ µηχανήµατος (µηχάνηµα αναφοράς). Σε

αυτήν την περίπτωση ο έλεγχος πρέπει να είναι µονόπλευρος (Η0 : µ = µ0

ή ισοδύναµα Η0 : µ ≥ µ0 και Η1 : µ < µ0) γιατί γνωρίζουµε πως δε µπορεί

µ > µ0 αφού η απόδοση του νέου µηχανήµατος δε µπορεί να ξεπεράσει αυτή

του µηχανήµατος αναφοράς.

Παράδειγµα 3.5. Με αναφορά στο Παράδειγµα 3.3 έστω ότι ϑέλουµε να

ελέγξουµε αν το µέσο όριο του ηλεκτρικού ϱεύµατος που καίγονται οι α-

σφάλειες των 40 αµπέρ είναι πράγµατι 40. Οι υποθέσεις του ελέγχου είναι

Η0 : µ = 40 και Η1 : µ , 40.

Είχαµε δεχθεί πως µε ϐάση το δείγµα των 25 ασφαλειών η κατανοµή του

οριού του ηλεκτρικού ϱεύµατος που καίγονται οι ασφάλειες των 40 αµπέρ

µπορεί να είναι κανονική. Χρησιµοποιούµε λοιπόν ως στατιστικό ελέγχου το

t = x̄−40

s/
√
n

που ακολουθεί την tn−1 σύµφωνα µε την Η0. Για επίπεδο σηµα-

ντικότητας α = 0.05 η απορριπτική περιοχή ορίζεται από την κρίσιµη τιµή

tn−1,1−α/2 για 1−α/2 = 0.975 και n−1 = 24, t24,0.975 = 2.064. Η απορριπτική

περιοχή είναι

R = {t | t < −2.064 ∨ t > 2.064} = {t | |t | > 2.064}.

Η τιµή του στατιστικού από το δείγµα είναι (x̄ = 39.8, s = 0.925)

t̃ =
39.8 − 40

0.925/5
= −1.081
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που προφανώς δεν ανήκει στην απορριπτική περιοχή και άρα δε µπορούµε

να απορρίψουµε την Η0, ότι οι ασφάλειες καίγονται στο όριο των 40 αµπέρ.

Από την ασκ της t24-κατανοµής για t̃ = −1.081 ϐρίσκουµε την p-τιµή

p = 2(1 − P(t ≤ |t̃ |)) = 2(1 − P(t ≤ 1.081)) = 2(1 − 0.855) = 0.29

που δηλώνει ποσοστό εµπιστοσύνης της απόρριψης της Η0 σε επίπεδο περί-

που 70%. Πρακτικά αυτό σηµαίνει πως δε µπορούµε να απορρίψουµε την

Η0.

Αν για κάποιο λόγο αποκλείουµε ότι οι ασφάλειες µπορούν να καίγονται

σε υψηλότερο όριο από 40 αµπέρ, τότε ο έλεγχος γίνεται µονόπλευρος, Η0 :
µ ≥ 40 και Η1 : µ < 40. Η απορριπτική περιοχή για α = 0.05 τότε είναι

R = {t | t < tn−1,α/2} = {t | t < t24,0.05} = {t | t < −1.71}.

Και πάλι όµως η Η0 δεν απορρίπτεται αφού t̃ < R. Η p-τιµή για το µονόπλευρο

έλεγχο είναι

p = P(t ≤ t̃) = 0.145

που και πάλι είναι αρκετά υψηλό και δηλώνει πως η Η0 δε µπορεί να απορ-

ϱιφθεί.

3.3.2 ΄Ελεγχος διασποράς

Η στατιστική υπόθεση για τη διασπορά σ
2
είναι όπως και για τη µέση τιµή,

δηλαδή Η0 : σ2 = σ
2

0
µε κατάλληλη εναλλακτική υπόθεση Η1 ανάλογα αν ο έ-

λεγχος είναι δίπλευρος ή µονόπλευρος. Το στατιστικό ελέγχου είναι το χ
2
που

χρησιµοποιήθηκε στο διάστηµα εµπιστοσύνης της σ
2
(δες Παράγραφο 3.2.2)

χ
2 ≡

(n − 1)s2

σ
2

0

∼ X2

n−1
, (3.22)

όπου s
2
είναι ο εκτιµητής της διασποράς. Από την κατανοµή X2

µε n−1 ϐαθ-

µούς ελευθερίας και για επίπεδο σηµαντικότητας α ϐρίσκουµε τις κρίσιµες

τιµές και η περιοχή απόρριψης R δίνεται για τον κάθε τύπο ελέγχου ως

1. Η1 : σ2 , σ2

0
, R = {χ2| χ2

< χ
2

n−1,α/2
∨ χ

2
> χ

2

n−1,1−α/2
}.

2. Η1 : σ2
< σ

2

0
, R = {χ2| χ2

< χ
2

n−1,α
}.

3. Η1 : σ2
> σ

2

0
, R = {χ2| χ2

> χ
2

n−1,1−α}.

Το στατιστικό ελέγχου από το δείγµα χ̃
2
υπολογίζεται ϑέτοντας στη σχέση

(3.22) την εκτίµηση s
2
από το δείγµα. Αν χ̃

2 ∈ R η Η0 απορρίπτεται. Η p-τιµή

για τα τρία είδη ελέγχου είναι
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1. Η1 : σ2 , σ2

0
, p = P(χ2

< χ̃
2 ∨ χ

2
> χ̃

2}.

2. Η1 : σ2
< σ

2

0
, p = P(χ2

< χ̃
2}.

3. Η1 : σ2
> σ

2

0
, p = P(χ2

> χ̃
2}.

Παράδειγµα 3.6. Θέλουµε να ελέγξουµε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 99% αν

η τυπική απόκλιση σ του όριου έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος των ασφαλειών

40 αµπέρ µπορεί να είναι 0.7 αµπέρ. Χρησιµοποιούµε τα 25 δεδοµένα για

το όριο έντασης ηλεκτρικού ϱεύµατος που χρησιµοποιήθηκαν στο Παράδειγ-

µα 3.3.

Εφαρµόζουµε δίπλευρο έλεγχο για τη διασπορά: Η0 : σ2 = 0.49, Η1 :
σ

2 , 0.49. Το µέγεθος του δείγµατος είναι n = 25 και η δειγµατική διασπορά

είναι s
2 = 0.854 (αµπέρ)2

. Η κρίσιµη τιµή του στατιστικού ελέγχου χ
2
για

α = 0.01 είναι χ
2

24,0.005
= 9.886 και χ

2

24,0.995
= 45.558. Η περιοχή απόρριψης

είναι

R = {χ2 | χ2
< 9.886 ∨ χ2

> 45.558}.

Η στατιστική ελέγχου που παίρνουµε από το δείγµα είναι

χ̃
2 =

(n − 1)s2

σ
2

0

=
24 · 0.854

0.49
= 41.829.

Η χ̃
2
δεν ανήκει στην περιοχή απόρριψης και άρα δε µπορούµε να απορ-

ϱίψουµε την Η0 στο επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.01. Φαίνεται όµως να

µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 για λίγο υψηλότερο α. Η τιµή αυτή είναι

p = P(χ2
< χ̃

2 ∨ χ
2
> χ̃

2} = P(χ2
> 41.829}

= 1 − P(χ2
< 41.829} = 1 − 0.986 = 0.014.

και άρα µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 σε επίπεδο σηµαντικότητας ως

και 0.014 (αλλά όχι 0.01). Στην παραπάνω σχέση της πιθανότητας επιλέγουµε

µια από τις δύο ανισότητες (για την αριστερή ή δεξιά κρίσιµη τιµή που δίνεται από

το χ̃
2
) για να υπολογίσουµε την p-τιµή.

Γενικά όταν ϑέλουµε να κάνουµε στατιστικό έλεγχο για την τυπική α-

πόκλιση σ υψώνουµε στο τετράγωνο την τιµή της τυπικής απόκλισης που

ϑέλουµε να ελέγξουµε και κάνουµε έλεγχο διασποράς γι αυτήν την τιµή.

3.3.3 ΄Ελεγχος καταλληλότητας X2

Μια άλλη περίπτωση που χρησιµοποιείται η κατανοµή X2
είναι ο έλεγχος

καλής προσαρµογής (goodness-of-fit test) γνωστής κατανοµής στα δεδοµέ-

να, δηλαδή για να ελέγξουµε αν το δείγµα προέρχεται από πληθυσµό µε

κάποια γνωστή κατανοµή.
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Για τον έλεγχο X2
η τ.µ. X πρέπει να είναι διακριτή, ή αν είναι συνεχής να

µετατραπεί σε διακριτή (δες Παράγραφο 2.1.1). Πρακτικά αυτό σηµαίνει πως

αν τα δεδοµένα είναι αριθµητικά ϑα πρέπει να ορισθεί πρώτα διαµέριση των

τιµών και να οµαδοποιηθούν. ΄Εστω οι K παρατηρούµενες διακριτές τιµές Oj,

j = 1, . . . , K, και οι αντίστοιχες αναµενόµενες τιµές Ej από τη γνωστή κατανο-

µή. Στην περίπτωση της διακριτικοποίησης, Oj είναι η συχνότητα εµφάνισης

παρατηρήσεων σε κάθε οµάδα (διάστηµα) j από τις K οµάδες της διαµέρισης

και Ej η αντίστοιχη αναµενόµενη συχνότητα. Το στατιστικό ελέγχου είναι

χ
2 =

K∑
j=1

(Oj − Ej)2

Ej

. (3.23)

΄Οταν η παρατηρούµενη τ.µ. X είναι διακριτή τότε οι αναµένοµενες τιµές Ej

δίνονται από το γινόµενο του πλήθους των δεδοµένων n µε την αντίστοιχη

πιθανότητα της διακριτής κατανοµής fX (xj) = P(X = xj). ΄Οταν η X είναι

συνεχής οι αναµένοµενες τιµές Ej υπολογίζονται ως

Ej = n(FX (xu
j

) − FX (x l
j
)), (3.24)

όπου FX (x) είναι η ασκ της X για την τιµή x και x
l

j
και x

u

j
είναι το κάτω και

πάνω άκρο του διαστήµατος j, αντίστοιχα.

Οι ϐαθµοί ελευθερίας της κατανοµής X2
είναι K − c, όπου για διακριτή

κατανοµή c = 1 επειδή οι αναµενόµενες συχνότητες Ej δεν είναι όλες ανε-

ξάρτητες αφού το άθροισµα τους πρέπει να είναι n. Για συνεχή κατανοµή, οι

παράµετροι της εκτιµούνται από τα δεδοµένα και άρα χάνονται τόσοι ϐαθµοί

ελευθερίας επιπλέον όσες και οι παράµετροι της κατανοµής. Για παράδειγµα

για να ελέγξουµε αν τα δεδοµένα προσαρµόζονται σε κανονική κατανοµή,

υπολογίζονται πρώτα οι εκτιµήσεις της µέσης τιµής x̄ και διασποράς s
2
από

τα δεδοµένα για να ορίσουµε την ασκ της κανονικής κατανοµής και να υπο-

λογίσουµε στη συνέχεια τις αναµενόµενες τιµές Ej από την σχέση (3.24). ΄Αρα

σε αυτήν την περίπτωση οι ϐαθµοί ελευθερίας της X2
κατανοµής είναι K − 3.

΄Εχοντας ότι κάτω από την Η0 είναι χ
2 ∼ X2

K−c, εξετάζουµε αν το στατιστικό

χ̃
2
από το δείγµα που δίνεται από την σχέση (3.23) ανήκει στην απορριπτική

περιοχή R = {χ2| χ2
> χ

2

K−c,1−α/2
}. Εναλλακτικά µπορούµε να χρησιµοποιή-

σουµε την p-τιµή που ορίζεται ως p = P(χ2
> χ̃

2}.

Ο έλεγχος X2
µπορεί να εφαρµοσθεί για οποιαδήποτε µονοµεταβλητή

κατανοµή, διακριτή ή συνεχή, για την οποία η ασκ µπορεί να υπολογισθεί.

΄Εχει όµως και κάποια µειονεκτήµατα: εξαρτάται από τη διαµέριση για τη

διακριτικοποίηση των δεδοµένων (όταν είναι αριθµητικά) και απαιτεί αρκετά

µεγάλο δείγµα. Υπάρχουν και άλλοι έλεγχοι καλής προσαρµογής κατανοµής,

όπως ο έλεγχος Kolmogorov-Smirnov που εφαρµόζεται όµως µόνο για συνεχή

κατανοµή.
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Παράδειγµα 3.7. ΄Εστω ένα παιχνίδι Ϲαριών, όπου ο παίχτης πετάει το Ϲάρι

τρεις ϕορές και κερδίζει ανάλογα µε το πλήθος των εξαριών που ϕέρνει. Ας

υποθέσουµε ότι ένας παίχτης παίζει 100 ϕορές και οι παρατηρούµενες εµ-

ϕανίσεις εξαριών δίνονται στον Πίνακα 3.3. Αν το παιχνίδι είναι δίκαιο ϑα

πλήθος εξαριών παρατηρούµενο πλήθος αναµενόµενο πλήθος

0 47 57.9

1 36 34.7

2 14 6.9

3 4 0.5

Πίνακας 3.3: Οι εµφανίσεις εξαριών σε 3 ϱίψεις Ϲαριών για 100 επαναλήψεις.

Στη δεύτερη στήλη είναι οι παρατηρούµενες συχνότητες και στην τρίτη οι

αναµενόµενες από τη διωνυµική κατανοµή B(3,1/6).

πρέπει να εµφανίζεται εξάρι σε κάθε Ϲαριά µε πιθανότητα 1/6 (πιθανότητα

’επιτυχίας’). Στις 3 Ϲαριές η πιθανότητα να έρθουν 0,1,2, ή 3 εξάρια δίνεται

από τη διωνυµική κατανοµή B(m, p) για πλήθος επαναλήψεων m = 3, πιθα-

νότητα επιτυχίας p = 1/6 και δυνατές τιµές της τ.µ. X εµφάνισης εξαριών

0,1,2,και 3. Θέλουµε να ελέγξουµε αν πράγµατι µπορούµε να δεχτούµε ότι

X ∼ B(3,1/6) µε ϐάση αυτό το δείγµα.

Οι πιθανότητες εµφάνισης 0,1,2, και 3 εξαριών από την B(3,1/6) είναι

(δες Παράγραφο 2.3.1): P(X = 0) = 0.579, P(X = 1) = 0.347, P(X = 2) =

0.069, P(X = 3) = 0.005. Οι αντίστοιχες αναµενόµενες συχνότητες είναι

(n ·P(X = x)) και δίνονται στην τρίτη στήλη του Πίνακα 3.3. Συγκρίνοντας τις

παρατηρούµενες και τις αναµενόµενες τιµές ϕαίνεται να υπάρχουν σοβαρές

διαφορές για τις πετυχηµένες Ϲαριές µε 2 και 3 εξάρια.

Εφαρµόζοντας τη σχέση (3.23) ϐρίσκουµε χ
2 = 36.28. Η τιµή αυτή είναι

πολύ µεγαλύτερη από την κρίσιµη τιµή της X2

3
(ϐαθµοί ελευθερίας K − c =

4 − 1) για α = 0.05 που είναι χ
2

3,0.95
= 7.815. Η p-τιµή του ελέγχου είναι

p = 6.5·10
−8

, δηλαδή είναι πάρα πολύ απίθανο το δείγµα αυτό να προέρχεται

από τη διωνυµική κατανοµή B(3,1/6). Μάλλον λοιπόν ο παίχτης δεν ϱίχνει

σωστά τα Ϲάρια αλλά κάτι κάνει και ϕέρνει πιο συχνά εξάρες !
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Ασκήσεις Κεφαλαίου 3

1. Η κατανοµή Poisson χρησιµοποιείται αντί της διωνυµικής όταν ο αριθ-

µός m των επαναλήψεων των δοκιµών είναι µεγάλος και η πιθανότητα

‘επιτυχίας’ p σε κάθε δοκιµή είναι µικρή και τότε το γινόµενο λ = mp

ορίζει το µέσο αριθµό επιτυχιών. Η κατανοµή Poisson χρησιµοποιείται

επίσης για να περιγράψει την εµφάνιση πλήθους γεγονότων (επιτυχιών)

σε ένα χρονικό διάστηµα ή γενικότερα στο πεδίο αναφοράς, π.χ. α-

ϱιθµός διακοπών σύνδεσης δικτύου σε µια µέρα, αριθµός καµµένων

εικονοστοιχείων (pixel) σε µια οθόνη. Συµβολίζοντας X την τ.µ. του

αριθµού εµφανίσεων των γεγονότων ενδιαφέροντος (επιτυχιών), η σππ

της κατανοµής Poisson είναι

fX (x;λ) = e
−λλ

x

x!
(3.25)

όπου x είναι το πλήθος εµφανίσεων ‘επιτυχιών’, x! = 1 · 2 · · · x είναι το

παραγοντικό του x και λ η παράµετρος της κατανοµής.

(αʹ) ΄Εστω τυχαίο δείγµα ανεξάρτητων παρατηρήσεων {x1, . . . , xn} από

κατανοµή Poisson µε άγνωστη παράµετρο λ. ∆είξετε ότι ο εκτιµη-

τής µέγιστης πιθανοφάνειας του λ είναι η δειγµατική µέση τιµή.

(ϐʹ) Φτιάξτε µια συνάρτηση στο matlab που ϑα δηµιουργεί M δείγ-

µατα µεγέθους n από κατανοµή Poisson µε δεδοµένη παράµετρο

λ και ϑα υπολογίζει τη δειγµατική µέση τιµή για κάθε ένα από τα

M δείγµατα. Στη συνέχεια ϑα κάνει κατάλληλο ιστόγραµµα των M

δειγµατικών µέσων τιµών και ϑα δίνει ως έξοδο το µέσο όρο από τις

M δειγµατικές µέσες τιµές. Καλέστε τη συνάρτηση για διαφορετι-

κούς συνδυασµούς των M, n και λ. Είναι πάντα (και σύµφωνα µε

το αποτέλεσµα στο υποερώτηµα 1αʹ) το κέντρο της κατανοµής της

δειγµατικής µέσης τιµής (που περιγράφεται από το ιστόγραµµα)

στην τιµή του λ;

Βοήθεια (matlab): Για τη δηµιουργία των τυχαίων αριθµών χρησιµο-

ποίησε τη συνάρτηση poissrnd.

2. Στην ανάλυση αξιοπιστίας (reliability analysis) στη µηχανική εξετάζεται

συχνά ο ϱυθµός αποτυχίας (failure rate) που συνήθως συµβολίζεται µε

λ. ΄Εστω ο χρόνος Ϲωής του συστήµατος X και έστω ότι η διαδικασία που

ορίζει το χρόνο Ϲωής του συστήµατος δεν έχει µνήµη. Αυτό σηµαίνει πως

η πιθανότητα να εµφανιστεί αποτυχία σε λιγότερο από κάποιο χρόνο s

δεν εξαρτάται από το χρόνο που λειτουργούσε το σύστηµα ως τώρα t,
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P(X < t + s|t) = P(X < s). Τότε ο χρόνος Ϲωής X ακολουθεί εκθετική

κατανοµή µε παράµετρο λ και σππ

fX (x;λ) =
λ

e

−λx

, (3.26)

Επαναλάβετε τα ερωτήµατα 1αʹ και 1βʹ για την εκθετική κατανοµή.

Βοήθεια (matlab): Για τη δηµιουργία των τυχαίων αριθµών χρησιµο-

ποίησε τη συνάρτηση exprnd.

3. Σε συνέχεια της προηγούµενης άσκησης, προσοµοιώστε το χρόνο Ϲωής

n µηχανικών συστηµάτων δηµιουργώντας n τιµές από εκθετική κατα-

νοµή µε µέσο χρόνο Ϲωής 1/λ = 15 µήνες. Με ϐάση αυτό το δείγµα

υπολογίστε το 95% παραµετρικό διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο

χρόνο Ϲωής και εξετάστε αν περιέχεται σε αυτό η τιµή 1/λ = 15.

(αʹ) Υπολογίστε M = 1000 δείγµατα µεγέθους n = 5. Σε τι ποσο-

στό ϐρίσκεται ο πραγµατικός µέσος χρόνος Ϲωής µέσα στο 95%

διάστηµα εµπιστοσύνης ;

(ϐʹ) Κάνετε το ίδιο για M = 1000 αλλά n = 100. ∆ιαφέρει το ποσοστό

αυτό από το παραπάνω ;

Βοήθεια (matlab): Για τον υπολογισµό διαστήµατος εµπιστοσύνης και

ελέγχου για τη µέση τιµή µε χρήση της κατανοµής Student κάλεσε τη

συνάρτηση ttest.

4. Η τάση διακοπής εναλλασσόµενου ϱεύµατος ενός µονωτικού υγρού δη-

λώνει τη διηλεκτρική ανθεκτικότητα του. Πήραµε τις παρακάτω πα-

ϱατηρήσεις της τάσης διακοπής (kV) σε κάποιο κύκλωµα κάτω από

ορισµένες συνθήκες.

41 46 47 47 48 50 50 50 50 50 50 50

48 50 50 50 50 50 50 50 52 52 53 55

50 50 50 50 52 52 53 53 53 53 53 57

52 52 53 53 53 53 53 53 54 54 55 68

(αʹ) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά της τάσης

διακοπής του κυκλώµατος.

(ϐʹ) Από παλιότερες µετρήσεις είχαµε ϐρει πως η τυπική απόκλιση της

τάσης διακοπής παρόµοιου κυκλώµατος ήταν περίπου 5kV. Με

ϐάση το δείγµα κάνετε έλεγχο για την υπόθεση πως αυτή είναι η

τυπική απόκλιση της τάσης διακοπής.
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(γʹ) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τάση διακοπής

του κυκλώµατος.

(δʹ) Μπορούµε να αποκλείσουµε ότι η µέση τάση διακοπής είναι 52kV;

(εʹ) Κάνετε έλεγχο X2
καλής προσαρµογής σε κανονική κατανοµή και

ϐρείτε την p-τιµή του ελέγχου.

Βοήθεια (matlab): Για τον υπολογισµό διαστήµατος εµπιστοσύνης και

ελέγχου για τη διασπορά µε χρήση της κατανοµής X2
κάλεσε τη συ-

νάρτηση vartest. Για τον έλεγχο X2
καλής προσαρµογής κάλεσε τη

συνάρτηση chi2gof.

5. Ο ϑερµοπίδακας Old Faithful στην Αµερική είναι από τους πιο γνω-

στούς ϑερµοπίδακες για το µέγεθος αλλά και την κανονικότητα των

εξάρσεων του (eruptions)

(δες http://en.wikipedia.org/wiki/Old_Faithful).
Στο αρχείο δεδοµένων eruption.dat στην ιστοσελίδα του µαθήµα-

τος δίνονται στην πρώτη και δεύτερη στήλη 298 µετρήσεις (σε λεπτά)

του διαστήµατος αναµονής (waiting time) και της διάρκειας του ξεσπά-

σµατος (duration) για το 1989 και στην τρίτη στήλη 298 µετρήσεις του

διαστήµατος αναµονής έξαρσης για το 2006. Για κάθε ένα από τα τρία

µετρούµενα µεγέθη κάνετε τα παρακάτω.

(αʹ) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την τυπική απόκλιση του

µεγέθους και ελέγξτε αν είναι 10΄ για την αναµονή και 1΄ για τη

διάρκεια.

(ϐʹ) Βρείτε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή του µεγέθους

και ελέγξτε αν είναι 75΄ για την αναµονή και 2.5΄ για τη διάρκεια.

(γʹ) Κάνετε έλεγχο X2
καλής προσαρµογής σε κανονική κατανοµή και

ϐρείτε την p-τιµή του ελέγχου.

Με ϐάση τις 298 µετρήσεις για το χρόνο αναµονής και διάρκειας έξαρ-

σης το 1989, εξετάστε αν µπορείτε να δεχθείτε τον παρακάτω ισχυρισµό

(αντιγραφή από τη διεύθυνση της Wikipedia): ”With an error of 10

minutes, Old Faithful will erupt 65 minutes after an eruption lasting

less than 2.5 minutes or 91 minutes after an eruption lasting more

than 2.5 minutes.”

6. Θεωρείστε δείγµα µεγέθους n = 10 από τ.µ. X ∼ N(0,1).

(αʹ) ∆ηµιουργείστε B = 1000 δείγµατα bootstrap από το αρχικό δείγ-

µα και υπολογίστε το µέσο όρο τους. Σχηµατίστε το ιστόγραµµα
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του µέσου όρου x̄ από τα δείγµατα bootstrap (σχεδιάστε στο ίδιο

σχήµα και το µέσο όρο του αρχικού δείγµατος).

(ϐʹ) Υπολογίστε την εκτίµηση bootstrap ˆseB(x̄) του τυπικού σφάλµατος

του x̄ από τα ίδια B = 1000 δείγµατα bootstrap. Συγκρίνετε την

εκτίµηση αυτή µε αυτήν του τυπικού σφάλµατος ŝe(x̄) του x̄ µε

ϐάση το αρχικό δείγµα.

(γʹ) Επαναλάβετε τα δύο παραπάνω σηµεία για το δείγµα των τιµών

που προκύπτουν από το αρχικό δείγµα µε το µετασχηµατισµό y =

e
x
, δηλαδή για δείγµα από την µεταβλητή Y , όπου Y = e

X
.

7. ∆ηµιουργείστε M = 100 δείγµατα µεγέθους n = 10 από τ.µ. X ∼

N(0,1).

(αʹ) Για κάθε ένα από τα M δείγµατα κάνετε τα παρακάτω:

i. Υπολογίστε το παραµετρικό 95% δ.ε. για τη µέση τιµή της X .

ii. Υπολογίστε το 95% δ.ε. µε τη µέθοδο ποσοστιαίων bootstrap

για τη µέση τιµή της X .

Εξετάστε αν συµφωνούν οι δύο τρόποι υπολογισµού δ.ε., π.χ. πα-

ϱουσιάζοντας ιστογράµµατα των άνω και κάτω άκρων των δ.ε. υ-

πολογισµένα µε τους δύο τρόπους στα M = 100 δείγµατα.

(ϐʹ) Θεωρείστε τον µετασχηµατισµό Y = X
2

και εφαρµόστε τον στις

παρατηρήσεις των M = 100 δειγµάτων της τ.µ. X . Επαναλάβετε

την παραπάνω διαδικασία.

8. Κάνετε τα ϐήµατα της παραπάνω άσκησης για τον υπολογισµό δ.ε. για

την τυπική απόκλιση.

9. ∆ηµιουργείστε M = 100 δείγµατα µεγέθους n = 10 από τ.µ. X ∼

N(0,1) και M = 100 δείγµατα µεγέθους m = 12 από τ.µ. Y ∼ N(0,1).

(αʹ) Για κάθε Ϲευγάρι δειγµάτων των X και Y κάνετε τα παρακάτω:

i. Υπολογίστε το παραµετρικό 95% δ.ε. για τη διαφορά µέσων

τιµών των X και Y .

ii. Υπολογίστε το 95% δ.ε. µε τη µέθοδο ποσοστιαίων bootstrap

για τη διαφορά µέσων τιµών των X και Y .

Μετρήστε το ποσοστό που οι µέσες τιµές των X και Y διαφέρουν µε

τους δύο τρόπους υπολογισµού του δ.ε. διαφοράς µέσων τιµών.

(ϐʹ) Θεωρείστε τον µετασχηµατισµό Y = X
2

και εφαρµόστε τον στις

παρατηρήσεις των M = 100 δειγµάτων της τ.µ. X και Y . Επανα-

λάβετε την παραπάνω διαδικασία.
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(γʹ) Επαναλάβετε τα παραπάνω ϐήµατα ϑεωρώντας πως Y ∼ N(0.2,1).

10. Επαναλάβετε την παραπάνω άσκηση χρησιµοποιώντας στατιστικό έλεγ-

χο σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05. Συµπεριλάβετε ως τρίτο τρόπο

πραγµατοποίησης ελέγχου τον έλεγχο µε τυχαία αντιµετάθεση.


