
Κεφάλαιο 2

Πιθανότητες και Τυχαίες
Μεταβλητές

Μπορούµε να καταλάβουµε την έννοια της πιθανότητας από τη σχετική

συχνότητα εµφάνισης ni κάποιας τιµής xi µιας διακριτής τ.µ. X . Αν είχαµε

τη δυνατότητα να συλλέξουµε αυθαίρετα πολλές n παρατηρήσεις (n → ∞),

τότε το όριο της σχετικής συχνότητας είναι η πιθανότητα η τ.µ. X να πάρει

την τιµή xi

P(xi) ≡ P(X = xi) = lim
n−→∞

ni
n

(2.1)

(το σύµβολο ≡ σηµαίνει ισοδυναµία συµβολισµού). Για να είναι έγκυρος αυτός

ο ορισµός πρέπει επίσης να υποθέσουµε ότι οι συνθήκες για την τ.µ. X σε

κάθε επανάληψη της παρατήρησης παραµένουν οι ίδιες, και αυτή η ιδιότητα

ονοµάζεται στατιστική οµαλότητα (statistical regularity). Για παράδειγµα, η

πιθανότητα ϐροχής σε µια περιοχή (σε µια τυχαία µέρα του χρόνου ή ενός

συγκεκριµένου µήνα) µπορεί να έχει αλλάξει τα τελευταία χρόνια λόγω του

ϕαινοµένου του ϑερµοκηπίου.

Για συνεχή τ.µ. X δεν έχει νόηµα να µιλάµε για την πιθανότητα η X
να πάρει µια συγκεκριµένη τιµή αλλά για την πιθανότητα η X να ανήκει σε

ένα διάστηµα τιµών dx. Ποια είναι η πιθανότητα να έχει κάποιος συµφοιτη-

τής σας ένα συγκεκριµένο ύψος που ορίζεται µε ακρίβεια πολλών (άπειρων)

δεκαδικών, π.χ. 1.80123256538634255; Μπορείτε όµως να προσδώσετε

µη µηδενική πιθανότητα για το γεγονός ότι ένας συµφοιτητής σας έχει ύψος

στα 1.80 µέτρα (όπου µε ϐάση τη στρογγυλοποίηση του εκατοστού έχουµε

dx = [1.795,1.805)).
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2.1 Κατανοµή πιθανότητας

2.1.1 Κατανοµή πιθανότητας µιας τ.µ.

Η πιθανότητα η τ.µ. X να πάρει κάποια τιµή xi, αν είναι διακριτή, ή

να ϐρίσκεται σε ένα διάστηµα τιµών dx, αν είναι συνεχής, µπορεί να µετα-

ϐάλλεται στο σύνολο των διακεκριµένων τιµών ή σε διαφορετικά διαστήµατα

και δίνεται ως συνάρτηση της τ.µ. X . Για διακριτή τ.µ. X που παίρνει τις

τιµές x1, x2, . . . , xm, η συνάρτηση αυτή λέγεται συνάρτηση µάζας πιθανό-
τητας, σµπ (probability mass function), ορίζεται ως fX (xi) = P(X = xi) και

ικανοποιεί τις συνθήκες

fX (xi) ≥ 0 και

m∑
i=1

fX (xi) = 1. (2.2)

Αντίστοιχα, για συνεχή τ.µ. X (X ∈ ΙR) ορίζεται η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας, σππ (probability density function) fX (x) που ικανοποιεί τις

συνθήκες

fX (x) ≥ 0 και

∫ ∞

−∞

fX (x)dx = 1. (2.3)

Η κατανοµή πιθανότητας (probability distribution) της τ.µ. X ορίζεται επίσης

από την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, ασκ (cumulative distribu-

tion function) FX (x), που δηλώνει την πιθανότητα η τ.µ. X να πάρει τιµές

µικρότερες ή ίσες από κάποια τιµή x. Για διακριτή τ.µ. X είναι

FX (xi) = P(X ≤ xi) =
∑
x≤xi

fX (x) (2.4)

και για συνεχή τ.µ. X

FX (x) = P(X ≤ x) =

∫ x

−∞

fX (u)du. (2.5)

Σηµειώνεται ότι µια συνεχής µεταβλητή µπορεί να µετατραπεί σε διακριτή

µε κατάλληλη διαµέριση του πεδίου τιµών της. Αν η συνεχής τ.µ. X ορίζεται

στο διάστηµα [a, b] µια διαµέριση Σ σε m κελιά δίνεται ως

Σ = {a = r0, r1, . . . , rm−1, rm = b}, όπου r0 < r1 < . . . < rm.

Αντιστοιχίζοντας διακεκριµένες τιµές xi, i = 1, . . . , m, σε κάθε κελί (διάστηµα)

[ri−1, ri), η πιθανότητα εµφάνισης µιας τιµής xi της διακριτικοποιηµένης τ.µ.

X ′, fX ′(xi) = P(X ′ = xi), δίνεται από την πιθανότητα η συνεχής τ.µ. X να

παίρνει τιµές στο διάστηµα [ri−1, ri), P(ri−1 ≤ X ≤ ri) = FX (ri) − FX (ri−1).
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2.1.2 Από κοινού πιθανότητα δύο τ.µ.

Σε πολλά προβλήµατα χρειάζεται να ορίσουµε την συνδυασµένη µεταβλη-

τότητα δύο τ.µ. X και Y , δηλαδή την από κοινού κατανοµή πιθανότητας τους.

΄Εστω η διακριτή τ.µ. X µε δυνατές διακεκριµένες τιµές x1, x2, . . . , xn και Y
µε δυνατές διακεκριµένες τιµές y1, y2, . . . , ym, αντίστοιχα. Η από κοινού
συνάρτηση µάζας πιθανότητας (joint probability mass function) fXY (x, y)
ορίζεται για κάθε Ϲεύγος δυνατών τιµών (xi , yi) ως

fXY (xi , yi) = P(X = xi , Y = yi) (2.6)

και η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (joint cumulative

density function) ορίζεται ως

FXY (xi , yi) = P(X ≤ xi , Y ≤ yi) =
∑
x≤xi

∑
y≤yi

fXY (xi , yi). (2.7)

Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (joint probabi-

lity density function) fXY (x, y) για δύο συνεχείς τ.µ. X και Y ϑα πρέπει να

ικανοποιεί τις συνθήκες

fXY (x, y) ≥ 0 και

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

fXY (x, y)dydx = 1. (2.8)

Η από κοινού (αθροιστική) συνάρτηση κατανοµής για δύο συνεχείς τ.µ.

X και Y ορίζεται ως

FXY (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞

fXY (u, v)dvdu. (2.9)

∆ύο τ.µ. X και Y (συνεχείς ή διακριτές) είναι ανεξάρτητες (independent)

αν για κάθε δυνατό Ϲεύγος τιµών τους (x, y) ισχύει

fXY (x, y) = fX (x)fY (y) (2.10)

Με ανάλογο τρόπο ορίζονται οι συναρτήσεις από κοινού κατανοµής για

περισσότερες τ.µ. καθώς και η ανεξαρτησία πολλών τ.µ..

2.2 Παράµετροι κατανοµής τυχαίων µεταβλητών

Η κατανοµή πιθανότητας περιγράφει πλήρως τη συµπεριφορά της τ.µ.,

αλλά συνήθως στην πράξη δεν είναι γνωστή ή απαραίτητη. ΄Οταν µελετάµε

µια τ.µ. µας ενδιαφέρει κυρίως να προσδιορίσουµε κάποια ϐασικά χαρακτη-

ϱιστικά της κατανοµής της, όπως η κεντρική τάση και η µεταβλητότητα της

τ.µ.. Αυτά τα χαρακτηριστικά είναι οι παράµετροι της κατανοµής της τ.µ..
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2.2.1 Μέση τιµή

Αν X είναι µια διακριτή τ.µ. που παίρνει m διακριτές τιµές x1, x2, . . . , xm,
µε σµπ fX (x), η µέση τιµή της, που συµβολίζεται µX ≡ E[X ] ή απλά µ, δίνεται
ως

µ ≡ E[X ] =

m∑
i=1

xifX (xi). (2.11)

Αν η X είναι συνεχής τ.µ. µε σππ fX (x), η µέση τιµή της δίνεται ως

µ ≡ E[X ] =

∫ ∞

−∞

xfX (x)dx. (2.12)

Κάποιες ϐασικές ιδιότητες της µέσης τιµής είναι :

1. Αν η τ.µ. X παίρνει µόνο µια σταθερή τιµή c είναι E[X ] = c.

2. Αν X είναι µια τ.µ. και c είναι µια σταθερά: E[cX ] = cE[X ].

3. Αν X και Y είναι δύο τ.µ.: E[X + Y ] = E[X ] + E[Y ].

4. Αν X και Y είναι δύο ανεξάρτητες τ.µ.: E[XY ] = E[X ]E[Y ].

Οι ιδιότητες (2) και (3) δηλώνουν πως η µέση τιµή έχει τη γραµµική ιδιότητα,

δηλαδή ισχύει E[aX + bY ] = aE[X ] + bE[Y ].
΄Αλλα χαρακτηριστικά της τ.µ. X εκτός της µέσης τιµής είναι τα εκατο-

στιαία σηµεία που µπορούν να προσδιοριστούν από την αθροιστική συνάρτη-

ση κατανοµής. Η διάµεσος (median) µ̃ µιας τ.µ. X είναι το 50-εκατοστιαίο

σηµείο, δηλαδή η µ̃ ικανοποιεί τη σχέση FX (µ̃) = 0.5.

2.2.2 ∆ιασπορά

Η διασπορά ή διακύµανση (variance) µιας τ.µ. X και κυρίως η τυπική
απόκλιση (standard deviation) (που είναι η τετραγωνική ϱίζα της διασπο-

ϱάς), εκφράζουν τη µεταβλητότητα της τ.µ. X γύρω από τη µέση τιµή. Αν X
είναι µια τ.µ. (διακριτή ή συνεχής) µε µέση τιµή µ, τότε η διασπορά της που

συµβολίζεται σ2

X ≡ Var[X ] ή απλά σ2
δίνεται ως

σ2 ≡ E[(X − µ)2] = E[X2] − µ2. (2.13)

Κάποιες ϐασικές ιδιότητες της διασποράς είναι :

1. Αν η τ.µ. X παίρνει µόνο µια σταθερή τιµή c είναι Var[c] = 0.

2. Αν X είναι µια τ.µ. και c είναι µια σταθερά: Var[X + c] = Var[X ] και

Var[cX ] = c2Var[X ].
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3. Αν X και Y είναι δύο ανεξάρτητες τ.µ.: Var[X + Y ] = Var[X ] + Var[Y ].

Οι ιδιότητες (2) και (3) δηλώνουν πως η διασπορά δεν έχει τη γραµµική

ιδιότητα. ΄Οταν όµως οι δύο τ.µ. είναι ανεξάρτητες η διασπορά έχει τη ψευδο-

γραµµική ιδιότητα, δηλαδή ισχύει Var[aX + bY ] = a2Var[X ] + b2Var[Y ].

2.2.3 Ροπές µιας τ.µ.

Συχνά για την περιγραφή των ιδιοτήτων µιας τ.µ. X δεν αρκεί µόνο η µέση

τιµή και η διασπορά (που ϐασίζονται στην πρώτη και δεύτερη δύναµη της X ),

αλλά πρέπει να καταφύγουµε σε µεγαλύτερες δυνάµεις της X . Η µέση τιµή

και η διασπορά αναφέρονται και ως ϱοπή πρώτης τάξης και (κεντρική) ϱοπή

δεύτερης τάξης, αντίστοιχα. Γενικά ορίζονται οι ϱοπές E[Xn] και οι κεντρικές

ϱοπές µn ≡ E[(x − µX )n] για κάθε τάξη n.
Από τις σηµαντικότερες ϱοπές είναι η κεντρική ϱοπή τρίτης τάξης που

χρησιµοποιείται στον ορισµό του συντελεστή λοξότητας (coefficient of skew-

ness) λ

λ =
µ3

σ3
= E

[(X − µ
σ

)3
]
. (2.14)

Ο συντελεστής λοξότητας λ εκφράζει τη λοξότητα της κατανοµής της τ.µ. X
(δηλαδή της σµπ για διακριτή X ή της σππ για συνεχή X ). Για λ = 0 η

κατανοµή είναι συµµετρική.

Από τη κεντρική ϱοπή τέταρτης τάξης ορίζεται ο συντελεστή κύρτωσης

(coefficient of kurtosis) κ

κ =
µ4

σ4
− 3 = E

[(X − µ
σ

)4
]
− 3. (2.15)

Ο συντελεστής κύρτωσης κ δηλώνει τη σχέση του πλάτους της κατανοµής

γύρω από τη κεντρική τιµή µε τις ουρές της. Πιο συγκεκριµένα δηλώνει κατά

πόσο αυτή η σχέση αποκλίνει από αυτήν της τυπικής κανονικής κατανοµής

όπου ορίζεται να είναι ίση µε 3 (και για αυτό αφαιρείται) (Η τυπική κανονική

κατανοµή παρουσιάζεται παρακάτω).

2.2.4 Συνδιασπορά και συντελεστής συσχέτισης

΄Οταν µελετάµε δύο τ.µ. X και Y που δεν είναι ανεξάρτητες, έχει ενδιαφέ-

ϱον να προσδιορίσουµε πόσο ισχυρά συσχετίζεται η µια µε την άλλη. Γι αυτό

ορίζουµε τη συνδιασπορά ή συνδιακύµανση (covariance) των τ.µ. X και Y ,

που συµβολίζεται σXY ≡ Cov[X, Y ], και ορίζεται ως

σXY ≡ E[(X − µX )(Y − µY )] = E[XY ] − µXµY . (2.16)
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Αν οι δύο τ.µ. X και Y συσχετίζονται ισχυρά και ϑετικά, δηλαδή όταν αυξάνει

η µία αυξάνει και η άλλη, τότε η συνδιασπορά παίρνει µεγάλη ϑετική τιµή σε

σχέση µε τις τιµές των X και Y . Αντίθετα αν οι δύο τ.µ. X και Y συσχετίζονται

ισχυρά και αρνητικά, δηλαδή όταν αυξάνει η µία µειώνεται η άλλη, τότε η

συνδιασπορά παίρνει µεγάλη αρνητική τιµή. Αν οι X και Y είναι ανεξάρτητες

εύκολα µπορεί να δειχθεί από την (2.16) ότι σXY = 0.

Το µειονέκτηµα της συνδιασποράς είναι ότι η τιµή της εξαρτάται από τις

µονάδες µέτρησης των τ.µ. X και Y . Γι αυτό όταν ϑέλουµε να µετρήσουµε

τη συσχέτιση δύο τ.µ. X και Y , χρησιµοποιούµε συνήθως το συντελεστή
συσχέτισης (correlation coefficient), που συµβολίζεται ρXY ≡ Corr[X, Y ] ή

απλά ρ, και προκύπτει από την κανονικοποίηση της συνδιασποράς µε το

γινόµενο των τυπικών αποκλίσεων των X και Y

ρ =
σXY
σXσY

. (2.17)

Παραθέτουµε κάποιες ιδιότητες του συντελεστή συσχέτισης :

1. −1 ≤ ρ ≤ 1.

2. Αν οι τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες είναι ρ = 0, αλλά ρ = 0 δε δηλώνει

ότι οι X και Y είναι ανεξάρτητες αλλά απλά ότι δεν είναι γραµµικά

συσχετισµένες (µπορεί δηλαδή να είναι µη-γραµµικά συσχετισµένες).

3. ρ = −1 ή ρ = 1 αν και µόνο αν Y = α + �X για κάποιους αριθµούς α
και �.

2.3 Γνωστές κατανοµές µιας τ.µ.

Στη µελέτη µιας τ.µ. µας ϐοηθάει να έχουµε κάποια πρότυπα για την κα-

τανοµή της, δηλαδή κάποιες γνωστές συναρτήσεις fX (x) της τ.µ. X µε γνωστές

παραµέτρους. Επίσης σε πολλά πραγµατικά προβλήµατα η κατανοµή µιας

τ.µ. µπορεί να περιγραφεί ικανοποιητικά από κάποια γνωστή κατανοµή. Θα

παραθέσουµε εδώ δύο τέτοια παραδείγµατα πολύ γνωστών κατανοµών, µια

για διακριτή και µια για συνεχή τ.µ..

2.3.1 ∆ιωνυµική κατανοµή

Πολλά προβλήµατα και κυρίως πειράµατα εµπεριέχουν επαναλαµβανό-
µενες δοκιµές (repeated trials). Για παράδειγµα µπορεί να ϑέλουµε να

γνωρίζουµε την πιθανότητα η µια στις 5 ϐελόνες χαρακτικής να σπάσει σε

ένα πείραµα αντοχής τάνυσης. Σε κάθε δοκιµή ορίζουµε δύο µόνο δυνατά
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αποτελέσµατα που συνήθως τα χαρακτηρίζουµε συµβολικά ως ‘επιτυχία’ και

‘αποτυχία’, χωρίς το όνοµα να έχει απαραίτητα πραγµατική σηµασία (‘επιτυ-

χία’ µπορεί να είναι το σπάσιµο της ϐελόνας). Υποθέτουµε ότι έχουµε κάνει

n δοκιµές και η πιθανότητα ‘επιτυχίας’ p σε κάθε προσπάθεια είναι ίδια.

∆οκιµές που τηρούν αυτές τις προϋποθέσεις λέγονται δοκιµές Bernoulli.
Ορίζουµε την τ.µ. X ως τον αριθµό των επιτυχίων σε n δοκιµές. Η X

παίρνει τιµές στο σύνολο {0,1, . . . , n}. Η πιθανότητα να έχουµε x ‘επιτυχίες’

δίνεται από τη διωνυµική (binomial) σµπ, που συµβολίζεται B(n, p), και

ορίζεται ως

fX (x) = P(X = x) =

(
n

x

)
px(1 − p)n−x (2.18)

όπου

(
n
x

)
≡ n!

x!(n−x)! είναι ο διωνυµικός συντελεστής (binomial coefficient). Τα n
και p είναι οι παράµετροι που ορίζουν τη διωνυµική κατανοµή. ∆ηλώνουµε

ότι µια τ.µ. X ακολουθεί διωνυµική κατανοµή ως X ∼ B(n, p). Η µέση τιµή

και η διασπορά της X είναι

µ = E[X ] = np και σ2 = Var[X ] = np(1 − p). (2.19)

Παράδειγµα 2.1. Σε ένα πείραµα αντοχής τάνυσης δοκιµάζουµε 4 ϐελόνες

χαρακτικής σε ένα συγκεκριµένο όριο τάνυσης. Η πιθανότητα να σπάσει

η ϐελόνα σε µια δοκιµή είναι p = 0.2. Οι δοκιµές είναι τύπου Bernoulli.

Μπορούµε να ορίσουµε την πιθανότητα να µη σπάσει καµιά ϐελόνα στις 4

δοκιµές από τη διωνυµική κατανοµή ως

fX (0) = P(X = 0) =

(
4

0

)
0.20

0.84 = 0.4096

΄Οµοια υπολογίζονται οι πιθανότητες όταν στις 4 δοκιµές σπάζει µια ϐελόνα

κι όταν σπάζουν 2, 3 και 4 ϐελόνες

fX (1) = 0.4096 fX (2) = 0.1536 fX (3) = 0.0256 fX (4) = 0.0016.

Με αυτόν τον τρόπο έχουµε ορίσει τη συνάρτηση σµπ fX (x) γι αυτό το παρα-

δειγµα. Από την fX (x) ορίζεται εύκολα και η αθροιστική συνάρτηση FX (x) ≡
P(X ≤ x). Η γραφική παράσταση των συναρτήσεων fX (x) και FX (x) δίνονται

στο Σχήµα2.1.

Η πιθανότητα να σπάσει η ϐελόνα τουλάχιστον µια ϕορά είναι

P(X ≥ 1) = 1 − P(X = 0) = 1 − 0.4096 = 0.5904

ενώ η πιθανότητα να σπάσει η ϐελόνα το πολύ δύο ϕορές δίνεται από την

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής

FX (2) ≡ P(X ≤ 2) =

2∑
x=0

P(X = x) = 0.4096 + 0.4096 + 0.1536 = 0.9728.
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Σχήµα 2.1: Γραφική παράσταση της συνάρτησης fX (x) στο (α) και της συνάρ-

τησης FX (x) στο (ϐ) για τον αριθµό ϐελόνων που σπάζουν σε n δοκιµές.

Η µέση τιµή για τον αριθµό ‘επιτυχιών’ (όπου επιτυχία είναι το σπάσιµο της

ϐελόνας στη δοκιµή) είναι E[X ] = 4·0.2 = 0.8 δηλαδή στις 4 δοκιµές περίπου

µια ϕορά ϑα σπάζει η ϐελόνα. Η τυπική απόκλιση από αυτήν την τιµή είναι

σ =
√

VarX =
√

4 · 0.2 · 0.8 = 0.8.

2.3.2 Οµοιόµορφη κατανοµή

Η πιο απλή συνεχής κατανοµή είναι η οµοιόµορφη κατανοµή που ορίζεται

σε πεπερασµένο διάστηµα [a, b] και έχει σππ (δες Σχήµα 2.2)

fX (x) =

{
1

b−a a ≤ x ≤ b
0 αλλού

(2.20)

και ασκ

FX (x) =


0 x < a
x−a
b−a a ≤ x ≤ b
1 x ≥ b

(2.21)

Ο συµβολισµός που χρησιµοποιείται για να δείξουµε ότι µια τ.µ. X ακο-

λουθεί οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [a, b] είναι X ∼ U[a, b]. Η µέση

τιµή και διασπορά της X είναι

µ = E[X ] =
a + b

2
και σ2 = Var[X ] =

(b − a)2

12
. (2.22)
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Σχήµα 2.2: Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας στο (α) και η αθροιστική

συνάρτηση στο (ϐ) της οµοιόµορφης κατανοµής στο διάστηµα [a, b].

2.3.3 ∆ηµιουργία τυχαίων αριθµών από δεδοµένη κατα-
νοµή µέσω της οµοιόµορφης κατανοµής

Συχνά σε προσοµοιώσεις χρειάζεται να δηµιουργήσουµε τυχαίους αριθ-

µούς από κάποια δεδοµένη κατανοµή συνεχούς τ.µ., δηλαδή κατανοµή που

ορίζεται µε κάποια γνωστή σππ ή εναλλακτικά ασκ και για ορισµένες τιµές

των παραµέτρων της. ΄Ενα χρήσιµο αποτέλεσµα που χρησιµοποιείται στη

δηµιουργία τυχαίων αριθµών από δεδοµένη κατανοµή είναι το παρακάτω ϑε-

ώρηµα.

Θεώρηµα 2.1. Αν X ∼ U[0,1] τότε η τ.µ. Y = F−1

Y (X ) έχει ασκ FY (y).

Αν λοιπόν γνωρίζουµε την ασκ FY (y) µιας τ.µ. Y για την οποία ϑέλουµε να

παράγουµε τυχαίους αριθµούς, µπορούµε να υπολογίσουµε την αντίστροφη

ασκ F−1

Y (.), που είναι πάντα εφικτό αφού η FY (y) είναι µονότονη. Θεωρούµε

πως έχουµε κάποια γεννήτρια συνάρτηση ψευδο-τυχαίων αριθµών για να

παράγουµε τυχαίους αριθµούς x στο διάστηµα [0,1], δηλαδή να παράγουµε

τιµές x της X ∼ U[0,1] (δες άσκηση 1). Εφαρµόζοντας την F−1

Y (.) σε κάθε τιµή

x της X ∼ U[0,1] ϑα µας δώσει την αντίστοιχη τιµή y της Y που ακολουθεί

τη δεδοµένη κατανοµή µε ασκ FY (y).

Παράδειγµα 2.2. Η εκθετική κατανοµή δίνεται από την σππ fY (y) = λe−λy

και ασκ FY (y) = 1−eλy, όπου λ η παράµετρος της εκθετικής κατανοµής (που

είναι και η µέση τιµή). Θέτοντας X ≡ FY (y), έχουµε X ∼ U[0,1] και µπο-

ϱούµε να δηµιουργήσουµε τυχαίους αριθµούς από οµοιόµορφη κατανοµή.
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Τότε για κάθε τέτοια τιµή x υπολογίζουµε την αντίστοιχη τιµή y από εκθετική

κατανοµή µε παράµετρο λ από την αντίστροφη της FY (y)

y = −
1

λ
ln(1 − x).

2.3.4 Κανονική κατανοµή

Η κανονική κατανοµή είναι η σπουδαιότερη συνεχής κατανοµή και αποτε-

λεί τη ϐάση για πολλά στατιστικά µοντέλα και συµπεράσµατα. Η σπουδαιό-

τητα της οφείλεται κυρίως στο ότι περιγράφει ικανοποιητικά την κατανοµή

πολλών τυχαίων πραγµατικών µεγεθών που παίρνουν συνεχείς αριθµητικές

τιµές, αλλά προσεγγίζει ικανοποιητικά και πολλές διακριτές κατανοµές. Σε

πολλά τυχαία µεγέθη που µελετάµε παρατηρούµε ότι οι τιµές τους ‘µαζεύο-

νται’ συµµετρικά γύρω από µια κεντρική τιµή και ‘αραιώνουν’ καθώς αποµα-

κρύνονται από αυτήν την κεντρική τιµή. Η κατάλληλη συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας για µια κατανοµή τέτοιου τύπου ‘τοµή καµπάνας’ είναι αυτή της

κανονικής κατανοµής (normal distribution) που ορίζεται ως

fX (x) =
1
√

2π σ
e−

(x−µ)2

2σ2 −∞ < x < ∞, (2.23)

όπου οι παράµετροι µ και σ2
που ορίζουν την κανονική κατανοµή είναι η µέση

τιµή και η διασπορά αντίστοιχα και η κατανοµή συµβολίζεται ως N(µ, σ2). Η

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FX (x) δίνεται από το ολοκλήρωµα της fX (x)
όπως ορίστηκε στην (2.5). Στο Σχήµα2.3 δίνονται σχηµατικά η fX (x) και η

FX (x).
Φαίνεται ότι περίπου το 70% των τιµών της X ϐρίσκονται στο διάστηµα

[µ − σ, µ + σ] και περίπου το 95% των τιµών της X ϐρίσκονται στο διάστηµα

[µ − 2 σ, µ + 2 σ].
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η τυπική ή τυποποιηµένη κανονική

κατανοµή (standard normal distribution) που είναι η πιο απλή µορφή της

κανονικής κατανοµής, δηλαδή για µ = 0 και σ = 1. Για να ξεχωρίσουµε την

τ.µ. που ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή τη συµβολίζουµε µε Z ή z
και είναι Z ∼ N(0,1). Η σππ είναι

fZ (z) =
1
√

2π
e−

z2

2 −∞ < z < ∞. (2.24)

Η αθροιστική συνάρτηση συµβολίζεται Φ(z) και είναι

Φ(z) ≡ FZ (z) =
1
√

2 π

∫ z

−∞

e−
u2

2 du −∞ < z < ∞. (2.25)
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Σχήµα 2.3: Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας στο (α) και η αθροιστική

συνάρτηση στο (ϐ) της κανονικής κατανοµής.

Οι τιµές της Φ(z) για διάφορες τιµές του z είναι πολύ χρήσιµες στη στατιστική

γι αυτό και δίνονται σε στατιστικό πίνακα σε κάθε ϐιβλίο στατιστικής. Κάθε

τ.µ. X που ακολουθεί κανονική κατανοµή µπορεί να µετασχηµατιστεί στη Z
µε τον απλό µετασχηµατισµό

X ∼ N(µ, σ2) =⇒ Z ≡
X − µ

σ
∼ N(0,1). (2.26)

Μπορούµε λοιπόν να υπολογίσουµε οποιαδήποτε πιθανότητα για τη X από

την Φ(z). Γενικά η πιθανότητα για X ∈ [a, b] είναι

P(a ≤ X ≤ b) = P
(a − µ
σ
≤ Z ≤

b − µ

σ

)
= Φ

(b − µ
σ

)
− Φ

(a − µ
σ

)
. (2.27)

Παράδειγµα 2.3. Το πάχος ενός κυλινδρικού σωλήνα είναι σχεδιασµένο από

το εργοστάσιο να είναι µ, αλλά παρατηρείται ότι το πάχος δεν είναι σταθερό

σε κάθε παραγόµενο σωλήνα αλλά αποκλίνει από το µ µε τυπική απόκλιση

σ = 0.1 mm. Υποθέτουµε λοιπόν ότι το πάχος του κυλινδρικού σωλήνα

είναι τυχαία µεταβλητή X που ακολουθεί κανονική κατανοµή, δηλαδή X ∼
N(µ,0.12) (σε mm).

΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα η απόκλιση του πά-

χους του κυλινδρικού σωλήνα από το προδιαγεγραµµένο πάχος να µην είναι

µεγαλύτερη από 0.1 mm. ΄Εχουµε σύµφωνα µε την (2.27)

P(µ − 0.1 ≤ X ≤ µ + 0.1) = P(−1 ≤ Z ≤ 1) = Φ(1) − Φ(−1)
= 0.8413 − 0.1587 = 0.6826,
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που συµφώνει µε το αποτέλεσµα που αναφέρθηκε παραπάνω, δηλαδή ότι

περίπου το 70% των τιµών της X ϐρίσκονται στο διάστηµα [µ − σ, µ + σ]. Α-

ντίστροφα, µπορούµε να προσδιορίσουµε ένα όριο για το σφάλµα (πάνω και

κάτω από την προδιαγεγραµµένη τιµή µ) που αντιστοιχεί σε κάποια πιθανό-

τητα, ας πούµε 0.05. Αν ονοµάσουµε το σφάλµα ϸ έχουµε

P(X ≤ µ − ϸ ή X ≥ µ + ϸ) = 0.05⇒

P(µ − ϸ ≤ X ≤ µ + ϸ) = 0.95⇒

Φ

( ϸ

0.1

)
− Φ

(
−
ϸ

0.1

)
= 0.95⇒

2Φ

( ϸ

0.1

)
− 1 = 0.95⇒

Φ

( ϸ

0.1

)
= 0.975.

Από τον πίνακα της τυπικής κανονικής κατανοµής ϐρίσκουµε πως η τιµή

z που αντιστοιχεί για Φ(z) = 0.975 είναι z = 1.96. ΄Αρα µε πιθανότητα

0.95 το πάχος του κυλινδρικού σωλήνα δεν αποκλίνει από τη µέση τιµή µ
περισσότερο από 0.196 mm.

2.3.5 Κανονικότητα

Στους λόγους που αναφέρθηκαν παραπάνω για τη σπουδαιότητα της κα-

νονικής κατανοµής, ϑα πρέπει να προστεθεί και η ιδιότητα της κανονικής

κατανοµής να ’έλκει’ τα αθροίσµατα τυχαίων µεταβλητών, που δεν είναι απα-

ϱαίτητα κανονικές, δηλαδή η κατανοµή των αθροισµάτων τ.µ. να προσεγγίζει

την κανονική κατανοµή. Οι περιορισµοί για να ισχύει αυτό είναι οι τυχαίες

µεταβλητές να είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, να έχουν πεπερασµένη διασπο-

ϱά και το άθροισµα να είναι αρκετά µεγάλο. Κάτω από αυτές τις συνθήκες

ισχύει το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα, ΚΟΘ, (central limit theorem, CLT):

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω οι τ.µ. Xi, i = 1, . . . , n, για n µεγάλο (συνήθως ϑεω-

ϱούµε n > 30) που έχουν κατανοµές µε µέσες τιµές µi και διασπορές σ2

i για

i = 1, . . . , n, αντίστοιχα. Τότε ισχύει

Y =

n∑
i=1

Xi ∼ N(µY , σ2

Y ), (2.28)

όπου η µέση τιµή της τ.µ. του αθροίσµατος Y είναι µY =
∑n
i=1
µi και η

διασπορά είναι σ2

Y =
∑n
i=1
σ2

i .

Προφανώς όταν οι τ.µ. Xi έχουν την ίδια κατανοµή µε µέση τιµή µ και

διασπορά σ2
, τότε ισχύει µY = nµ και σ2

Y = nσ2
.
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Για το µέσο όρο των τ.µ. Xi, i = 1, . . . , n, µε ίδια κατανοµή, από το ΚΟΘ

ισχύει

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N(µ, σ2/n), (2.29)

δηλαδή ο µέσος όρος ακολουθεί κανονική κατανοµή µε την ίδια µέση τιµή

όπως οι τ.µ. Xi και διασπορά σ2

X̄
= σ2/n.
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Ασκήσεις Κεφαλαίου 2

1. Επιβεβαίωσε τον ορισµό της πιθανότητας ως το όριο της σχετικής συχνό-

τητας για αριθµό επαναλήψεων να τείνει στο άπειρο. Προσοµοίωσε τη

ϱίψη ενός νοµίσµατος n ϕορές χρησιµοποιώντας τη γενέτειρα συνάρτη-

ση τυχαίων αριθµών, είτε από οµοιόµορφη διακριτή κατανοµή (δίτιµη

για ’κορώνα’ και ’γράµµατα’), ή από οµοιόµορφη συνεχή κατανοµή στο

διάστηµα [0,1] χρησιµοποιώντας κατώφλι 0.5 (π.χ. αριθµός µικρότε-

ϱος του 0.5 είναι ’κορώνα’ και µεγαλύτερος ’γράµµατα’). Επανέλαβε

το πείραµα για αυξανόµενα n και υπολόγισε κάθε ϕορά την αναλογί-

α των ’γραµµάτων’ στις n επαναλήψεις. Κάνε την αντίστοιχη γραφική

παράσταση της αναλογίας για τα διαφορετικά n.

Βοήθεια (matlab): Για τη δηµιουργία των τυχαίων αριθµών χρησιµο-

ποίησε τη συνάρτηση rand ή unidrnd.

2. ∆ηµιούργησε 1000 τυχαίους αριθµούς από εκθετική κατανοµή µε πα-

ϱάµετρο λ = 1 χρησιµοποιώντας την τεχνική που δίνεται στην Παρ. 2.3.3.

Κάνε το ιστόγραµµα των τιµών και στο ίδιο σχήµα την καµπύλη της εκ-

ϑετικής σππ fX (x) = λe−λx .

Βοήθεια (matlab): Το ιστόγραµµα δίνεται µε τη συνάρτηση hist.

3. ∆είξε µε προσοµοίωση ότι όταν δύο τ.µ. X και Y δεν είναι ανεξάρτητες

δεν ισχύει η ιδιότητα Var[X + Y ] = Var[X ] + Var[Y ]. Για να το δείξεις

ϑεώρησε µεγάλο πλήθος τιµών n από X και Y που ακολουθούν τη

διµεταβλητή κανονική κατανοµή.

Βοήθεια (matlab): Για τον υπολογισµό της διασποράς από n παρα-

τηρήσεις, χρησιµοποίησε τη συνάρτηση var. Για να δηµιουργήσεις

παρατηρήσεις από διµεταβλητή κανονική κατανοµή χρησιµοποίησε τη

συνάρτηση mvnrnd.

4. Ισχύει E[1/X ] = 1/E[X ]; ∆ιερεύνησε το υπολογιστικά για X από ο-

µοιόµορφη συνεχή κατανοµή στο διάστηµα [1,2] υπολογίζοντας τους

αντίστοιχους µέσους όρους για αυξανόµενο µέγεθος επαναλήψεων n.
Κάνε κατάλληλη γραφική παράσταση για τις δύο µέσες τιµές και τα

διαφορετικά n. Τι συµβαίνει αν το διάστηµα της οµοιόµορφης κατανο-

µής είναι [0,1] ή [−1,1];

5. Το µήκος X των σιδηροδοκών που παράγονται από µια µηχανή, εί-

ναι γνωστό ότι κατανέµεται κανονικά X ∼ N(4,0.01). Στον ποιοτικό

έλεγχο που ακολουθεί αµέσως µετά την παραγωγή απορρίπτονται όσοι

σιδηροδοκοί έχουν µήκος λιγότερο από 3.9. Ποια είναι η πιθανότητα
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µια σιδηροδοκός να καταστραφεί ; Που πρέπει να µπει το όριο για να

καταστρέφονται το πολύ το 1% των σιδηροδοκών ;

Βοήθεια (matlab): Η αθροιστική συνάρτηση κανονικής κατανοµής δί-

νεται µε τη συνάρτηση normcdf. Η αντίστροφη της δίνεται µε τη συ-

νάρτηση norminv.

6. ∆είξε ότι ισχύει το ΚΟΘ µε προσοµοίωση. ΄Εστω n = 100 τ.µ. από

οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0,1] και έστω Y η µέση τιµή

τους. Υπολόγισε N = 10000 τιµές της Y και σχηµάτισε το ιστόγραµµα

των τιµών µαζί µε την καµπύλη της κανονικής κατανοµής.

Βοήθεια (matlab): Το ιστόγραµµα δίνεται µε τη συνάρτηση hist.


