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1 ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  
ΜΕΡΟΣ Α 

1.1 Εισαγωγή 
Στατιστική (statistics) είναι η επιστήµη ή «τέχνη» του να µαθαίνουµε από τα 

δεδοµένα. Η στατιστική συνίσταται στη συλλογή δεδοµένων που λέγεται 
δειγµατοληψία (sampling), στην περιγραφή τους που λέγεται περιγραφική 
στατιστική (descriptive statistics) και κυρίως στην ανάλυση τους που οδηγεί και 
στην απόκτηση συµπερασµάτων και αναφέρεται ως στατιστική 
συµπερασµατολογία (statistical inference) ή απλά στατιστική. Σε αυτό και το 
επόµενο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε τα δύο τελευταία θέµατα. Συγκεκριµένα, σε 
αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιαστούν απλά γραφήµατα και πίνακες για την 
παρουσίαση και σύνοψη των στατιστικών δεδοµένων. Θα δοθεί επίσης η βασική 
µεθοδολογία για την εκτίµηση της µέσης τιµής καθώς και τη σύγκριση δεδοµένων ως 
προς τη µέση τιµή από διαφορετικές οµάδες ή µε διαφορετικές ιδιότητες. Γι αυτό θα 
χρησιµοποιήσουµε τη λεγόµενη ανάλυση διασποράς (Analysis of Variance, 
ANOVA). 

Η παρουσίαση της στατιστικής µεθοδολογίας γίνεται µε παραδείγµατα από 
συγκοινωνιακά θέµατα. ∆ίνεται έµφαση στην πρακτική εφαρµογή µε χρήση του 
στατιστικού λογισµικού SPSS. 

1.2 Ορολογία – Βασικές έννοιες 
Όλες οι παρατηρήσεις που συλλέγουµε είτε από οργανωµένα πειράµατα ή από 

απλές καταγραφές αποτελούν τα στατιστικά στοιχεία ή δεδοµένα (data) που 
θέλουµε να επεξεργαστούµε µε στατιστικές µεθόδους για να καταλήξουµε σε 
συµπεράσµατα. Τα δεδοµένα αυτά συλλέγονται από µια καθορισµένη συλλογή 
στοιχείων που αποτελεί τον πληθυσµό (population) που µας ενδιαφέρει. Η 
παρατήρηση όλων του στοιχείων του πληθυσµού είναι πρακτικά πολύ δύσκολη ή 
αδύνατη, γι αυτό συλλέγουµε ένα µικρό υποσύνολο του πληθυσµού που λέγεται 
δείγµα (sample) µε κάποιον προκαθορισµένο τρόπο. 

Οποιοδήποτε χαρακτηριστικό του οποίου η τιµή αλλάζει από το ένα στοιχείο του 
πληθυσµού στο άλλο λέγεται τυχαία µεταβλητή (random variable) και για συντοµία 
θα γράφουµε τ.µ.. Στο εξής θα χρησιµοποιούµε κεφαλαία πλάγια λατινικά γράµµατα 
για να δηλώνουµε τις µεταβλητές, όπως 

X = µέσο µεταφοράς,   Y = χρόνος κάλυψης κάποιας διαδροµής, 

και µε µικρούς πλάγιους λατινικούς χαρακτήρες θα συµβολίζουµε τις παρατηρήσεις, 
όπως 1 2, ,..., nx x x  είναι n παρατηρήσεις της µεταβλητής X. Οι τιµές που παίρνει µια 

τ.µ. µπορεί να είναι κατηγορίες και τότε λέγεται ποιοτική (qualitative) τ.µ.. Η τ.µ. 
µπορεί επίσης να παίρνει αριθµητικές τιµές σε κάποια µονάδα µέτρησης και τότε 
λέγεται ποσοτική (quantitative) τ.µ.. Μια ποσοτική τ.µ. που παίρνει τιµές από ένα 
σύνολο διακεκριµένων τιµών λέγεται διακριτή (discrete) σε αντίθεση µε µια 
ποσοτική τ.µ. που παίρνει τιµές σ’ ένα συνεχές διάστηµα και λέγεται συνεχής 
(continuous). Με αντίστοιχο τρόπο διακρίνουµε και τα δεδοµένα, π.χ. τα δεδοµένα 
χρόνου κάλυψης µια απόστασης (δροµολόγιο µε τρένο) είναι συνεχή ποσοτικά.  



 2 

1.3 Περιγραφική Στατιστική 
Στην αρχή µιας στατιστικής µελέτης συλλέγουµε παρατηρήσεις για µια τ.µ. X που 

µας ενδιαφέρει, που λέγεται και µεταβλητή ενδιαφέροντος (variable of interest). Η 
περιγραφική στατιστική συνίσταται στην παρουσίαση των δεδοµένων για κάθε τέτοια 
µεταβλητή µε στατιστικούς πίνακες και διαγράµµατα καθώς και στον υπολογισµό 
συνοπτικών µέτρων. Οι πίνακες, τα διαγράµµατα και τα συνοπτικά µέτρα µας 
βοηθούν να παρατηρήσουµε σηµαντικά χαρακτηριστικά των δεδοµένων, όπως την 
κεντρική τάση, το εύρος και τη συµµετρικότητα τους.  

1.3.1 Παρουσίαση ποιοτικών ή ποσοτικών διακριτών δεδοµένων 
Για ποιοτικά η διακριτά ποσοτικά δεδοµένα µπορούµε να υπολογίσουµε τη 

συχνότητα εµφάνισης if  στο δείγµα 1 2, ,..., nx x x , της κάθε διακεκριµένης τιµής ia  

για m διακεκριµένες τιµές 1 2, , , ma a a… . Η σχετική συχνότητα (relative frequency) 

εµφάνισης ή αλλιώς το ποσοστό (percent) ip  είναι i
i

f
p

n
= . Για διατακτικά 

κατηγορικά δεδοµένα (δηλαδή για κατηγορίες που µπορούν να τεθούν σε διάταξη) ή 
διακριτά αριθµητικά δεδοµένα, υπολογίζεται η αθροιστική συχνότητα iF  για την 

τιµή ia  ως 
1

i

i j
j

F f
=

=∑  όπου οι δείκτες i και j αντιστοιχούν στις τιµές ia  και ja  και 

είναι j ia a< . Με τον ίδιο τρόπο ορίζεται και η αθροιστική σχετική συχνότητα iP .  

Ένας πίνακας συχνοτήτων (frequency table) περιλαµβάνει όλα τα παραπάνω 
µεγέθη. Κάθε ένα από τα if , ip , iF  και iP , 1, ,i m= … , µπορεί να παρασταθεί 
γραφικά σ’ ένα ραβδόγραµµα (bar chart), όπου η κάθε ράβδος παρουσιάζει την 
αντίστοιχη συχνότητα για κάθε τιµή ia , ή σε ένα κυκλικό διάγραµµα ή διάγραµµα 
πίτας (pie chart) όπου το κάθε κοµµάτι της επιφάνειας του κύκλου («πίτα») 
παρουσιάζει την αντίστοιχη συχνότητα.  

Παράδειγµα: Ας θεωρήσουµε ένα δείγµα για τη χρήση µέσου µεταφοράς προς την εργασία 
(λεωφορείο, λεωφορείο-µετρό, αυτοκίνητο, άλλο) από 100 εργαζόµενους που επιλέχθηκαν 
τυχαία. Γι αυτό το δείγµα µπορούµε να σχηµατίσουµε πίνακα και γραφήµατα συχνοτήτων (και 
σχετικών συχνοτήτων) αλλά όχι αθροιστικών συχνοτήτων, αφού δεν υπάρχει σχέση διάταξης 
µεταξύ των τιµών της τ.µ. «µέσο µεταφοράς». 

1.3.2 Οµαδοποίηση και παρουσίαση αριθµητικών δεδοµένων 
Όταν τα δεδοµένα είναι αριθµητικά και ο αριθµός των διακεκριµένων τιµών είναι 

µεγάλος ή οι τιµές ανήκουν σ’ ένα διάστηµα τιµών, τότε πρέπει πρώτα να τα 
χωρίσουµε σε οµάδες (groups), ή κλάσεις διαστηµάτων, και µετά να υπολογίσουµε, 
όπως πριν, τη συχνότητα για κάθε οµάδα (δηλαδή τον αριθµό των δεδοµένων σε κάθε 
οµάδα). Το εύρος τιµών της κάθε οµάδας είναι συνήθως το ίδιο και το διαλέγουµε 
ανάλογα µε την κλίµακα τιµών για την οποία µας ενδιαφέρει να δούµε διαφορές. 

Τα γραφήµατα σχηµατίζονται µε βάση τις οµάδες. Ειδικότερα για το 
ραβδόγραµµα, η κάθε ράβδος υψώνεται στο κέντρο του διαστήµατος της αντίστοιχης 
οµάδας. Επίσης δεν υπάρχει διάστηµα µεταξύ των ράβδων. Το γράφηµα αυτό λέγεται 
ιστόγραµµα (histogram). Ένας άλλος χωρισµός σε οµάδες µε βάση τα ψηφία των 
µετρήσεων δίνει το φυλλογράφηµα (stem and leaf plot).  
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Από το ιστόγραµµα ή το φυλλογράφηµα των αριθµητικών τιµών του δείγµατος 
µπορούµε να αναγνωρίσουµε χαρακτηριστικά της κατανοµής της τ.µ. που µελετάµε. 
Ειδικότερα µας ενδιαφέρει αν η κατανοµή είναι συµµετρική (δεν παρουσιάζει 
λοξότητα) και δεν έχει µεγάλες ουρές (άκρα της κατανοµής), αν δηλαδή έχει σχήµα 
καµπάνας. Τέτοια κατανοµή είναι η κανονική κατανοµή (normal distribution). 
Θεωρώντας κανονική κατανοµή για τα δεδοµένα διευκολύνεται η στατιστική 
ανάλυση καθώς υπάρχει συγκεκριµένη µεθοδολογία σε αυτήν την περίπτωση. 

Παράδειγµα: Αν έχουµε ένα δείγµα από χρόνους ηµι-αστικής διαδροµής συγκεκριµένου µήκους 
µε το ίδιο µέσο µεταφοράς σε 20 διαφορετικές περιοχές σε µια πόλη, το ιστόγραµµα θα 
µπορούσε να µας δείξει αν οι χρόνοι φαίνεται να µαζεύονται γύρω από µια κεντρική τιµή ή 
κατανέµονται οµοιόµορφα. 

1.3.3 Συνοπτικά µέτρα στατιστικών δεδοµένων 
Τα συνοπτικά µέτρα µπορεί να αναφέρονται σε χαρακτηριστικές θέσεις (κυρίως 

µας ενδιαφέρει η θέση της κεντρικής τάσης) ή στη µεταβλητότητα των δεδοµένων.  

Μέτρα κεντρικής τάσης 

Έστω 1 2, ,..., nx x x , οι τιµές των παρατηρήσεων του δείγµατος για µια µεταβλητή X 

που µελετάµε. Τα κυριότερα µέτρα κεντρικής τάσης είναι η δειγµατική µέση τιµή 
(sample mean) ή µέσος όρος (average) και η δειγµατική διάµεσος (sample median).  

Η δειγµατική µέση τιµή είναι το «κέντρο ισορροπίας» των δεδοµένων, 
συµβολίζεται x  κι ορίζεται ως 

 1 2

1

1 n
n

i
i

x x x
x x

n n =

+ + +
= = ∑ . (1.1) 

Η δειγµατική διάµεσος x  ορίζεται ως η κεντρική τιµή όταν διατάξουµε τα 
δεδοµένα σε αύξουσα σειρά. Αν ο αριθµός n των δεδοµένων είναι περιττός τότε x  
είναι η τιµή στη θέση ( 1) / 2n+ , ενώ αν το n είναι άρτιος τότε x  είναι το 
ηµιάθροισµα των τιµών στις θέσεις / 2n  και / 2 1n + . 

Μέτρα µεταβλητότητας 
∆ιαφορετικά δείγµατα από τον ίδιο πληθυσµό µπορεί να έχουν το ίδιο µέτρο 

κεντρικής τάσης αλλά να σκορπίζονται περισσότερο ή λιγότερο γύρω από το κέντρο. 
Κύρια µέτρα διασποράς των δεδοµένων είναι η δειγµατική διακύµανση ή 
δειγµατική διασπορά (sample variance), 2s , η δειγµατική τυπική απόκλιση 
(standard deviation), s, καθώς και το ενδοτεταρτοµοριακό εύρος Ι (interquartile 
range). 

Η δειγµατική διασπορά ή διακύµανση µετράει τη µεταβλητότητα των 
παρατηρήσεων γύρω από τη δειγµατική µέση τιµή κι ορίζεται ως  

 ( )22 2 2

1 1

1 1

1 1

n n

i i
i i

s x x x nx
n n= =

 
= − = − − −  

∑ ∑ . (1.2) 

Η διασπορά 2s  προκύπτει από τα τετράγωνα των παρατηρήσεων και γι αυτό είναι 
δύσκολο να την ερµηνεύσουµε. Γι αυτό συνήθως χρησιµοποιούµε τη δειγµατική 
τυπική απόκλιση s, που είναι απλά η θετική ρίζα της δειγµατικής διασποράς 2s , 
µετριέται στην ίδια µονάδα µέτρησης µε τα δεδοµένα κι εκφράζει πόσο µια τυπική 
τιµή της µεταβλητής απέχει από τη µέση τιµή. 
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Μια παρατήρηση ονοµάζεται το p-εκατοστιαίο σηµείο όταν το πολύ p% του 
συνόλου των παρατηρήσεων είναι µικρότερες απ’ αυτήν την παρατήρηση. Η 
διάµεσος είναι το 50-εκατοστιαίο σηµείο. Αλλά χαρακτηριστικά εκατοστιαία σηµεία 
είναι το 25-εκατοστιαίο σηµείο, δηλαδή το πρώτο ή κατώτερο τεταρτοµόριο (first 
or lower quartile) Q1 και το 75-εκατοστιαίο σηµείο, δηλαδή το τρίτο ή ανώτερο 
τεταρτοµόριο (third or upper quartile) Q3. Τα Q1 και Q3 ορίζονται όπως η διάµεσος 
αλλά περιορίζοντας το σύνολο των  δεδοµένων στα αντίστοιχα υποσύνολα (κατώτερο 
ή ανώτερο µισό, αντίστοιχα). Η διαφορά Ι=Q3 – Q1, λέγεται ενδοτεταρτοµοριακό 
εύρος και δίνει το εύρος που καλύπτουν τα µισά από τα δεδοµένα που είναι πιο κοντά 
στην κεντρική τιµή (διάµεσο). 

Η διάµεσος, το πρώτο και τρίτο τεταρτοµόριο και η ελάχιστη και µέγιστη τιµή 
των δεδοµένων αποτελούν τη σύνοψη των 5 αριθµών (five number summary). 
Γραφικά η παρουσίαση της σύνοψης των 5 αριθµών γίνεται µε το θηκόγραµµα (box 
plot) σε οριζόντια ή κάθετη θέση όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα.  

 

 

 

 

 

Εικόνα 1.1 Σχηµατική παρουσίαση οριζόντιου θηκογράµµατος. 

Η ύπαρξη µεµονωµένων παρατηρήσεων που διαφέρουν σηµαντικά από τις 
υπόλοιπες παρατηρήσεις του δείγµατος δυσκολεύει τη στατιστική περιγραφή και 
ανάλυση. Γι αυτό θα πρέπει πριν προχωρήσουµε να βεβαιωθούµε αν η µακρινή 
παρατήρηση είναι σωστή και πρέπει να συµπεριληφθεί ή αν υποπτευόµαστε ότι 
µπορεί να οφείλεται σε λάθος της µέτρησης και να την αγνοήσουµε. Στο σχηµατισµό 
του θηκογράµµατος στο SPSS, τιµές που υπερβαίνουν κάποια όρια χαρακτηρίζονται 
ύποπτες απόµακρες τιµές (outliers) ή απόµακρες τιµές (extreme values) και 
δηλώνονται ως ξεχωριστά σηµεία στο θηκόγραµµα (Graphs > Boxplot  ή  
Graphs > Interactive > Boxplot). Η δειγµατική µέση τιµή και η δειγµατική 
διασπορά επηρεάζονται σηµαντικά από την ύπαρξη απόµακρων τιµών ενώ η 
διάµεσος και το ενδοτεταρτοµοριακό εύρος όχι. 

Γενικά στο SPSS υπάρχουν µια σειρά από γραφήµατα στο µενού Graphs, ενώ η 
στατιστική ανάλυση είναι στο µενού Analyze. 

1.4 Εκτιµητική 
Η κατανοµή µιας τ.µ. X χαρακτηρίζεται από κάποιες παραµέτρους. Για 

παράδειγµα η κανονική κατανοµή ορίζεται από τη µέση τιµή µ  και τη διασπορά 2σ . 
Από το δείγµα των παρατηρήσεων συχνά θέλουµε να εκτιµήσουµε κάποια 
παράµετρο. Γι αυτό υπολογίζουµε µια τιµή που αντιπροσωπεύει την παράµετρο 
καλύτερα, κάνουµε δηλαδή σηµειακή εκτίµηση (point estimation). Επίσης 
υπολογίζουµε ένα διάστηµα τιµών που περιέχει την αληθινή τιµή της παραµέτρου µε 
κάποια µεγάλη πιθανότητα 1-α, το οποίο λέγεται (1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης 
(confidence interval). Το α λέγεται και στάθµη σηµαντικότητας (significance level). 

x~  Q1 Q3 xmax xmin 

0 10 20 30 
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η εκτίµηση της µέση τιµής µ  µιας τ.µ. X και της 
διαφοράς µέσων τιµών 1 2µ µ−  δύο τ.µ. 1X  και 2X . 

Εκτίµηση µέσης τιµής 
Για τη µέση τιµή µ  µιας τ.µ. Χ, η καλύτερη σηµειακή εκτίµηση είναι η 

δειγµατική µέση τιµή x  (δες (1.1)). Για τον ακριβή υπολογισµό του διαστήµατος 
εµπιστοσύνης της µ  χρειάζεται να γνωρίζουµε αν η κατανοµή της τ.µ. Χ είναι 
κανονική, αν η διασπορά 2σ  είναι γνωστή και αν το µέγεθος του δείγµατος είναι 
µεγάλο ( 30n > ) ή µικρό. Στον Πίνακας 1.1 δίνεται το διάστηµα εµπιστοσύνης στις 
διάφορες περιπτώσεις.   

∆ιασπορά κατανοµή της X N διάστηµα εµπιστοσύνης 

γνωστή κανονική  
1 / 2x z

n
α

σ
−±  

γνωστή µη κανονική 30n >  
1 / 2x z

n
α

σ
−±  

γνωστή µη κανονική 30n <  µη-παραµετρικό  

άγνωστη  30n >  
1 / 2

s
x z

n
α−±  

άγνωστη κανονική 30n <  
1,1 / 2n

s
x t

n
α− −±  

άγνωστη µη κανονική 30n <  µη-παραµετρικό 

 Πίνακας 1.1 Εκτίµηση του δ.ε. της µ ανάλογα µε τη γνώση της διασποράς και 
κατανοµής της τ.µ. X καθώς και του µεγέθους n του δείγµατος. 

Το διάστηµα εµπιστοσύνης ορίζεται µε βάση την κατανοµή που ακολουθεί ο 
εκτιµητής x , ο οποίος θεωρείται επίσης τ.µ.. Το διάστηµα εµπιστοσύνης έχει τη 
γενική µορφή  

   (κρίσιµη τιµή)  xx s± × , (1.3) 

όπου  xs είναι η εκτίµηση της τυπικής απόκλισης  ή (όπως συνηθίζεται) του 
τυπικού σφάλµατος (estimated standard error) του εκτιµητή της µέση τιµής x . Στο 
γενικό ορισµό του (1 )%α−  διαστήµατος εµπιστοσύνης στην (1.3) η κρίσιµη τιµή 
δίνεται από την κατανοµή της x , που κατά περίπτωση είναι η κρίσιµη τιµή της 
τυπικής κανονικής κατανοµής 1 / 2az −  ή η κρίσιµη τιµή της κατανοµής student ή t-

κατανοµής µε n-1 βαθµούς ελευθερίας 1,1 / 2n at − − .  

Για µικρά δείγµατα µιας τ.µ. X που δε φαίνεται να ακολουθεί κανονική κατανοµή 
(µε βάση το ιστόγραµµα ή το θηκόγραµµα) δε γνωρίζουµε την κατανοµή της x  και 
το διάστηµα εµπιστοσύνης δε µπορεί να οριστεί παραµετρικά (δηλαδή µε βάση 
κάποια γνωστή κατανοµή). Σε αυτήν την περίπτωση εκτιµούµε διάστηµα 
εµπιστοσύνης για τη διάµεσο χρησιµοποιώντας µη-παραµετρική µέθοδο. Γενικά µη-
παραµετρικές µέθοδοι δε θα µας απασχολήσουν εδώ γι αυτό είναι σηµαντικό να 
εξετάζουµε αν η κατανοµή της τ.µ. ενδιαφέροντος είναι κανονική. 
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Παράδειγµα: Για το παράδειγµα του χρόνου κάλυψης ηµι-αστικής διαδροµής συγκεκριµένου 
µήκους µε το ίδιο µέσο µεταφοράς σε 20 διαφορετικές περιοχές, χρησιµοποιώντας τον τύπο 
(1.1) βρίσκουµε τη σηµειακή εκτίµηση του µέσου χρόνου της διαδροµής. Αν η κατανοµή των 
χρόνων φαίνεται να είναι κανονική µπορούµε να υπολογίσουµε το διάστηµα εµπιστοσύνης του 
µέσου χρόνου γι αυτό το µήκος της διαδροµής µε κάποια εµπιστοσύνη επιπέδου (1 )%α−  
κάνοντας χρήση του τύπου µε την κρίσιµη t-τιµή (προτελευταία σειρά στον Πίνακας 1.1).   

Εκτίµηση διαφοράς µέσων τιµών 

Συχνά µας ενδιαφέρει να εκτιµήσουµε αν δύο ανεξάρτητες τ.µ. 1X  και 2X  

διαφέρουν ως προς τη µέση τιµή τους 1µ  και 2µ  αντίστοιχα. Γι αυτό εκτιµούµε το 

(1 )%α−  διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά 1 2µ µ−  και ελέγχουµε αν αυτό 
περιέχει το 0. Αν το διάστηµα εµπιστοσύνης είναι θετικό, σηµαίνει ότι σε στάθµη 
εµπιστοσύνης (1 )%α−  η µέση τιµή 1µ  είναι µεγαλύτερη από τη 2µ  κατά ποσό που 
δίνεται από το διάστηµα εµπιστοσύνης. Αντίστοιχα ερµηνεύεται ένα αρνητικό 
διάστηµα εµπιστοσύνης. Τέλος αν το διάστηµα εµπιστοσύνης περιέχει το 0, δεν 
υπάρχει σηµαντική διαφορά. 

διασπορές των X1, X2 Κατανοµές των X1, X2 n1, n2 διάστηµα εµπιστοσύνης για 1 2µ µ−  

γνωστές κανονική  
( )

2 2
1 2

1 2 1 / 2
1 2

x x z
n nα
σ σ

−− ± ⋅ +  

γνωστές µη κανονική µεγάλα 
( )

2 2
1 2

1 2 1 / 2
1 2

x x z
n nα
σ σ

−− ± ⋅ +  

γνωστές µη κανονική µικρά µη-παραµετρικό 

άγνωστες άνισες ή ίσες  µεγάλα 
( )

2 2
1 2

1 2 1 / 2
1 2

s s
x x z

n nα−− ± ⋅ +  

άγνωστες  και ίσες κανονική µικρά 
( )

1 21 2 2,1 / 2
1 2

1 1
n n px x t s

n nα+ − −− ± ⋅ +  

άγνωστες  και ίσες µη κανονική µικρά µη-παραµετρικό 

άγνωστες  και άνισες  µικρά ---- 

  Πίνακας 1.2 Εκτίµηση του δ.ε. της διαφοράς µ1 - µ2 ανάλογα µε τη γνώση των 
διασπορών 2

1σ , 2
2σ  και κατανοµών των τ.µ. X1 και X2 καθώς και των µεγεθών n1 και n2 των 

αντιστοίχων δειγµάτων. 

Στον Πίνακας 1.2 δίνεται το διάστηµα εµπιστοσύνης της 1 2µ µ−  στις διάφορες 
περιπτώσεις, όπως και για  τη µέση τιµή. Εδώ εξετάζουµε επίσης αν οι διασπορές των 

1X  και 2X  δε διαφέρουν σηµαντικά έτσι ώστε να µπορούν να θεωρηθούν ίσες. Στην 
περίπτωση που οι διασπορές είναι άγνωστες και ίσες, εκτιµούνται από την κοινή 
διασπορά (pooled variance) 

 
2 2

2 1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)

2p

n s n s
s

n n

− + −
=

+ −
, (1.4) 
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όπου 2
1s  και 2

2s  είναι οι δειγµατικές διασπορές για τις τ.µ. 1X  και 2X  αντίστοιχα. 

Παράδειγµα: Για το παράδειγµα µε το χρόνο κάλυψης ηµι-αστικής διαδροµής συγκεκριµένου 
µήκους µε το ίδιο µέσο σε 20 διαφορετικές περιοχές σε µια πόλη Α θεωρούµε ότι έχουµε επίσης 
άλλες 15 µετρήσεις από µια άλλη πόλη Β. Υποθέτοντας κανονικές κατανοµές και ίδιες 
διασπορές για τους χρόνους διαδροµής στις δύο πόλεις, µπορούµε να υπολογίσουµε από τον 
τύπο (1.4) την κοινή διασπορά από τις δειγµατικές διασπορές για τις πόλεις Α και Β. Στη 
συνέχεια µπορούµε να βρούµε το (1 )%α−  διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά των µέσων 
χρόνων διαδροµής για τις δύο πόλεις κάνοντας χρήση του τύπου µε την κρίσιµη t-τιµή (έκτη 
σειρά στον Πίνακας 1.2).  

1.5 Έλεγχος υπόθεσης 
Απάντηση στο ερώτηµα αν διαφέρουν οι µέσες τιµές των τ.µ. 1X  και 2X  

µπορούµε επίσης να δώσουµε χρησιµοποιώντας έλεγχο στατιστικής υπόθεσης. Γενικά 
στον έλεγχο στατιστικής υπόθεσης ξεκινάµε µε µια µηδενική υπόθεση (null 
hypothesis) Η0 που συνήθως θέλουµε να απορρίψουµε για να δεχτούµε την 
εναλλακτική υπόθεση (alternative hypothesis) Η1. Για παράδειγµα για τη σύγκριση 
δύο τ.µ. ως προς τη µέση τιµή τους οι υποθέσεις είναι: 

Η0: 1 2µ µ=   Η1: 1 2µ µ≠ .  

Στη συνέχεια επιλέγουµε µια κατάλληλη στατιστική ελέγχου (test statistic) q που 
ακολουθεί γνωστή κατανοµή (π.χ. ~ (0,1)q z≡ Ν , 

1 2 2~ tn nq t + −≡ , το σύµβολο ≡  

ορίζει ταυτόσηµο συµβολισµό). Ορίζεται ένα σύνολο τιµών της q που είναι απίθανο 
(σε στάθµη σηµαντικότητας α) να πάρει η q αν ισχύει η Η0, το οποίο ονοµάζεται 
απορριπτική περιοχή (rejection region), R. Αυτό το σύνολο αντιστοιχεί στις ουρές 
της κατανοµής της q. Για παράδειγµα, για την Η0: 1 2µ µ= , χρησιµοποιώντας q z≡  

είναι { }1 / 2R z z α−= > . 

Υπολογίζουµε τη δειγµατική στατιστική ελέγχου q , δηλαδή την τιµή της q στο 
δείγµα, και εξετάζουµε αν αυτή ανήκει στο R για να απορρίψουµε την Η0. Στον 
έλεγχο χρησιµοποιείται συχνά η p-τιµή (p-value), που δηλώνει τη χαµηλότερη 
στάθµη σηµαντικότητας α για την οποία µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 µε βάση 

το δείγµα. Στην περίπτωση όπου q z≡ , είναι ( )p P z z= > , όπου z  η τιµή της 

στατιστικής q από το δείγµα που είναι ίδια µε την κρίσιµη τιµή 1 / 2pz − .  

Υπάρχει πλήρης συµφωνία του αποτελέσµατος από το διάστηµα εµπιστοσύνης 
και τον στατιστικό έλεγχο στην ίδια στάθµη σηµαντικότητας α. Για παράδειγµα αν 
απορρίψουµε την Η0: 0µ µ=  (η µηδενική υπόθεση για να ελέγξουµε αν η µέση τιµή 

µ  µιας τ.µ. X µπορεί να πάρει κάποια τιµή 0µ ) για 0.05α =  τότε το 95% διάστηµα 

εµπιστοσύνης της µ  δεν περιέχει την τιµή 0µ . Το ίδιο ισχύει για τη σύγκριση των 
µέσων τιµών των τ.µ. 1X  και 2X . Η στατιστική ελέγχου q γι αυτούς τους ελέγχους 
ορίζεται κατά περίπτωση όπως και για τα αντίστοιχα διαστήµατα εµπιστοσύνης (δες 
Πίνακας 1.1 και Πίνακας 1.2). 

Ο έλεγχος µπορεί επίσης να είναι µονόπλευρος (one-sided test), π.χ. Η0: 1 2µ µ≤ , 

Η1: 1 2µ µ≥  και τότε ορίζεται αντίστοιχα µονόπλευρα η απορριπτική περιοχή, π.χ. 

{ }1R z z α−= > . 
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Στο SPSS υπάρχει δυνατότητα για πραγµατοποίηση ελέγχου και ταυτόχρονα 
υπολογισµό διαστήµατος εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή (Compare Means > One-
Sample T test) και για σύγκριση δύο µέσων τιµών από ανεξάρτητα δείγµατα 
(Compare Means > Independent Samples T Test), αλλά µόνο για άγνωστες 
διασπορές (χρήση κατανοµής student, δες Πίνακας 1.1 και Πίνακας 1.2). 

1.6  Ανάλυση ∆ιασποράς 
Σε πιο σύνθετα προβλήµατα, όπου π.χ. δεν έχουµε απλά να εκτιµήσουµε τη µέση 

τιµή ενός µεγέθους ή να συγκρίνουµε δύο οµάδες ως προς κάποιο χαρακτηριστικό 
τους, όπως είδαµε πριν, χρειάζεται να οργανώσουµε τη στατιστική µελέτη και να 
κάνουµε σχεδιασµό πειράµατος (experimental design). Για παράδειγµα σχεδιασµό 
πειράµατος χρειάζεται να κάνουµε όταν έχουµε να συγκρίνουµε τρεις οι παραπάνω 
τ.µ. ως προς τη µέση τιµή τους.  

Η µέθοδος στατιστικής ανάλυσης που χρησιµοποιούµε λέγεται  ανάλυση 
διασποράς (analysis of variance, ANOVA). Οι τ.µ. µπορεί να εκφράζουν οµάδες 
(υπο-πληθυσµούς) από έναν πληθυσµό (π.χ. χρόνος ηµι-αστικής διαδροµής ίδιας 
απόστασης σε τρία αστικά κέντρα) ή διαφορετικά χαρακτηριστικά (π.χ. χρόνος 
διαδροµής ίδιας απόστασης µε αυτοκίνητο, λεωφορείο, συνδυασµένη χρήση 
λεωφορείου-µετρό, άλλο µεταφορικό µέσο). Άρα οι µετρήσεις των διαφορετικών τ.µ. 
είναι ουσιαστικά µετρήσεις µιας µεταβλητής ενδιαφέροντος (π.χ. ο χρόνος κάλυψης 
µιας διαδροµής) άλλα σε διαφορετικές οµάδες ενός παράγοντα (factor), που 
αποτελείται από υπο-πληθυσµούς ή χαρακτηριστικά και πιθανόν να επηρεάζει τη 
µεταβλητή ενδιαφέροντος.  

Σε πιο σύνθετους σχεδιασµούς πειράµατος µπορεί να εξετάζουµε την επίδραση 
περισσοτέρων από έναν παράγοντα στη µεταβλητή ενδιαφέροντος ή να θέλουµε να 
εξαλείψουµε την επίδραση κάποιας άλλης µεταβλητής (covariate) που ίσως να 
καλύπτει την επίδραση του παράγοντα στη µεταβλητή ενδιαφέροντος. 

1.6.1 Μονόδροµη Ανάλυση ∆ιασποράς 
Σ’ έναν πλήρως τυχαιοποιηµένο σχεδιασµό (completely randomized design) 

υποθέτουµε πως το πείραµα δίνει τις µετρήσεις της µεταβλητής ενδιαφέροντος Y σε k 
διαφορετικές οµάδες (πληθυσµούς ή χαρακτηριστικά), δηλαδή 

111 12 1, , , ny y y…  είναι 
το δείγµα για την πρώτη οµάδα, 

221 22 2, , , ny y y…  για τη δεύτερη οµάδα κτλ. Θέλουµε 
να ελέγξουµε την υπόθεση ότι οι µέσες τιµές της Y στις k οµάδες είναι ίσες 

H0: 1 2 kµ µ µ= = = . 

Τυπικά υποθέτουµε ότι η κατανοµή της µεταβλητής ενδιαφέροντος στις k οµάδες 
είναι κανονική και η διασπορά είναι η ίδια, άρα οι οµάδες µπορεί να διαφέρουν µόνο 
ως προς τη µέση τιµή. Η στατιστική ανάλυση που χρησιµοποιείται για να εξετάσουµε 
αυτήν τη H0 λέγεται µονόδροµη ανάλυση διασποράς (one way ANOVA). 

Αν y  είναι ο µέσος όρος από όλα τα δείγµατα (grand mean) και iy  είναι ο µέσος 
όρος στο δείγµα i, το µοντέλο της µονόδροµης ανάλυσης διασποράς θεωρεί την 
παρακάτω ανάλυση κάθε µέτρησης ijy  

παρατήρηση ολικός µέσος απόκλιση λόγω παράγοντα τυχαίο σφάλµα

( ) ( )ij i ij iy y y y y y= + − + −
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Έστω SSA το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων λόγω του παράγοντα (µε 
βάση το δεύτερο όρο στην παραπάνω ανάλυση), δηλαδή το σφάλµα µεταξύ των 
δειγµάτων (between-sample error). Έστω επίσης SSE το άθροισµα των τετραγώνων 
των αποκλίσεων µέσα στο κάθε δείγµα (within-sample error), που αντιστοιχεί τον 
τρίτο όρο στην παραπάνω ανάλυση. Ο λόγος  

 
SSA /( 1)

SSE /( )

k
F

n k

−
=

−
 (1.5) 

είναι η στατιστική ελέγχου που, κάτω από την Η0, ακολουθεί κατανοµή Fisher, 

1,k n kF − −  µε k-1 βαθµούς ελευθερίας (για το σφάλµα µεταξύ δειγµάτων) και n-k 

βαθµούς ελευθερίας (για το σφάλµα µέσα στο δείγµα). Η απορριπτική περιοχή σε 
στάθµη σηµαντικότητας α είναι 1, ;{ }k n k aR F F − −= >  και η τιµή 1, ;k n k aF − −  δίνεται σε 
αντίστοιχο στατιστικό πίνακα. Το SPSS κάνει αυτήν την ανάλυση (Compare Means 
> One-Way ANOVA) και υπολογίζει την τιµή της στατιστικής F  από το δείγµα, 
καθώς και την p-τιµή του ελέγχου. 

Αν απορρίψουµε την H0 η ανάλυση συνεχίζεται µε τη διερεύνηση διαφορών στις 
οµάδες ανά ζεύγη κάνοντας επακόλουθες ή πολλαπλές συγκρίσεις (follow-up or 
multiple comparisons), υπολογίζοντας δηλαδή διαστήµατα εµπιστοσύνης διαφορών 
µέσων τιµών για κάθε ζευγάρι οµάδων. Επειδή θέλουµε οι ( )2

k  συγκρίσεις από 

κοινού να είναι σωστές, θα πρέπει το κάθε διάστηµα εµπιστοσύνης να υπολογισθεί σε 
µικρότερη στάθµη σηµαντικότητας από α, έτσι ώστε όλα µαζί να αντιστοιχούν στη 
στάθµη σηµαντικότητας α. Υπάρχουν διάφορες τέτοιες διαδικασίες στο SPSS 
(Bonferroni, Tukey, Dunnett, κτλ.) (επιλογή Post Hoc… στο One-Way ANOVA). 

Για να είναι αξιόπιστα τα αποτελέσµατα της (µονόδροµης) ανάλυσης διασποράς 
είναι σηµαντικό να κάνουµε έλεγχο ορθότητας των υποθέσεων (assumption 
checking), οι οποίες είναι ότι η κατανοµή στις οµάδες είναι κανονική και οι 
διασπορές ίσες. Σχηµατίζοντας τα θηκογράµµατα όλων των οµάδων σ’ ένα γράφηµα 
µας επιτρέπει να κάνουµε τον έλεγχο αυτό ποιοτικά. Τα θηκογράµµατα πρέπει να µη 
δείχνουν σηµαντικές αποκλίσεις από συµµετρία και να µην έχουν µακριές ουρές ή 
ακραία σηµεία (για να είναι οι κατανοµές κανονικές) και το µέγεθος της µεγαλύτερης 
θήκης (που δηλώνει το ενδοτεταρτοµοριακό εύρος) δε θα πρέπει να διαφέρει 
σηµαντικά από το µέγεθος της µικρότερης θήκης (για να είναι ίσες οι διασπορές). 
Παράδειγµα: Ας θεωρήσουµε το παράδειγµα µε τους χρόνους κάλυψης ηµι-αστικής διαδροµής 
κάποιας απόστασης µε το ίδιο µέσο µεταφοράς σε τρεις πόλεις Α, Β, Γ. Αν από την εφαρµογή 
της µονόδροµής ανάλυσης διασποράς στα δείγµατα προκύπτει ότι υπάρχουν διαφορές, δηλαδή 
απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση, τότε η διαδικασία των πολλαπλών συγκρίσεων θα µας 
καταδείξει σε ποιες πόλεις ο χρόνος διαδροµής διαφέρει.   

1.6.2 Ανάλυση διασποράς µε δύο παράγοντες 
Στο σχεδιασµό πειράµατος µπορούµε να εισάγουµε και δεύτερο παράγοντα. 

Προσπαθούµε µε ένα τέτοιο πείραµα να απαντήσουµε στα παρακάτω ερωτήµατα: 

1. Επηρεάζει ο πρώτος παράγοντας από µόνος του τη µεταβλητή ενδιαφέροντος; 

2. Επηρεάζει ο δεύτερος παράγοντας από µόνος του τη µεταβλητή 
ενδιαφέροντος; 

3. Έχουν οι δύο παράγοντες µαζί συνδυασµένη επίδραση στη µεταβλητή 
ενδιαφέροντος; 
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Για το κάθε ερώτηµα αντιστοιχεί µια µηδενική υπόθεση. Χρησιµοποιώντας την 
ανάλυση διασποράς δύο δρόµων (two-way ANOVA) κάνουµε στατιστικό έλεγχο και 
για τις τρεις υποθέσεις ταυτόχρονα. 

Το µοντέλο εδώ είναι πιο πολύπλοκο αλλά η διαδικασία ελέγχου είναι παρόµοια 
µε αυτήν για τη µονόδροµη ανάλυση διασποράς. Ανάλογα µε την απόρριψη των 
µηδενικών υποθέσεων γίνονται και οι επακόλουθες πολλαπλές συγκρίσεις. Οι 
υποθέσεις για την εφαρµογή της ανάλυση διασποράς δύο δρόµων που πρέπει να 
ελεγχθούν ως προς την ορθότητα τους είναι και πάλι η κανονική κατανοµή σε κάθε 
οµάδα (και για τους δύο παράγοντες) και η ισότητα των διασπορών. 
Παράδειγµα: Θέλουµε να ελέγξουµε αν ο χρόνος κάλυψης ηµι-αστικής διαδροµής 
συγκεκριµένου µήκους επηρεάζεται από την περιοχή στην οποία αναφέρεται (πρώτος 
παράγοντας) ή από το µέσο µεταφοράς (δεύτερος παράγοντας). Αυτοί οι δύο παράγοντες µπορεί 
να επηρεάζουν ξεχωριστά το χρόνο διαδροµής. Επίσης µπορεί να έχουν και συνδυασµένη 
επίδραση στο χρόνο της διαδροµής, π.χ. το λεωφορείο µπορεί να κάνει πιο σύντοµα τη 
διαδροµή σε κάποια συγκεκριµένη περιοχή (αλλά όχι σε όλες). Η ανάλυση διασποράς δύο 
δρόµων δίνει απαντήσεις σε αυτά τα ερωτήµατα. 
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2 ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  
ΜΕΡΟΣ Β 
Σε αυτό το κεφαλαίο θα δούµε µοντέλα που περιγράφουν σχέσεις µεταξύ 

συνεχών τ.µ.. Συγκεκριµένα θα µελετήσουµε τη γραµµική εξάρτηση µιας τ.µ. από µια 
ή περισσότερες µεταβλητές. Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε χρονικές σειρές και θα 
µελετήσουµε µοντέλα που περιγράφουν την εξάρτηση ενός σηµείου της χρονοσειράς 
από τα προηγούµενα. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις η δηµιουργία των µοντέλων 
αποσκοπεί κυρίως στην πρόβλεψη κάποιου µεγέθους, χρησιµοποιώντας τη γνώση µας 
είτε για άλλα µεγέθη ή για το ίδιο µέγεθος σε προηγούµενους χρόνους. 

2.1 Συντελεστής Συσχέτισης 
Έστω δύο τ.µ. X και Y µε διασπορά [ ]2 Var XXσ =  και 2

Yσ , αντίστοιχα, και 

συνδιασπορά [ ]Cov ,XY X Yσ = . Η συνδιασπορά εκφράζει τη γραµµική συσχέτιση 

δύο τ.µ., δηλαδή την αναλογική µεταβολή (αύξηση ή µείωση) της µιας τ.µ. που 
αντιστοιχεί σε µεταβολή της άλλης µεταβλητής. Η γραµµική αυτή συσχέτιση 
εκφράζεται καλύτερα µε τον συντελεστή συσχέτισης (correlation coefficient) ρ  που 
ορίζεται ως 

 XY

X Y

σρ
σ σ

= . (2.1) 

Το ρ  δεν εξαρτάται από τη µονάδα µέτρησης των X και Y και παίρνει τιµές στο 
διάστηµα [-1,1], όπου τιµές κοντά στο 1 δηλώνουν ισχυρή θετική συσχέτιση (όσο 
αυξάνει η µια τ.µ. αυξάνει κι άλλη), τιµές κοντά στο -1 δηλώνουν ισχυρή αρνητική 
συσχέτιση και τιµές κοντά στο 0 δηλώνουν γραµµική ανεξαρτησία των X και Y.  

Ποιοτικά η µορφή της συσχέτισης των X και Y φαίνεται από την κατανοµή των 
σηµείων ( ),i ix y  στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων. Αυτό το σχήµα 

αναφέρεται ως διάγραµµα διασποράς (scatter diagram). 

2.1.1 Εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης 
Η σηµειακή εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης ρ  του πληθυσµού από το 

δείγµα των n ζευγαρωτών παρατηρήσεων ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,n nx y x y x y…  των X και Y 

γίνεται µε την αντικατάσταση της συνδιασποράς XYσ  και των τυπικών αποκλίσεων 

Xσ  και Yσ  από τις αντίστοιχες εκτιµήσεις από το δείγµα 

 ˆ XY

X Y

s
r

s s
ρ ≡ = , (2.2) 

όπου 2
Xs  είναι η δειγµατική διασπορά του X (δες (1.2)) και XYs  είναι η εκτίµηση της 

συνδιασποράς των X και Y, που ορίζεται ως 

 ( )( )
1 1

1 1

1 1

n n

XY i i i i
i i

s x x y y x y n x y
n n= =

 
= − − = − − −  

∑ ∑ . (2.3) 
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Η εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης της (2.2) λέγεται και συντελεστής 
συσχέτισης Pearson (Pearson correlation coefficient) για να διαφοροποιηθεί από 
άλλες εκτιµήσεις του συντελεστή συσχέτισης.  

Αν οι τ.µ. X και Y ακολουθούν τη δι-µεταβλητή κανονική κατανοµή (bivariate 
normal distribution) ορίζεται το (1 )%α−  διάστηµα εµπιστοσύνης του ρ . Επίσης 
µπορεί να γίνει παραµετρικός έλεγχος για κάποια τιµή του ρ . Ιδιαίτερο ενδιαφέρον 
παρουσιάζει ο έλεγχος της Η0: 0ρ =  γιατί ουσιαστικά εξετάζει αν τα X και Y είναι 
γραµµικά ανεξάρτητα. Στο SPSS υπάρχει η δυνατότητα υπολογισµού του συντελεστή 
συσχέτισης Pearson r καθώς και πραγµατοποίησης ελέγχου σηµαντικότητας του r 
(Correlate > Bivariate).  

Παράδειγµα: Θέλουµε να ελέγξουµε αν το αντίτιµο του εισιτηρίου αστικού λεωφορείου σε µια 
πόλη συσχετίζεται µε τη χρήση χώρων παρκαρίσµατος στο κέντρο της πόλης. Έχοντας συλλέξει 
κάποιο δείγµα (από ιστορικά στοιχεία), υπολογίζουµε τον συντελεστή συσχέτισης Pearson r. Αν 
το r βρεθεί να είναι µικρό (όπως ίσως αναµένεται), θα πρέπει να εξετάσουµε αν είναι 
διαφορετικό του 0 µε στατιστική σηµαντικότητα, κάνοντας τον κατάλληλο στατιστικό έλεγχο.    

2.2 Απλή γραµµική παλινδρόµηση 
Η ανάλυση παλινδρόµησης (regression analysis) περιγράφει τη µεταβλητότητα 

µιας τ.µ. Υ χρησιµοποιώντας την πληροφορία που έχουµε για µια ή περισσότερες 
µεταβλητές 1X , 2X , κτλ.. Το πρόβληµα της παλινδρόµησης είναι η εύρεση ενός 
µοντέλου που περιγράφει την εξάρτηση της τ.µ. Υ, που ονοµάζεται εξαρτηµένη 
µεταβλητή (dependent  or response variable), από µια µεταβλητή Χ που ονοµάζεται 
ανεξάρτητη µεταβλητή (independent or explanatory variable) ή κι από 
περισσότερες από µια µεταβλητές. Στην περίπτωση της απλής γραµµικής 
παλινδρόµησης (simple linear regression) η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι µία και η 
εξάρτηση θεωρείται γραµµική. 

Παράδειγµα: Θέλουµε να διερευνήσουµε την επίδραση του αριθµού των σηµατοδοτηµένων 
διασταυρώσεων στο χρόνο κάλυψης µιας διαδροµής. Η εξαρτηµένη τ.µ. Υ είναι ο χρόνος 
διαδροµής, η ανεξάρτητη µεταβλητή Χ είναι ο αριθµός σηµατοδοτηµένων διασταυρώσεων και 
υποθέτουµε πως η εξάρτηση είναι γραµµική. 

2.2.1 Μοντέλο απλής γραµµικής παλινδρόµησης 
Για τη δηµιουργία του µοντέλου της απλής γραµµικής παλινδρόµησης κάνουµε 

τις εξής υποθέσεις: 

1. Η µέση τιµή της τ.µ. Υ για κάθε τιµή x της X, ]|[ xXY =Ε , είναι γραµµική 
συνάρτηση της x 

 [ | ]Y X x xα βΕ = = + . (2.4) 

2. Η διασπορά της τ.µ. Υ για κάθε τιµή x της X είναι σταθερή  

 2 2
|Var[ | ] Y XY X x σ σ= ≡ = . (2.5) 

Συνήθως υποθέτουµε επίσης ότι η δεσµευµένη κατανοµή της Υ  ως προς τη X είναι 
κανονική 

 ( )2| ~ ,Y X x xα β σ= Ν + . (2.6) 
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Η παραπάνω συνθήκη επιτρέπει τον παραµετρικό έλεγχο και την παραµετρική 
εκτίµηση διαστηµάτων για τις παραµέτρους α και β καθώς και για την πρόβλεψη ŷ  
για κάποια τιµή της X.  

Η τ.µ. iy  για κάποια τιµή ix  της Χ δίνεται κάτω από την υπόθεση της γραµµικής 
παλινδρόµησης ως 

 i i iy xα β ε= + + , (2.7) 

όπου iε  είναι το σφάλµα παλινδρόµησης (regression error). Η διασπορά του 

σφάλµατος είναι 2 2Var[ ]i εε σ σ≡ = . 

2.2.2 Εκτίµηση παραµέτρων απλής γραµµικής παλινδρόµησης 
Το πρόβληµα της παλινδρόµησης είναι η εκτίµηση των παραµέτρων α και β 

καθώς και της διασποράς 2σ  των σφαλµάτων από το δείγµα των ζευγαρωτών 
παρατηρήσεων ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,n nx y x y x y… . Ο σταθερός όρος α είναι η τιµή του y 

για 0x =  και λέγεται διαφορά ύψους (intercept). Ο συντελεστής του x, β, είναι η 
κλίση (slope) της ευθείας ή αλλιώς ο συντελεστής παλινδρόµησης (regression 
coefficient).  

Η εκτίµηση των α και β γίνεται συνήθως µε τη µέθοδο των ελαχίστων 
τετραγώνων (method of least squares) και είναι 

 
2

ˆ XY

X

s
b

s
β≡ =       και        ˆa y b xα≡ = − , (2.8) 

όπου 2
Xs  είναι η δειγµατική διασπορά του X (δες (1.2)) και XYs  είναι η εκτίµηση της 

συνδιασποράς των X και Y (δες (2.3)). Η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων είναι 

 ŷ a b x= + . (2.9) 

Για κάθε δοθείσα τιµή ix , µε τη βοήθεια της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων, 

εκτιµούµε την τιµή iŷ  που γενικά είναι διαφορετική από την πραγµατική τιµή iy . Η 

κατακόρυφη απόσταση της πραγµατικής τιµής iy  από την ευθεία ελαχίστων 

τετραγώνων, ˆi i ie y y= − , είναι το σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων ή απλά υπόλοιπο 

(residual). Το υπόλοιπο ie  είναι η εκτίµηση του σφάλµατος παλινδρόµησης iε . Άρα 

η εκτίµηση της διασποράς του σφάλµατος 2σ  δίνεται από τη δειγµατική διασπορά 2s  
των υπολοίπων ie  

 ( )22 2

1

1
ˆ

2

n

e i i
i

s s y y
n =

≡ = −
− ∑ , (2.10) 

όπου διαιρούµε µε n-2 γιατί από τους βαθµούς ελευθερίας n του µεγέθους του 
δείγµατος αφαιρούµε δύο για τις δύο παραµέτρους που έχουν ήδη εκτιµηθεί. 

∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για τις παραµέτρους α και β, δίνονται ως 

2,1 / 2   n aa t sα− −± ×    και     2,1 / 2  n bb t sα− −± × , 

ακολουθώντας το γενικό τύπο, όπως και για τη µέση τιµή (δες (1.3)), όπου οι 
εκτιµήσεις των τυπικών σφαλµάτων των a και b, as  και bs , δίνονται από σχετικούς 
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τύπους. Με τον ίδιο τρόπο µπορεί κάποιος να κάνει έλεγχο υπόθεσης για τα α και β. 
Συνήθως µας ενδιαφέρει να ελέγξουµε την υπόθεση Η0: 0β = , γιατί αν η κλίση β της 
ευθείας παλινδρόµησης βρεθεί να είναι στατιστικά ασήµαντη, τότε οδηγούµαστε στο 
συµπέρασµα ότι η τ.µ. Y δεν εξαρτάται από τη µεταβλητή X.   

2.2.3 Εκτίµηση και πρόβλεψη της εξαρτηµένης µεταβλητής 
Το µοντέλο της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων της (2.9) δίνει τη σηµειακή 

εκτίµηση 0ŷ  της µέσης τιµής της Y για κάθε τιµή 0x  της X. Το αντίστοιχο (1 )%α−  

διάστηµα εµπιστοσύνης είναι  

 
( )2

0
0 2,1 / 2 2

1
( )

( 1)n
X

x x
a bx t s

n n sα− −

−
+ ± +

−
. (2.11) 

Το παραπάνω διάστηµα αναφέρεται στη µέση ή αναµενόµενη τιµή της Y για µια 
δεδοµένη τιµή 0x  της X. Για να ορίσουµε τα όρια της πρόβλεψης (limits of 

prediction) της Y για µια τιµή 0x , υπολογίζουµε ένα λίγο ευρύτερο διάστηµα µε 
κέντρο επίσης το 0ŷ , που λέγεται διάστηµα πρόβλεψης (prediction interval) και 
είναι 

 
( )2

0
0 2,1 / 2 2

1
( ) 1

( 1)n
X

x x
a bx t s

n n sα− −

−
+ ± + +

−
. (2.12) 

2.2.4 Επάρκεια του µοντέλου 

Ο σχεδιασµός της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων ŷ a b x= +  στο διάγραµµα 
διασποράς δίνει µια πρώτη εικόνα της καταλληλότητας του µοντέλου, δηλαδή πόσο 
καλά προσαρµόζεται στα σηµεία ( ),i ix y . Επίσης φανερώνει, αν υπάρχουν, 
συστηµατικές (όχι τυχαίες) αποκλίσεις των σηµείων από την προσαρµοσµένη ευθεία. 
Αν για παράδειγµα, το γραµµικό µοντέλο δεν είναι σωστό (π.χ. αν µια παραβολική 
καµπύλη ταιριάζει περισσότερο στα δεδοµένα) περιµένουµε περισσότερα σηµεία να 
είναι κάτω από την ευθεία για κάποιες τιµές του X και πάνω από την ευθεία για 
κάποιες άλλες τιµές του X. Άλλα χαρακτηριστικά που θα πρέπει ακόµα να ελέγξουµε 
είναι αν η κατανοµή των σηµείων γύρω από την ευθεία είναι κανονική και η 
διασπορά τους για τις διαφορετικές τιµές του X σταθερές. 

Τα παραπάνω ελέγχονται καλύτερα, αλλά πάντα ποιοτικά, αν σχεδιάσουµε τα 
υπόλοιπα ie  προς τις προσαρµοσµένες τιµές ˆiy . Ένα τέτοιο διάγραµµα θα πρέπει να 
µη δίνει κανενός είδους σχηµατισµό των σηµείων για να είναι το µοντέλο επαρκές. 
Τα σηµεία απλά θα πρέπει να σκορπίζονται το ίδιο πάνω και κάτω από την οριζόντια 
γραµµή στο ύψος 0 και αυτό να συµβαίνει κατά µήκος όλης της γραµµής (όπου 
υπάρχουν σηµεία). 

2.3 Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση 
Στην πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση (multiple linear regression) θεωρούµε 

ότι η τ.µ. Y εξαρτάται γραµµικά από κάποιες µεταβλητές 1 2, , , kX X X… . Το yi για 

κάποια τιµή 1ix  της 1X , 2ix  της 2X ,…, kix  της kX , δίνεται ως 
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 0 1 1 2 2i i i k ki iy x x xβ β β β ε= + + + + + . (2.13) 

Οι υποθέσεις της πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης είναι όπως και για την 
απλή γραµµική παλινδρόµηση, δηλαδή υποθέτουµε πως τα σφάλµατα iε  της 
παλινδρόµησης (όπως και η τ.µ. Y για κάθε τιµή των 1 2, , , kX X X… ) ακολουθούν 
κανονική κατανοµή µε σταθερή διασπορά. Γενικά το πρόβληµα και η εκτίµηση της 
πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης δε διαφέρει ουσιαστικά από αυτό της απλής 
γραµµικής παλινδρόµησης. Ένα καινούριο στοιχείο στην πολλαπλή γραµµική 
παλινδρόµηση είναι ότι, πριν προχωρήσουµε στην εκτίµηση των παραµέτρων, πρέπει 
να ελέγξουµε αν πράγµατι πρέπει να συµπεριλάβουµε όλες τις ανεξάρτητες 
µεταβλητές στο µοντέλο. 

2.3.1 Επιλογή των ανεξάρτητων µεταβλητών 
Αν έχουµε στη διάθεση µας ένα µεγάλο αριθµό ανεξάρτητων µεταβλητών είναι 

πιθανόν κάποιες από αυτές να είναι περιττές, δηλαδή να µην έχουν να προσφέρουν 
επιπλέον πληροφορία για τη µεταβλητότητα της Y, όταν ήδη έχουµε θεωρήσει την 
εξάρτηση της Y από κάποιες άλλες µεταβλητές. Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι για την 
επιλογή των «σηµαντικότερων» µεταβλητών και η πιο διαδεδοµένη είναι η τεχνική 
της βηµατικής παλινδρόµησης (stepwise regression technique). 

Η διαδικασία αυτής της τεχνικής αρχίζει µε το απλό σταθερό µοντέλο 

0i iy β ε= + . Σε κάθε βήµα προστίθεται µια ανεξάρτητη µεταβλητή στο µοντέλο µόνο 
αν αυτή η µεταβλητή προσφέρει σηµαντική πληροφορία για τη Y, επιπρόσθετα στην 
πληροφορία που παρέχουν οι ανεξάρτητες µεταβλητές που είναι ήδη στο µοντέλο από 
το προηγούµενο βήµα. Η διαδικασία αυτή επιτυγχάνεται µε τους εξής στατιστικούς 
ελέγχους: 

1. Αν κάποια από τις µεταβλητές που δεν ήταν στο µοντέλο πρέπει να 
προστεθεί σ’ αυτές που ήδη έχουν συµπεριληφθεί. 

2. Αν κάποια από τις µεταβλητές που ήταν στο µοντέλο του προηγούµενου 
βήµατος πρέπει να παραµείνει στο νέο µοντέλο, στο οποίο έχει 
συµπεριληφθεί µια νέα µεταβλητή. 

Στο τέλος η διαδικασία της βηµατικής παλινδρόµησης δίνει ένα σύνολο από 
ανεξάρτητα χρήσιµες µεταβλητές για την εξήγηση της Y. 

Παράδειγµα: Έστω ότι θέλουµε να εξηγήσουµε τη µεταβλητότητα του χρόνου κάλυψης 
διαδροµής συγκεκριµένου µήκους (µε αυτοκίνητο) σε ηµι-αστική ζώνη κι εκτός από τον αριθµό 
σηµατοδοτηµένων διασταυρώσεων, θεωρούµε κι άλλους πιθανούς παράγοντες, όπως η 
καταλληλότητα του οδοστρώµατος (σε κάποια αριθµητική κλίµακα αξιολόγησης), ο αριθµός 
βιοµηχανικών µονάδων κατά µήκος της διαδροµής (εντός κάποιας προκαθορισµένης ακτίνας), 
το ποσοστό των φορτηγών στο πλήθος των οχηµάτων που κινούνται σε αυτήν τη διαδροµή, κτλ. 
Η βηµατική παλινδρόµηση θα ξεχωρίσει ποιοι από αυτούς τους παράγοντες είναι χρήσιµοι και 
εξηγούν κάποιο σηµαντικό µέρος της µεταβλητότητας του χρόνου διαδροµής που δεν εξηγείται 
από τους υπόλοιπους παράγοντες. Θα περίµενε ίσως κάποιος το ποσοστό των φορτηγών να µη 
δίνει κάποια επιπλέον πληροφορία όταν ήδη έχει συµπεριληφθεί ως σηµαντική ανεξάρτητη 
µεταβλητή στο µοντέλο ο αριθµός των βιοµηχανικών µονάδων (η κίνηση πολλών φορτηγών 
αναµένεται να είναι προς και από τις βιοµηχανικές µονάδες). 
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2.3.2 Προσαρµογή µοντέλου 

Η εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου πολλαπλής παλινδρόµησης γίνεται µε 
τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων όπως και για την απλή γραµµική παλινδρόµηση. 
Αντίστοιχα διαστήµατα εµπιστοσύνης και πρόβλεψης για τη Y για κάθε σύνολο τιµών 
των 1 2, , , kX X X…  υπολογίζονται όπως στις (2.11) και (2.12) (µε κάποια 

διαφοροποίηση στον τύπο έτσι ώστε να συµπεριλαµβάνει όλες τις ανεξάρτητες 
µεταβλητές του µοντέλου). Τέλος η επάρκεια του µοντέλου εξετάζεται επίσης από το 
διάγραµµα υπολοίπων προς προσαρµοσµένες τιµές ( ),i ie y . 

Στο SPSS υπάρχει η δυνατότητα εκτίµησης µοντέλου απλής και πολλαπλής 
γραµµικής παλινδρόµησης (Regression > Linear). 

2.4 Χρονικές Σειρές 
Χρονική σειρά ή χρονοσειρά (time series) είναι ένα σύνολο παρατηρήσεων 

1 2, ,..., nx x x  από µια διαδικασία µε χρονική διάταξη, 1 2, ,X X … . Το κάθε στοιχείο tX  

της διαδικασίας είναι µια τ.µ. και οι χρονικά διαταγµένες τ.µ. tX  (µε βάση το δείκτη 

t) συσχετίζονται µε τρόπο που ορίζεται από τη διαδικασία. 

Ενώ σε προβλήµατα παλινδρόµησης εξετάζουµε την εξάρτηση κάποιας τ.µ. Y από 
άλλες µεταβλητές 1 2, , , kX X X…  (ο δείκτης εδώ δε δηλώνει χρονική διάταξη αλλά 

απλά διαφορετικές µεταβλητές), σε προβλήµατα χρονοσειρών µας ενδιαφέρει κυρίως 
η εξάρτηση που µπορεί να έχει η τ.µ. tX  από τις προηγούµενες τ.µ. 1 2, ,t tX X− − … , για 

κάθε χρονική στιγµή t. Το πρόβληµα αυτό αναφέρεται ως αυτοπαλινδρόµηση 
(autoregression). Πριν περάσουµε όµως σε αυτό το πρόβληµα ας δούµε τη 
γενικότερη µορφή που µπορεί να έχει µια χρονοσειρά. 

2.4.1 Απλό περιγραφικό µοντέλο χρονοσειρών 
Κάθε χρονοσειρά 1 2, ,..., nx x x  µπορεί να περιγραφεί από το απλό µοντέλο 

 t t t tx s yµ= + + , (2.14) 

όπου: 

• tµ  είναι  το στοιχείο (συνιστώσα) τάσης (trend component) και περιγράφει 
τη µακροπρόθεσµη συµπεριφορά της χρονοσειράς. 

• ts  είναι το στοιχείο περιοδικότητας ή εποχικότητας (cyclical or seasonal 

component) και περιγράφει κανονικές διακυµάνσεις κάποιας περιόδου (που 
µπορεί να αντιστοιχούν σε ένα χρόνο, µια εποχή του χρόνου, µια βδοµάδα 
κτλ). 

• ty  είναι το µη οµαλό στοιχείο (irregular component) που αποµένει όταν 
αφαιρεθούν από τη χρονοσειρά τα tµ  και ts . Η χρονοσειρά των ty  µπορεί να 

αποτελείται από πλήρως τυχαίες διακυµάνσεις και τότε λέγεται λευκός 
θόρυβος (white noise), ή να παρουσιάζει κάποια δοµή και να επιδέχεται 
κάποιο µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης. 

Μια χρονοσειρά θεωρείται στάσιµη (stationary) όταν η κοινή κατανοµή των 
1, ,t tX X + …  είναι ανεξάρτητη του χρόνου t, ή πιο απλά όταν οι στατιστικές ιδιότητες 
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της χρονοσειράς δεν αλλάζουν µε το χρόνο. Κυρίως µας ενδιαφέρει να µην αλλάζει η 
µέση τιµή και συνδιασπορά που αναφέρεται και ως ασθενής στασιµότητα (weak 
stationarity). Άρα µια χρονοσειρά µε τάση ή περιοδικότητα δεν είναι στάσιµη και η 
απαλοιφή τους αποσκοπεί πρακτικά να την κάνει στάσιµη.  

Στοιχείο τάσης 
Μια πραγµατική χρονοσειρά είναι φυσικό να εµφανίζει κάποια τάση, π.χ. η 

χρονοσειρά µέτρησης της κυκλοφορίας σε µια οδική αρτηρία µπορεί να παρουσιάζει 
αυξητική τάση µε το χρόνο. Μια τέτοια τάση µπορεί να περιγραφεί από κάποια απλή 
συνάρτηση του χρόνου ( )f t , π.χ. ένα πολυώνυµο κάποιας τάξης. Έτσι αν π.χ. η 
αύξηση της κυκλοφορίας είναι αναλογική ως προς το χρόνο, τότε προσαρµόζουµε 
στη χρονοσειρά πολυώνυµο πρώτης τάξης 0 1( )t f t a a tµ = = + . Για µια πιο 

πολύπλοκη τάση θα χρειαστεί να προσαρµόσουµε πιο σύνθετη ( )f t , π.χ. εκθετική 
συνάρτηση ή πολυώνυµο µεγάλης τάξης. 

Σε πολλές εφαρµογές στην ανάλυση χρονοσειράς το ενδιαφέρον δεν είναι στην 
µακροπρόθεσµη τάση, που µπορεί να οφείλεται σε εξωγενείς παράγοντες (π.χ. 
αύξηση της κυκλοφορίας λόγω αύξησης της αγοράς αυτοκινήτων) αλλά σε αλλαγές 
που γίνονται σε µικρότερη χρονική κλίµακα. Σε τέτοιες περιπτώσεις θέλουµε να 
απαλείψουµε την τάση. Αν µπορούµε να προσαρµόσουµε ικανοποιητικά µια 
συνάρτηση ( )f t  την αφαιρούµε από τη χρονοσειρά και συνεχίζουµε µε τη 
χρονοσειρά των υπολοίπων. Γενικά ένας εύκολος τρόπος να απαλείψουµε την τάση 
είναι να φτιάξουµε µια άλλη σειρά αποτελούµενη από τις πρώτες διαφορές 

 1t t t ty x x x −= ∇ = − . (2.15) 

 Στοιχείο περιοδικότητας 
Μια χρονοσειρά µπορεί να παρουσιάζει κάποια περιοδικότητα, που είτε οφείλεται 

σε εξωγενείς παράγοντες που δε µας ενδιαφέρει να µελετήσουµε σε βάθος και γι αυτό 
θέλουµε να την απαλείψουµε, ή είναι σηµαντική για τη µελέτη µας και θέλουµε να τη 
προσδιορίσουµε. Για παράδειγµα, η κυκλοφορία σε µια οδική αρτηρία παρουσιάζει 
συστηµατικές µεταβολές στις διάφορες ώρες της ηµέρας. Αν θέλουµε να 
µελετήσουµε τη µεταβολή της κυκλοφορίας στις διάφορες περιόδους της ηµέρας 
είναι σηµαντικό να προσδιορίσουµε αυτήν τη µεταβολή ως µια συνάρτηση του 
χρόνου για µια ηµέρα. Αν θέλουµε να δούµε αν η κυκλοφορία έχει κάποια δυναµική, 
δηλαδή αν η κυκλοφορία σε κάποια ώρα της ηµέρας εξαρτάται από την κυκλοφορία 
στις προηγούµενες ώρες, τότε για να µελετήσουµε τέτοιες σχέσεις, πρέπει να 
απαλείψουµε την περιοδικότητα, δηλαδή την κίνηση που αναλογεί λόγω της 
συγκεκριµένης ώρας της ηµέρας. Και στις δύο περιπτώσεις πρέπει πρώτα να 
εκτιµήσουµε µε κάποιο τρόπο την περιοδικότητα. 

Αν υποθέσουµε πως έχουµε µια χρονοσειρά 1 2, ,..., nx x x  χωρίς τάσεις (ή αφού 
απαλείψαµε ήδη την τάση) αλλά µε περιοδικότητα µε περίοδο d, τότε για κάθε 

1, ,k d= …  υπολογίζουµε το µέσο όρο των παρατηρήσεων k jdx + , όπου 1 k jd n≤ + ≤ . 

Αυτοί οι µέσοι όροι αποτελούν την εκτίµηση του στοιχείου περιοδικότητας ˆks , 

1, ,k d= … . 
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2.4.2 Αυτοσυσχέτιση 

Είδαµε πως η γραµµική σχέση δύο τ.µ. X και Y µετριέται µε τη συνδιασπορά και 
τον συντελεστή συσχέτισης. Στις στάσιµες χρονοσειρές θεωρούµε ως τ.µ. τις tX  και 

tX τ− , για κάθε χρονική υστέρηση τ. Η συνδιασπορά ορίζεται για κάθε υστέρηση τ ως 
[ ]( ) Cov ,X t tX X τγ τ −=  και λέγεται συνάρτηση αυτοδιασποράς (autocovariance 

function). Ο συντελεστής συσχέτισης για κάθε υστέρηση τ είναι  

 
2

( )
( ) X

X
X

γ τρ τ
σ

=  (2.16) 

και λέγεται συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (autocorrelation function). Η διασπορά 2
Xσ  

είναι σταθερή αφού η χρονοσειρά θεωρείται στάσιµη. 

Σε αντιστοιχία µε τη δειγµατική συνδιασπορά, η εκτίµηση της αυτοδιασποράς 
είναι 

 ( )( ) 2

1 1

1 1
ˆ ( )

n n

X t t t t
t t

x x x x x x n x
n nτ τ

τ τ
γ τ

τ τ− −
= + = +

 
= − − = − − −  

∑ ∑  (2.17) 

και της αυτοσυσχέτισης  

 
2

ˆ ( )
ˆ( ) ( ) X

X X
X

r
s

γ ττ ρ τ= = . (2.18) 

Σηµειώνεται ότι 1 ( ) 1Xr τ− ≤ ≤  και ( ) ( )X Xr rτ τ− = . Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 
ορίζει τη γραµµική συσχέτιση µεταξύ των στοιχείων της χρονικής σειράς. Έτσι αν η 
χρονοσειρά είναι λευκός θόρυβος, η αυτοσυσχέτιση µηδενίζεται για κάθε υστέρηση 

0τ ≠ . Πρακτικά αυτό σηµαίνει πως η εκτίµηση της αυτοσυσχέτισης ( )Xr τ  θα πρέπει 

να κυµαίνεται στα όρια 1 / 2

1
z

n
α−±  για κάποια στάθµη σηµαντικότητας α. Η 

αυτοσυσχέτιση χρησιµοποιείται ως στατιστική ελέγχου στον έλεγχο ανεξαρτησίας 
(test of independence), δηλαδή για τη µηδενική υπόθεση ότι η χρονοσειρά είναι 
λευκός θόρυβος.    

2.4.3 Μοντέλα αυτοπαλινδρόµησης 
Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η χρονοσειρά δεν έχει τάσεις ή περιοδικότητα, ή αν 

είχε έχουν απαλειφθεί. Υποθέτουµε επίσης ότι η µέση τιµή για τη χρονοσειρά είναι 0 
(αλλιώς στους παρακάτω τύπους, αντικαθιστούµε τη τ.µ. tX  µε tX µ−  και την 

παρατήρηση tx  µε tx x− , όπου µ  η µέση τιµή της διαδικασίας και x  η µέση τιµή 

της παρατηρούµενης χρονοσειράς). Θέλουµε να µελετήσουµε την εξάρτηση της tX  

από τις προηγούµενες τ.µ. 1 2, ,t tX X− − … , για κάθε χρονική στιγµή t. 

Το γενικό µοντέλο 

Το γενικό µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης έχει τη µορφή 

 1 1 0 1 1t t p t p t t q t qX X Xφ φ θ ε θ ε θ ε− − − −= + + + + +  (2.19) 

όπου: 
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• Οι πρώτοι p όροι του µοντέλου αντιστοιχούν στο αυτοπαλινδροµούµενο 
µέρος (autoregressive term) και δίνουν τη γραµµική εξάρτηση της tX  στις 

1 2, , ,t t t pX X X− − −… . 

• Ο όρος 0 tθ ε  δηλώνει το σφάλµα ή θόρυβο στη χρονική στιγµή t. Συνήθως 
θεωρούµε 0 1θ = . 

• Οι τελευταίοι q όροι του µοντέλου αντιστοιχούν στο θόρυβο στις 
προηγούµενες q χρονικές στιγµές και αποτελούν το µέρος του κινούµενου 
µέσου (moving average term). 

Το µοντέλο αυτό λέγεται αυτοπαλινδροµούµενο µοντέλο κινούµενου µέσου 
(autoregressive moving average model) και συµβολίζεται ARMA(p,q). Υποθέτουµε 
πως τα tε  είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και έχουν πανοµοιότυπη κατανοµή 

(identically and independently distributed, iid). Επίσης κάθε tε  είναι ανεξάρτητο των 

sX  για χρόνο s t≤  κι έχει διασπορά 2
εσ . Συνήθως υποθέτουµε επίσης ότι τα tε  

ακολουθούν κανονική κατανοµή για να µπορούµε να υπολογίζουµε παραµετρικά 
διαστήµατα εµπιστοσύνης και πρόβλεψης (αλλά για σηµειακές εκτιµήσεις δεν είναι 
απαραίτητο). 

Το αυτοπαλινδροµούµενο µοντέλο 

Πιο γνωστό είναι το αυτοπαλινδροµούµενο µοντέλο (autoregressive model) 
AR(p) 

 1 1t t p t p tX X Xφ φ ε− −= + + . (2.20) 

Το AR(p) ορίζεται όπως το µοντέλο πολλαπλής παλινδρόµησης (δες (2.13)), µε τη 
διαφορά ότι οι µεταβλητές 1 2, , ,t t t pX X X− − −…  είναι από την ίδια διαδικασία, όπως η 

εξαρτηµένη µεταβλητή tX . Άρα για το µοντέλο AR(p) δε µπορούµε να θεωρήσουµε 
τις 1 2, , ,t t t pX X X− − −…  ως ανεξάρτητες µεταβλητές. Παρ’ όλα αυτά χρησιµοποιείται κι 
εδώ η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων για την εκτίµηση των παραµέτρων 

2
1, , ,p εφ φ σ… . Άλλες µέθοδοι χρησιµοποιούν τη σχέση που υπάρχει µεταξύ της 

συνάρτησης αυτοσυσχέτισης ( )Xρ τ  για 0,1, , pτ = …  (όπου 2(0)X Xρ σ= )  και των 
παραµέτρων 2

1, , ,p εφ φ σ… , που αναφέρεται και ως σύστηµα κανονικών ή Yule- 

Walker εξισώσεων (normal or Yule-Walker equations): 

 

1

2

1 (1) ( 1) (1)

(1) 1 ( 2) (2)

( 1) ( 2) 1 ( )

X X X

X X X

pX X X

p

p

p p p

φρ ρ ρ
φρ ρ ρ

φρ ρ ρ

−     
    −     =
    
    − −      

 (2.21) 

και  

 2 2

1

( )
p

X j X
j

j εσ φ ρ σ
=

= +∑ . (2.22) 
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Για την εκτίµηση των 2
1, , ,p εφ φ σ… , αντικαθιστούµε στις εξισώσεις (2.21) και 

(2.22) τις αυτοσυσχετίσεις ( )Xρ τ  για 0,1, , pτ = …  µε τις εκτιµήσεις ( )Xr τ  από τη 
χρονοσειρά.   

Βαθµός µοντέλου 

Όπως στην πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση επιλέγουµε µε κάποιο τρόπο τις 
σηµαντικές ανεξάρτητες µεταβλητές έτσι και στην αυτοπαλινδρόµηση υπάρχουν 
κριτήρια επιλογής του βαθµού του µοντέλου (order selection), δηλαδή του αριθµού 
των µεταβλητών 1 2, , ,t t t pX X X− − −…  που θα συµπεριληφθούν στο µοντέλο. Τέτοια 

κριτήρια είναι το κριτήριο πληροφορίας του Akaike (Akaike information criterion, 
AIC) και το τελικό σφάλµα πρόβλεψης (Final Prediction Error, FPE). Επίσης ένα 
χρήσιµο εργαλείο για την επιλογή του βαθµού του µοντέλου είναι η συνάρτηση 
µερικής αυτοσυσχέτισης (partial autocorrelation function). 

Επάρκεια µοντέλου 

Για να είναι κατάλληλο ένα µοντέλο AR(p) ή ARMA(p,q) θα πρέπει τα υπόλοιπα 

te  να είναι λευκός θόρυβος. Αυτό µπορεί να ελεγχθεί µε κατάλληλο έλεγχο 
ανεξαρτησίας στη χρονοσειρά των υπολοίπων. 

2.4.4 Αυτοπαλινδροµούµενο µοντέλο για µη-στάσιµη χρονοσειρά 

Για τα µοντέλα AR(p) και ARMA(p,q) θεωρήσαµε πως η χρονοσειρά 1 2, ,..., nx x x  

είναι στάσιµη. Αν δεν είναι στάσιµη µπορούµε να απαλείψουµε πρώτα την τάση tµ  

και την περιοδικότητα ts  και µετά να εφαρµόσουµε  το µοντέλο AR(p) ή ARMA(p,q) 

στη σειρά των υπολοίπων 1 2, ,..., ny y y . Αυτό ακριβώς κάνουν τα ολοκληρωµένα 
αυτοπαλινδροµούµενα µοντέλα (autoregressive integrated moving average models) 
ARIMA(p,d,q), που εκτιµούνται απευθείας από την αρχική χρονοσειρά. Ένα µοντέλο 
ARIMA(p,d,q) περιγράφεται ως εξής: εφαρµόζουµε d φορές τον τελεστή πρώτων 
διαφορών 1t t tx x x −∇ = −  στην αρχική χρονοσειρά και το µοντέλο ARMA(p,q) στη 

χρονοσειρά d
t ty x= ∇  που προκύπτει από τις d πρώτες διαφορές. Ο βαθµός 

ολοκλήρωσης d είναι κατά κανόνα µικρός και συνήθως είναι 1. Το µοντέλο 
ARIMA(p,d,q) µπορεί να επεκταθεί ώστε να συµπεριλάβει και την περιοδικότητα ή 
εποχικότητα που µπορεί να έχει η χρονοσειρά.  

2.4.5 Πρόβλεψη χρονοσειρών 
Στην πρόβλεψη χρονοσειρών ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις: όταν θέλουµε να 

προβλέψουµε την τάση ή την περιοδικότητα και όταν θέλουµε να προβλέψουµε µε 
κάποιο µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης. 

Πρόβλεψη τάσης και περιοδικότητας 
Αν το χαρακτηριστικό της χρονοσειράς που µας ενδιαφέρει να προβλέψουµε είναι 

η τάση ή η περιοδικότητα, η πρόβλεψη γίνεται µε την εκτίµηση της τάσης ή της 
περιοδικότητας από µια συνάρτηση του χρόνου, ( )f t . Τότε η πρόβλεψη για T 
χρονικά βήµατα µπροστά (T time steps ahead prediction) είναι  

 ˆ ( ) ( )n T nx x T f n T+ ≡ = + . (2.23) 
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Ο συµβολισµός ( )nx T  αναφέρεται στην πρόβλεψη T χρονικών στιγµών µπροστά 
όταν γνωρίζουµε τη χρονοσειρά ως και τη χρονική στιγµή n.    

Πρόβλεψη µε µοντέλα αυτοπαλινδρόµησης 

Ας θεωρήσουµε πρώτα ότι η χρονοσειρά 1 2, ,..., nx x x  είναι στάσιµη και έχουµε 
εκτιµήσει τις παραµέτρους ενός µοντέλου AR(p). Η πρόβλεψη για ένα χρονικό βήµα 
µπροστά ( 1T = ) µε το µοντέλο AR(p) είναι  

 1 1(1)n n p n px x xφ φ − += + + . (2.24) 

Για πρόβλεψη σε βήµα 1T >  αντικαθιστούµε κάθε φορά τις άγνωστες τιµές των 
1 2, ,n nx x+ + … , που περιέχονται στον αντίστοιχο τύπο της πρόβλεψης ενός βήµατος 

(2.24) για χρόνο n+T-1 αντί n, µε τις προβλέψεις (1), (2),n nx x …  από τις 
προηγούµενες προβλέψεις.  

Με τον ίδιο τρόπο επιτυγχάνεται η πρόβλεψη µε ARMA(p,q) µοντέλο, όπου κάθε 
φορά απαλείφουµε από το µοντέλο το θόρυβο που είναι ανεξάρτητος από τις 
παρατηρήσεις (για χρόνο s n> ). Το σφάλµα πρόβλεψης ( )ne T  είναι η απόκλιση της 
πρόβλεψης ( )nx T  από την πραγµατική τιµή n Tx + , ( ) ( )n n T ne T x x T+= − . 

Υπολογίζοντας τη διασπορά των σφαλµάτων [ ]Var ( )ne T   µπορεί κάποιος να 

υπολογίσει τα (1 )%α−  όρια πρόβλεψης (prediction bounds, tolerance intervals) 

 [ ]1 / 2( ) Var ( )n nx T c e Tα−± , (2.25) 

για κάποια κρίσιµη τιµή 1 / 2c α−  (είναι 1 / 2z α−  αν τα σφάλµατα ακολουθούν κανονική 

κατανοµή). 

Αντίστοιχα γίνεται η πρόβλεψη µε µοντέλο ARIMA(p,d,q) όταν η χρονοσειρά δεν 
είναι στάσιµη. Για 1d = , εφαρµόζοντας το µοντέλο ARMA(p,q) στην { }2 3, , , ny y y…  

βρίσκουµε την πρόβλεψη για ένα χρονικό βήµα, )1(ny . Η πρόβλεψη για την αρχική 

χρονική σειρά είναι 

 (1) (1)n n nx x y= + . (2.26) 

Επαναληπτικά προκύπτει ότι για Τ χρονικά βήµατα η πρόβλεψη είναι 

 ( ) ( 1) ( )n n nx T x T y T= − + , (2.27) 

όπου ( )ny T  είναι η πρόβλεψη του n Ty +  µε το µοντέλο ARMA(p,q) και το ( 1)nx T −  

είναι γνωστό από την πρόβλεψη του 1n Tx + −  στο προηγούµενο βήµα. 

Παράδειγµα: Θέλουµε να µελετήσουµε τη µεταβλητότητα του πλήθους των οχηµάτων που 
διέρχονται από µια κύρια αρτηρία. Για το λόγο αυτό µετρήθηκε το πλήθος των οχηµάτων ανά 
ώρα που περνούσε από αυτήν την αρτηρία για µια εβδοµάδα, αρχίζοντας τη µέτρηση από τα 
µεσάνυχτα της Κυριακής. 
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Εικόνα 2  Χρονοσειρά του πλήθους οχηµάτων ανά ώρα σε µια οδική αρτηρία για µια 

βδοµάδα.  

Τα δεδοµένα του παραπάνω σχήµατος αποτελούν µια χρονοσειρά 7·24 = 168 στοιχείων µε 
τη γραµµή να ενώνει τα σηµεία της µέτρησης. Η χρονοσειρά αυτή φαίνεται να έχει 
περιοδικότητα που αντιστοιχεί στη διάρκεια ενός 24ωρου (φαίνεται ότι η µορφή είναι παρόµοια 
για τις 5 πρώτες µέρες της εβδοµάδας). Αν θέλουµε να µελετήσουµε σχέσεις µεταξύ των 
στοιχείων της χρονοσειράς (αν η κυκλοφορία για κάποια ώρα συσχετίζεται µε την κυκλοφορία 
την προηγούµενη ώρα, την προ-προηγούµενη κτλ) θα πρέπει να απαλείψουµε αυτήν τη 
περιοδικότητα. Στη συνέχεια θα πρέπει να εκτιµήσουµε ένα µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης για να 
περιγράψουµε αυτές τις συσχετίσεις, αν υπάρχουν. Το µοντέλο αυτό, αν είναι επαρκές, 
µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε για να κάνουµε προβλέψεις (για τις επόµενες ώρες). 


