
 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΔΑΣΟΛΟΓΙΑΣ           Σειρά 

Ιανουάριος 2014   (Α' Εξαμήνου)        

 

Eπώνυμο……………………………….   Όνομα ……………………….      A.E.M…………. Εξάμηνο……. 

1 2 3 4 ΒΑΘΜΟΣ 

 

/5 

 

/2,5

 

/2,5

 

/2,5 

 

ΑΣΧΟΛΗΘΕΙΤΕ ΜΕ ΤΟ ΘΕΜΑ 1 ΚΑΙ ΜΕ ΔΥΟ ΑΠΟ ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 2,3,4 

ΘΕΜΑ 1:  Απαντήστε στα παρακάτω ερωτήματα που είναι ισοδύναμα, δικαιολογώντας τις απαντήσεις σας 

 (α) Δίνεται η ακολουθία ܽ௡ ൌ
ଶ௡

௡ିଶ

ଵ

ଷ೙షభ
 . Δείξτε ότι.   

ఈ೙శభ
ఈ೙

→
ଵ

ଷ
 . Εξετάστε κατόπιν αν συγκλίνει ή όχι η σειρά: 

෍
2݊
݊ െ 2

	 ∙ 	
1

3௡ିଵ

ஶ

௡ୀଵ

 

 (β) Δίνεται η συνάρτηση  	݂ሺݔሻ ൌ
௘ೣାଶ௘షೣ

ଶ
 . Υπολογίστε τις τιμές ݂	ሺ2	݈݊3ሻ και ݂΄	ሺ2	݈݊3ሻ 

(γ) Η καμπύλη στο αριστερό σχήμα είναι γραφική παράσταση μιας συνάρτησης ݂ሺݔሻ που ορίζεται στο διά-
στημα [-5,5], ενώ στο δεξιό σχήμα είναι η παράγωγός της. Δίνονται επίσης οι συντεταγμένες των σημείων που 
η καμπύλη στο δεξιό σχήμα τέμνει τους άξονες και εκείνα στα οποία έχει οριζόντια εφαπτομένη.  Βρέστε τα 
τοπικά και ολικά ακρότατα της συνάρτησης ݂ሺݔሻ, τα διαστήματα όπου είναι αύξουσα και τα διαστήματα όπου 
η δεύτερη παράγωγός της είναι θετική. 

 (δ)  Βρέστε την α΄ παράγωγο της πεπλεγμένης συνάρτησης ݕ ൌ ௫௬݁ݕଶݔ ሻ που ορίζεται από τη σχέσηݔሺݕ ൌ 1 
 (ε)   Να βρεθούν οι πρώτες και δεύτερες μερικές παράγωγοι της συνάρτησης: ݖ ൌ ସݔ ൅ ݕଶݔ2 െ  .ଶݕݔ

ΘΕΜΑ 2:  Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις καμπύλες που ορίζουν οι συναρτήσεις:             

ݕ ൌ √4 െ ,ݔ ݕ ൌ
௫ାଵ

ସ
, ݕ ൌ ݔ2 ൅ 2.   Στην απάντηση να περιλαμβάνονται: σχήμα με τις γραφικές παραστάσεις 

των καμπύλων, υπολογισμός των συντεταγμένων των σημείων που ορίζουν το χωρίο και δικαιολόγηση των σχέ-
σεων που θα χρησιμοποιηθούν. 

ΘΕΜΑ 3:  Υπολογίστε το παρακάτω ολοκλήρωμα με την αντικατάσταση  ݐ ൌ ݔ√ െ 1 

න
1 െ ݔ√ െ 1
ଶݔ െ ݔ3 ൅ 2

 ݔ݀	

ΘΕΜΑ 4:   Δίνεται η διαφορική εξίσωση ݕݕݔ΄ ൌ ଶݔ ൅   ଶݕ
  Να βρεθούν:  α) η γενική λύση,    
  β) η μερική λύση που ικανοποιεί τη σχέση ݕሺ1ሻ ൌ 2 
 

ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

  



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΔΑΣΟΛΟΓΙΑΣ           Σειρά 

Ιανουάριος 2014   (Α' Εξαμήνου)         

 

Eπώνυμο……………………………….   Όνομα ……………………….      A.E.M…………. Εξάμηνο……. 

1 2 3 4 ΒΑΘΜΟΣ 

 

/5 

 

/2,5

 

/2,5

 

/2,5 

 

ΑΣΧΟΛΗΘΕΙΤΕ ΜΕ ΤΟ ΘΕΜΑ 1 ΚΑΙ ΜΕ ΔΥΟ ΑΠΟ ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 2,3,4 

ΘΕΜΑ 1:  Απαντήστε στα παρακάτω ερωτήματα που είναι ισοδύναμα, δικαιολογώντας τις απαντήσεις σας 
 (α) Δίνεται η ακολουθία ܽ௡ ൌ

ଶ௡

௡ିଶ

ଵ

ଷ೙షభ
 . Δείξτε ότι.  ඥߙ௡

೙ →
ଵ

ଷ
 . Εξετάστε κατόπιν αν συγκλίνει ή όχι η σειρά  

෍
2݊
݊ െ 2

	 ∙ 	
1

3௡ିଵ

ஶ

௡ୀଵ

 

 (β) Δίνεται η συνάρτηση  	݂ሺݔሻ ൌ
௘ೣିଶ௘షೣ

ଶ
 . Υπολογίστε τις τιμές ݂	ሺ2	݈݊3ሻ και ݂΄	ሺ2	݈݊3ሻ 

 (γ) Η καμπύλη στο αριστερό σχήμα είναι γραφική παράσταση μιας συνάρτησης ݂ሺݔሻ που ορίζεται στο διά-

στημα  [-2,4], ενώ στο δεξιό σχήμα είναι η παράγωγός της. Δίνονται επίσης οι συντεταγμένες των σημείων που 

η καμπύλη στο δεξιό σχήμα τέμνει τους άξονες και εκείνα στα οποία έχει οριζόντια εφαπτομένη. Να βρείτε τα 

τοπικά και ολικά ακρότατα της συνάρτησης ݂ሺݔሻ, τα διαστήματα όπου είναι αύξουσα και τα διαστήματα όπου 

η δεύτερη παράγωγός της είναι θετική. 

 (δ)  Βρέστε την α΄ παράγωγο της πεπλεγμένης συνάρτησης ݕ ൌ ଶ݁௫௬ݕݔ ሻ που ορίζεται από τη σχέσηݔሺݕ ൌ 1 

 (ε)   Να βρεθούν οι πρώτες και δεύτερες μερικές παράγωγοι της: ݖ ൌ ଷݔ ൅ ݕݔ2 െ  .ଶݕݔ

ΘΕΜΑ 2:  Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις καμπύλες που ορίζουν οι συναρτήσεις: ݕ ൌ
√4 െ ,ݔ ݕ ൌ

௫ିଵ

ଶ
, ݕ ൌ 2 െ  Στην απάντηση να περιλαμβάνονται: σχήμα με τις γραφικές παραστάσεις των .ݔ2

καμπύλων, υπολογισμός των συντεταγμένων των σημείων που ορίζουν το χωρίο και δικαιολόγηση των σχέσεων 
που θα χρησιμοποιηθούν. 

ΘΕΜΑ 3:  Υπολογίστε το παρακάτω ολοκλήρωμα με την αντικατάσταση  ݐ ൌ ݔ√ ൅ 1 

න
2 െ ݔ√ ൅ 1
ଶݔ െ ݔ2 െ 3

 ݔ݀	

ΘΕΜΑ 4:   Δίνεται η διαφορική εξίσωση ݕݔଶݕ΄ ൌ ଷݔ ൅   ଷݕ
          Να βρεθούν:  α) η γενική λύση,   β) η μερική λύση που ικανοποιεί τη σχέση ݕሺ1ሻ ൌ 2 

 

ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

  



Λύσεις 
Σειρά Α 

1. α)  	ఈ೙శభ
ఈ೙

ൌ ሺ2݊൅2ሻሺ݊െ2ሻ
ሺ݊െ1ሻ2݊

∙ 1
3
→ 1

3
, Η σειρά συγκλίνει λόγω του κριτηρίου D’ Alembert       β) 

଼ଷ

ଵ଼
,  
଻ଽ

ଵ଼
 

γ)  Από το δεύτερο σχήμα βλέπουμε ότι η παράγωγος μηδενίζεται στα σημεία Α, Β, Ο, Γ, Δ. Από το πρώτο 
σχήμα προκύπτουν: Ολικό ελάχιστο στο Ο. Τοπικά ελάχιστα στα σημεία Α και Δ, Τοπικά μέγιστα στα Β, 
Γ . Επίσης τοπικά μέγιστα στα άκρα 5 και -5. Επομένως η συνάρτηση ݂ሺݔሻείναι αύξουσα από Α έως Β, 
από Ο έως Γ και Δ έως το 5, δηλαδή διαστήματα (-4.24, -2.61), (0, 2.61) και (4.24, 5). Από το δεύτερο 
σχήμα φαίνεται ότι η παράγωγός της μηδενίζεται στα Ε, Ζ, Η, Θ. Άρα η δεύτερη παράγωγος της ݂ሺݔሻ μη-
δενίζεται στα σημεία αυτά, τα οποία είναι επομένως σημεία καμπής. Άρα η δεύτερη παράγωγος είναι θε-
τική στα (-5, -3.5), (-1.28, 1.28), (3.5,5) όπου τα κοίλα στρέφονται προς τα πάνω.     

δ) ݕ΄ ൌ െ ௬ሺଶା௫௬ሻ

௫ሺଵା௫௬ሻ
    (η ευκολότερη λύση είναι με λογαρίθμιση:  

Λογαριθμίζοντας έχουμε: 2݈݊ݔ ൅ ݕ݈݊ ൅ ݕݔ ൌ 0 και παραγωγίζοντας 
ଶ

௫
൅ ௬΄

௬
൅ ݕ ൅ ΄ݕݔ ൌ 0, κλπ) 

ε)  
డ௭

డ௫
ൌ ଷݔ4 ൅ ݕݔ4 െ ଶݕ ,			 డ௭

డ௬
ൌ ଶݔ2 െ 			,ݕݔ2 డ

మ௭

డ௫మ
ൌ ଶݔ12 ൅ ,ݕ4 డమ௭

డ௬మ
ൌ െ2ݔ,			 డ

మ௭

డ௫డ௬
ൌ ݔ4 െ  	ݕ2

2. Το ζητούμενο εμβαδόν υπολογίζεται αν βρώ το εμ-
βαδόν του (ΑΔΟΒ), προσθέσω το εμβαδόν του τριγώ-
νου ΒΓΟ (=1) και αφαιρέσω το εμβαδόν ΔΑΓ(=2). 

ሺ߀ߍ߂޿ሻ ൌ න √4 െ ݔ
ଷ

଴
ݔ݀ ൌ

14
3

 

Άρα το ζητούμενο είναι 
ଵସ

ଷ
൅ 1 െ 2 ൌ ଵଵ

ଷ
 

׬ .3
ଵି√௫ିଵ

௫మିଷ௫ାଶ
ݔ݀	 ൌ ⋯ .ൌ ׬2

ିଵ

௧ሺ௧ାଵሻ
ݐ݀ ൌ 2	݈݊൫1 ൅

ݔ√ െ 1൯ െ 2	݈݊൫√ݔ െ 1൯ ൅ ܿ 

4. Είναι ομογενής. Γεν. λύση  ݕ ൌ േݔ2݈݊√ݔ ൅ ܿ, Μερική λύση ݕ ൌ ݔ2݈݊√ݔ ൅ 4 
 

Σειρά Β 

1. α)  	 ඥߙ௡
೙ ൌ √2݊݊

√݊െ2݊ ∙ √3
݊

3
→ 1

3
, Η σειρά συγκλίνει λόγω του κριτηρίου Cauchy      β)   

଻ଽ

ଵ଼
, ଼ଷ
ଵ଼

 

γ)  Από το δεύτερο σχήμα βλέπουμε ότι η παράγωγος μηδενίζεται στα σημεία Α, Β, Γ. Από το πρώτο 
σχήμα προκύπτουν: Ολικό μέγιστο στο άκρο 4. Τοπικό ελάχιστο στο σημείο Γ. Τοπικά μέγιστα στο άκρο  
-2 και στο Β.. Επομένως η συνάρτηση ݂ሺݔሻ είναι αύξουσα από Α έως Β, και από Γ έως το 4, δηλαδή δια-
στήματα (-0.56, 1.57) και (2.37, 4).  Από το δεύτερο σχήμα φαίνεται ότι η παράγωγός της ݂ሺݔሻ  μηδενίζε-
ται στα Δ, Ε. Άρα η δεύτερη παράγωγος της αρχικής μηδενίζεται στα σημεία αυτά, τα οποία είναι επομέ-
νως σημεία καμπής. Άρα η δεύτερη παράγωγος είναι θετική στα (-2, 0.34), (2,4) όπου τα κοίλα στρέφονται 

προς τα πάνω   δ) ݕ΄ ൌ െ ௬ሺଵା௫௬ሻ

௫ሺଶା௫௬ሻ
 (η ευκολότερη λύση είναι με λογαρίθμιση:  

Λογαριθμίζοντας έχουμε: ݈݊ݔ ൅ ݕ2݈݊ ൅ ݕݔ ൌ 0 και παραγωγίζοντας 
ଵ

௫
൅ 2 ௬΄

௬
൅ ݕ ൅ ΄ݕݔ ൌ 0, κλπ) 

ε)  
డ௭

డ௫
ൌ ଶݔ3 ൅ ݕ2 െ ଶݕ ,			 డ௭

డ௬
ൌ ݔ2 െ 			,ݕݔ2 డ

మ௭

డ௫మ
ൌ ,ݔ6 డమ௭

డ௬మ
ൌ െ2ݕ,			 డ

మ௭

డ௫డ௬
ൌ 2 െ  	ݕ2

2. Το ζητούμενο εμβαδόν υπολογίζεται αν βρώ το εμβαδόν 
του (ΑΔΟΒ), και αφαιρέσω τα εμβαδά των τριγώνων ΒΓΟ 
(=1) και ΔΑΓ(=1). 

ሺ߀ߍ߂޿ሻ ൌ න √4 െ ݔ
ଷ

଴
ݔ݀ ൌ

14
3

 

Άρα το ζητούμενο είναι 
ଵସ

ଷ
െ 1 െ 1 ൌ ଼

ଷ
 

 

׬  .3
ଶି√௫ାଵ

௫మିଶ௫ିଷ
ݔ݀	 ൌ ⋯ ൌ ׬

ିଶ

௧ሺ௧ାଶሻ
ݐ݀ ൌ ݈݊൫2 ൅ ݔ√ ൅ 1൯ െ

݈݊൫√ݔ ൅ 1൯ ൅ ܿ 

4. Είναι ομογενής. Γεν. λύση  ݕ ൌ ݔ3݈݊√ݔ ൅ ܿయ , Μερική λύση ݕ ൌ ݔ3݈݊√ݔ ൅ 4య  


