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2) Η μέθοδος των βημάτων 
Η μέθοδος Dijkstra μπορεί να εφαρμοστεί μόνο 
αν οι αποστάσεις μεταξύ των κόμβων είναι μη 
αρνητικοί αριθμοί. H μέθοδος των βημάτων
εφαρμόζεται σε κυκλικά δικτυωτά ανεξάρτητα αν 
τα τόξα έχουν θετικές ή αρνητικές τιμές.
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Βέλτιστη συνάρτηση για 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, . . , 𝜨

𝒇𝒊 𝒌 = {το μήκος της ελάχιστης διαδρομής από τον κόμβο 𝟏 στον 
κόμβο 𝒌, όταν 𝒊 ή λιγότερα τόξα πρέπει να  χρησιμοποιηθούν}

*Γενικά: με 𝑳 το πολύ βήματα (𝑳 ∈ ℕ∗) 

1 𝒌
το πολύ 𝑳 βήματα
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Επαναληπτική σχέση

𝒇𝒊 𝒌 = 𝒎𝒊𝒏𝒋≠𝒌{𝒇𝒊−𝟏 𝒋 + 𝒂 𝒋𝒌}

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, . . , 𝑳, όπου 𝑳 ∈ ℕ∗

𝑳: o μέγιστος αριθμός βημάτων
𝒌 = 𝟐, 𝟑, . . , 𝑵

Οριακές συνθήκες

𝒇𝟎 𝒌 = ቊ
𝟎, 𝛼𝜈 𝑘 = 1
∞, 𝛼𝜈 𝑘 ≠ 1

1 𝒋 𝒌
το πολύ 𝒊 − 𝟏 βήματα

𝒂𝟑𝟐 = −𝟒:

Το αρνητικό κόστος εκφράζει κέρδος. 

Δεν μας ενοχλεί το αρνητικό πρόσημο. 

𝒇𝒊 𝟏 = 𝒎𝒊𝒏{𝒇𝒊−𝟏 𝒋 + 𝒂 𝒋𝟏}

Αν 𝒌 = 𝟏 και 𝒋 = 𝟏, . . , 𝑵:
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▪ Οριακές συνθήκες 

Για 𝒊 = 𝟎 και 𝚱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒:

𝑓0 1 = 0

𝑓0 2 = ∞

𝑓0 3 = ∞

𝑓0 4 = ∞

Άσκηση
Να βρεθεί η διαδρομή ελάχιστου κόστους από 
τον κόμβο 𝟏 στον κόμβο 𝟒 με 4 το πολύ 
βήματα. 
Λύση
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▪ Για 𝒊 = 𝟏 και 𝚱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒:

𝑓1 1 = min 𝑓0 1 + 𝑎11, 𝑓0 2 + 𝑎21, 𝑓0 3 + 𝑎31, 𝑓0 4 + 𝑎41
= min 0 + 0,∞ +∞,∞ +∞,∞ +∞ = 0

𝑓1 2 = min 𝑓0 1 + 𝑎12, 𝑓0 3 + 𝑎32, 𝑓0 4 + 𝑎42
= min 0 + 2,∞ − 4,∞ +∞ = 2

𝑓1 3 = min 𝑓0 1 + 𝑎13, 𝑓0 2 + 𝑎23, 𝑓0 4 + 𝑎43
= min 0 + 5,∞ + 6,∞ +∞ = 5

𝑓1 4 = min 𝑓0 1 + 𝑎14, 𝑓0 2 + 𝑎24, 𝑓0 3 + 𝑎34
= min 0 +∞,∞ + 3,∞ + 1 = ∞
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▪ Για 𝒊 = 𝟐 και 𝚱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 :

𝑓2 1 = min 𝑓1 1 + 𝑎11, 𝑓1 2 + 𝑎21, 𝑓1 3 + 𝑎31, 𝑓1 4 + 𝑎41
= min 0 + 0, 2 + ∞, 5 +∞,∞ +∞ = 0

𝑓2 3 = min 𝑓1 1 + 𝑎13, 𝑓1 2 + 𝑎23, 𝑓1 4 + 𝑎43
= min 0 + 5, 2 + 6,∞ +∞ = 5

𝑓2 2 = min 𝑓1 1 + 𝑎12, 𝑓1 3 + 𝑎32, 𝑓1 4 + 𝑎42
= min 0 + 2, 5 − 4,∞ +∞ = 1

𝑓2 4 = min 𝑓1 1 + 𝑎14, 𝑓1 2 + 𝑎24, 𝑓1 3 + 𝑎34
= min 0 +∞, 2 + 3, 5 + 1 = 5
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▪ Για 𝒊 = 𝟑 και 𝚱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒:

𝑓3 1 = min 𝑓2 1 + 𝑎11, 𝑓2 2 + 𝑎21, 𝑓2 3 + 𝑎31, 𝑓2 4 + 𝑎41
= min 0 + 0, 1 +∞, 5 +∞, 5 +∞ = 0

𝑓3 2 = min 𝑓2 1 + 𝑎12, 𝑓2 3 + 𝑎32, 𝑓2 4 + 𝑎42
= min 0 + 2, 5 − 4, 5 + ∞ = 1

𝑓3 3 = min 𝑓2 1 + 𝑎13, 𝑓2 2 + 𝑎23, 𝑓2 4 + 𝑎43
= min 0 + 5, 1 + 6, 5 +∞ = 5

𝑓3 4 = min 𝑓2 1 + 𝑎14, 𝑓2 2 + 𝑎24, 𝑓2 3 + 𝑎34
= min 0 +∞, 1 + 3, 5 + 1 = 4
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▪ Για 𝒊 = 𝟒 και 𝚱 = 𝟒 :

𝑓4 4 = 𝑚𝑖𝑛 𝑓3 1 + 𝑎14, 𝑓3 2 + 𝑎24, 𝑓3 3 + 𝑎34
= 𝑚𝑖𝑛 0 + ∞, 1 + 3,5 + 1 = 4

Για να βρούμε την ελάχιστη διαδρομή:

Η ελάχιστη διαδρομή είναι:

𝟏→ 𝟑→ 𝟐→ 𝟒

𝒇𝟒 𝟒 = min 𝑓3 1 + 𝑎14, 𝒇𝟑 𝟐 + 𝒂𝟐𝟒, 𝑓3 3 + 𝑎34 = 𝟒

𝒇𝟑 𝟐 = min 𝑓2 1 + 𝑎12, 𝒇𝟐 𝟑 + 𝒂𝟑𝟐, 𝑓2 4 + 𝑎42 = 𝟏
Συνολικό κόστος 

ελάχιστης διαδρομής 
= 4

𝒇𝟐 𝟑 = min 𝒇𝟏 𝟏 + 𝒂𝟏𝟑, 𝑓1 2 + 𝑎23, 𝑓1 4 + 𝑎43 = 𝟓
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Άσκηση
Να βρεθεί η διαδρομή ελάχιστου κόστους από 
τον κόμβο 𝟏 στον 𝟓, με 4 το πολύ βήματα. Οι 
τιμές στα τόξα παριστάνουν κόστος.

Λύση

Βέλτιστη συνάρτηση για 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, . . , 𝜨

𝒇𝒊 𝒌 = {το μήκος της ελάχιστης διαδρομής από τον κόμβο 𝟏 στον 
κόμβο 𝒌, με 𝒊 το πολύ βήματα}

Επαναληπτική σχέση

𝒇𝒊 𝒌 = 𝒎𝒊𝒏𝒋≠𝒌{𝒇𝒊−𝟏 𝒋 + 𝒂 𝒋𝒌}

Οριακές συνθήκες

𝒇𝟎 𝒌 = ቊ
𝟎, 𝛼𝜈 𝑘 = 1
∞, 𝛼𝜈 𝑘 ≠ 1𝒇𝒊 𝟏 = 𝒎𝒊𝒏{𝒇𝒊−𝟏 𝒋 + 𝒂 𝒋𝟏}
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▪ Οριακές συνθήκες 

Για 𝒊 = 𝟎 και 𝚱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓:

𝑓0 1 = 0

𝑓0 2 = 𝑓0 3 = 𝑓0 4 = 𝑓0 5 = ∞

Λύση
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▪ Για 𝒊 = 𝟏 :

𝑓1 1 = min 𝑓0 1 + 𝑎11, 𝑓0 2 + 𝑎21, 𝑓0 3 + 𝑎31, 𝑓0 4 + 𝑎41, 𝑓0 5 + 𝑎51
= min 0,∞,∞,∞,∞ = 0

𝑓1 2 = min 𝑓0 1 + 𝑎12, 𝑓0 3 + 𝑎32, 𝑓0 4 + 𝑎42, 𝑓0 5 + 𝑎52
= min 3,∞,∞,∞ = 3

𝑓1 3 = min 𝑓0 1 + 𝑎13, 𝑓0 2 + 𝑎23, 𝑓0 4 + 𝑎43, 𝑓0 5 + 𝑎53
= min ∞,∞,∞,∞ = ∞

𝑓1 4 = min 𝑓0 1 + 𝑎14, 𝑓0 2 + 𝑎24, 𝑓0 3 + 𝑎34, 𝑓0 5 + 𝑎54
= min 2,∞,∞,∞ = 2

𝑓1 5 = min 𝑓0 1 + 𝑎15, 𝑓0 2 + 𝑎25, 𝑓0 3 + 𝑎35, 𝑓0 4 + 𝑎45
= min ∞,∞,∞,∞ = ∞
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▪ Για 𝒊 = 𝟐:

𝑓2 1 = min 𝑓1 1 + 𝑎11, 𝑓1 2 + 𝑎21, 𝑓1 3 + 𝑎31, 𝑓1 4 + 𝑎41, 𝑓1 5 + 𝑎51
= min 0,∞,∞,∞,∞ = 0

𝑓2 3 = min 𝑓1 1 + 𝑎13, 𝑓1 2 + 𝑎23, 𝑓1 4 + 𝑎43, 𝑓1 5 + 𝑎53
= min 0 +∞, 3 + 5, 2 + ∞,∞ + 4 = 8

𝑓2 2 = min 𝑓1 1 + 𝑎12, 𝑓1 3 + 𝑎32, 𝑓1 4 + 𝑎42, 𝑓1 5 + 𝑎52
= min 3,∞,−2,∞ = −2

𝑓2 4 = min 𝑓1 1 + 𝑎14, 𝑓1 2 + 𝑎24, 𝑓1 3 + 𝑎34, 𝑓1 5 + 𝑎54
= min 2, 6,∞,∞ = 2

𝑓2 5 = min 𝑓1 1 + 𝑎15, 𝑓1 2 + 𝑎25, 𝑓1 3 + 𝑎35, 𝑓1 4 + 𝑎45
= min ∞, 6,∞, 7 = 6
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▪ Για 𝒊 = 𝟑:

𝑓3 1 = min 𝑓2 1 + 𝑎11, 𝑓2 2 + 𝑎21, 𝑓2 3 + 𝑎31, 𝑓2 4 + 𝑎41, 𝑓2 5 + 𝑎51
= min 0,∞,∞,∞,∞ = 0

𝑓3 2 = min 𝑓2 1 + 𝑎12, 𝑓2 3 + 𝑎32, 𝑓2 4 + 𝑎42, 𝑓2 5 + 𝑎52
= min 3,∞,−2,∞ = −2

𝑓3 3 = min 𝑓2 1 + 𝑎13, 𝑓2 2 + 𝑎23, 𝑓2 4 + 𝑎43, 𝑓2 5 + 𝑎53
= min ∞, 3,∞, 10 = 3

𝑓3 4 = min 𝑓2 1 + 𝑎14, 𝑓2 2 + 𝑎24, 𝑓2 3 + 𝑎34, 𝑓2 5 + 𝑎54
= min 2,1,13,∞ = 1

𝑓3 5 = min 𝑓2 1 + 𝑎15, 𝑓2 2 + 𝑎25, 𝑓2 3 + 𝑎35, 𝑓2 4 + 𝑎45
= min ∞, 1,5,7 = 1
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▪ Για 𝒊 = 𝟒 :

𝑓4 5 = 𝑚𝑖𝑛 𝑓3 1 + 𝑎15, 𝑓3 2 + 𝑎25, 𝑓3 3 + 𝑎35, 𝑓3 4 + 𝑎45
= 𝑚𝑖𝑛 ∞, 1,0,6 = 0 Συνολικό κόστος ελάχιστης διαδρομής = 0

Για να βρούμε την ελάχιστη διαδρομή:
𝒇𝟒 𝟓 = 𝑚𝑖𝑛 𝑓3 1 + 𝑎15, 𝑓3 2 + 𝑎25, 𝒇𝟑 𝟑 + 𝒂𝟑𝟓 , 𝑓3 4 + 𝑎45 = 𝟎

𝒇𝟑 𝟑 = min 𝑓2 1 + 𝑎13, 𝒇𝟐 𝟐 + 𝒂𝟐𝟑 , 𝑓2 4 + 𝑎43, 𝑓2 5 + 𝑎53 = 3

𝒇𝟐 𝟐 = min 𝑓1 1 + 𝑎12, 𝑓1 3 + 𝑎32, 𝒇𝟏 𝟒 + 𝒂𝟒𝟐 , 𝑓1 5 + 𝑎52 = −2

𝒇𝟏 𝟒 = min 𝒇𝟎 𝟏 + 𝒂𝟏𝟒 , 𝑓0 2 + 𝑎24, 𝑓0 3 + 𝑎34, 𝑓0 5 + 𝑎54 = 2

Άρα η διαδρομή ελάχιστου κόστους είναι:

𝟏→ 𝟒→ 𝟐→ 𝟑→ 𝟓
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Άσκηση
Να βρεθεί η διαδρομή ελάχιστου κόστους από 
τον κόμβο 𝟏 στον κόμβο 𝟑, σε 5 το πολύ 
βήματα, περνώντας το πολύ μια φορά από τον 
κόμβο 5. Οι τιμές στα τόξα παριστάνουν κόστος.
Λύση

Βέλτιστη συνάρτηση για 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, . . , 𝜨

𝒇𝒊 𝒌 = {το μήκος της ελάχιστης διαδρομής από τον κόμβο 𝟏 στον 
κόμβο 𝒌, με 𝒊 το πολύ βήματα}

Επαναληπτική σχέση

𝒇𝒊 𝒌 = 𝒎𝒊𝒏𝒋≠𝒌{𝒇𝒊−𝟏 𝒋 + 𝒂 𝒋𝒌}

Οριακές συνθήκες

𝒇𝟎 𝒌 = ቊ
𝟎, 𝛼𝜈 𝑘 = 1
∞, 𝛼𝜈 𝑘 ≠ 1𝒇𝒊 𝟏 = 𝒎𝒊𝒏{𝒇𝒊−𝟏 𝒋 + 𝒂 𝒋𝟏}
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▪ Οριακές συνθήκες 

Για 𝒊 = 𝟎 και 𝚱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓:

𝑓0 1 = 0

𝑓0 2 = 𝑓0 3 = 𝑓0 4 = 𝑓0 5 = ∞

Λύση
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▪ Για 𝒊 = 𝟏 :

𝑓1 1 = min 𝑓0 1 + 𝑎11, 𝑓0 2 + 𝑎21, 𝑓0 3 + 𝑎31, 𝑓0 4 + 𝑎41, 𝑓0 5 + 𝑎51
= min 0,∞,∞,∞,∞ = 0

𝑓1 2 = min 𝑓0 1 + 𝑎12, 𝑓0 3 + 𝑎32, 𝑓0 4 + 𝑎42, 𝑓0 5 + 𝑎52
= min 5,∞,∞,∞ = 5

𝑓1 3 = min 𝑓0 1 + 𝑎13, 𝑓0 2 + 𝑎23, 𝑓0 4 + 𝑎43, 𝑓0 5 + 𝑎53
= min ∞,∞,∞,∞ = ∞

𝑓1 4 = min 𝑓0 1 + 𝑎14, 𝑓0 2 + 𝑎24, 𝑓0 3 + 𝑎34, 𝑓0 5 + 𝑎54
= min 3,∞,∞,∞ = 3

𝑓1 5 = min 𝑓0 1 + 𝑎15, 𝑓0 2 + 𝑎25, 𝑓0 3 + 𝑎35, 𝑓0 4 + 𝑎45
= min ∞,∞,∞,∞ = ∞
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▪ Για 𝒊 = 𝟐:

𝑓2 1 = 0

𝑓2 3 = min 𝑓1 1 + 𝑎13, 𝑓1 2 + 𝑎23, 𝑓1 4 + 𝑎43, 𝑓1 5 + 𝑎53
= min ∞,∞, 12,∞ = 12

𝑓2 2 = min 𝑓1 1 + 𝑎12, 𝑓1 3 + 𝑎32, 𝑓1 4 + 𝑎42, 𝑓1 5 + 𝑎52
= min 5,∞, 5,∞ = 5

𝑓2 4 = min 𝑓1 1 + 𝑎14, 𝑓1 2 + 𝑎24, 𝑓1 3 + 𝑎34, 𝑓1 5 + 𝑎54
= min 3, 2,∞,∞ = 2

𝑓2 5 = min 𝑓1 1 + 𝑎15, 𝑓1 2 + 𝑎25, 𝑓1 3 + 𝑎35, 𝑓1 4 + 𝑎45
= min ∞, 9,∞, 9 = 9
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▪ Για 𝒊 = 𝟑:

𝑓3 1 = min 𝑓2 1 + 𝑎11, 𝑓2 2 + 𝑎21, 𝑓2 3 + 𝑎31, 𝑓2 4 + 𝑎41, 𝑓2 5 + 𝑎51
= min 0,∞,∞,∞,∞ = 0

𝑓3 2 = min 𝑓2 1 + 𝑎12, 𝑓2 3 + 𝑎32, 𝑓2 4 + 𝑎42, 𝑓2 5 + 𝑎52
= min 5,∞, 4,6 = 4

𝑓3 3 = min 𝑓2 1 + 𝑎13, 𝑓2 2 + 𝑎23, 𝑓2 4 + 𝑎43, 𝑓2 5 + 𝑎53
= min ∞,∞, 11,11 = 11

𝑓3 4 = min 𝑓2 1 + 𝑎14, 𝑓2 2 + 𝑎24, 𝑓2 3 + 𝑎34, 𝑓2 5 + 𝑎54
= min 3,2,∞, 2 = 2

𝑓3 5 = min 𝑓2 1 + 𝑎15, 𝑓2 2 + 𝑎25, 𝑓2 3 + 𝑎35, 𝑓2 4 + 𝑎45
= min ∞, 9,∞, 8 = 8
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▪ Για 𝒊 = 𝟒 :

𝑓4 1 = 0

𝑓4 2 = min 𝑓3 1 + 𝑎12, 𝑓3 3 + 𝑎32, 𝑓3 4 + 𝑎42, 𝑓3 5 + 𝑎52
= min 5,∞, 4,5 = 4

𝑓4 3 = min 𝑓3 1 + 𝑎13, 𝑓3 2 + 𝑎23, 𝑓3 4 + 𝑎43, 𝑓3 5 + 𝑎53
= min ∞,∞, 11,10 = 10

𝑓4 4 = min 𝑓3 1 + 𝑎14, 𝑓3 2 + 𝑎24, 𝑓3 3 + 𝑎34, 𝑓3 5 + 𝑎54
= min 3,1,∞, 1 = 1

𝑓4 5 = min 𝑓3 1 + 𝑎15, 𝑓3 2 + 𝑎25, 𝑓3 3 + 𝑎35, 𝑓3 (4) + 𝑎45
= min ∞, 8,∞, 8 = 8
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▪ Για 𝒊 = 𝟓 :

𝑓5 3 = min 𝑓4 1 + 𝑎13, 𝑓4 2 + 𝑎23, 𝑓4 4 + 𝑎43, 𝑓4 5 + 𝑎53
= min ∞,∞, 10,10 = 10

Συνολικό κόστος ελάχιστης διαδρομής = 10

Υπάρχουν 5 διαδρομές με συνολικό κόστος 10:

Οι διαδρομές με κόστος 10 που απορρίπτονται (εμφανίζεται 2 φορές ο κόμβος 5) 

είναι:  𝟏→ 𝟒→ 𝟓→ 𝟒→ 𝟓→ 𝟑 και   𝟏→ 𝟐→ 𝟓→ 𝟒→ 𝟓→ 𝟑

𝟏→ 𝟒→ 𝟐→ 𝟒→ 𝟓→ 𝟑

𝟏→ 𝟐→ 𝟒→ 𝟓→ 𝟑

𝟏→ 𝟐→ 𝟒→ 𝟐→ 𝟓→ 𝟑

𝟏→ 𝟐→ 𝟒→ 𝟐→ 𝟒→ 𝟑

𝟏→ 𝟐→ 𝟒→ 𝟓→ 𝟒→ 𝟑
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