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Άσκηση Σε στοχαστικό πρόβλημα αντικατάστασης εργαλείων δίνονται οι 
συναρτήσεις: α(𝑡): η τιμή ανταλλαγής, στην αρχή του χρόνου, εργαλείου 
που λειτουργεί, ηλικίας 𝑡 στην αρχή του χρόνου, με ένα καινούριο, 𝛢: η 
τιμή αγοράς νέου εργαλείου, στην αρχή του χρόνου, 𝑝(𝑡): η πιθανότητα 
ένα εργαλείο ηλικίας 𝑡 στην αρχή του χρόνου, να χαλάσει στο 1/3 του 
χρόνου, 𝛿(𝑡): η τιμή επιδιόρθωσης ενός χαλασμένου εργαλείου ηλικίας 𝑡
στο 1/3 του χρόνου, 𝑅1(𝑡): το κόστος λειτουργίας εργαλείου ηλικίας 𝑡 στην 
αρχή του χρόνου, για το πρώτο 1/3 του χρόνου, 𝑅3(𝑡): το κόστος 
λειτουργίας εργαλείου ηλικίας 𝑡, για τα τελευταία 2/3 του χρόνου, αν το 
εργαλείο δεν χάλασε , 𝑅2(𝑡): το κόστος λειτουργίας εργαλείου ηλικίας 𝑡
στην αρχή του χρόνου, για τα τελευταία 2/3 του χρόνου, αν το εργαλείο 
χάλασε στο 1/3 του χρόνου και επιδιορθώθηκε. Χρειαζόμαστε το εργαλείο 
για 𝛵 χρόνια και διαθέτουμε δικό μας εργαλείο ηλικίας 1 χρόνου. Ορίστε 
την βέλτιστη συνάρτηση, επαναληπτική σχέση και οριακές συνθήκες.
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𝒇 𝒕, 𝝉 ={το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος του εργαλείου από  την αρχή του   
χρόνου 𝝉 μέχρι το τέλος 𝜯, δεδομένου ότι στην αρχή του χρόνου 𝝉
διαθέτουμε δικό μας εργαλείο που λειτουργεί

Ορίζουμε την βέλτιστη συνάρτηση: 

Άρα στην αρχή ενός χρόνου τ, έχουμε τις επιλογές: 

1) Απόφαση: Αγορά νέου εργαλείου

2) Απόφαση: Συνεχίζουμε με το εργαλείο που διαθέτουμε



❑ Επαναληπτική σχέση:

Α − α 𝑡 + 𝑅1 0 + 𝑝 0 𝛿
1

3
+ 𝑅2 0 + 𝑓 1, 𝜏 + 1

+ 1 − 𝑝 0 (𝑅3
1

3
+ 𝑓 1, 𝜏 + 1 ),

𝒇 𝒕, 𝝉 = 𝒎𝒊𝒏{
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1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

𝑅1 𝑡 + 𝑝 𝑡 𝛿 𝑡 +
1

3
+ 𝑅2 𝑡 + 𝑓 𝑡 + 1, 𝜏 + 1

+(1 − 𝑝(𝑡))(𝑅3 𝑡 +
1

3
+ 𝑓(𝑡 + 1, 𝜏 + 1))

2) Απόφαση:
συνεχίζουμε 
με το 
εργαλείο 
που έχουμε



❑ Οριακές συνθήκες:

Ορίζονται για 𝝉 = 𝜯 (στην αρχή του τελευταίου χρόνου):

𝒇 𝒕, 𝜯 = 𝒎𝒊𝒏{
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1) Απόφαση: αγορά 
νέου εργαλείου

Α − α 𝑡 + 𝑅1 0 + 𝑝 0 𝛿
1

3
+ 𝑅2 0

+ 1 − 𝑝 0 (𝑅3
1

3
),

𝑅1 𝑡 + 𝑝 𝑡 𝛿 𝑡 +
1

3
+ 𝑅2 𝑡

+(1 − 𝑝(𝑡)) 𝑅3 𝑡 +
1

3

2) Απόφαση:
συνεχίζουμε με το 
εργαλείο που έχουμε
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Άσκηση
Σε στοχαστικό πρόβλημα αντικατάστασης εργαλείων δίνονται οι συναρτήσεις: 
α(𝑡): η τιμή ανταλλαγής, στην αρχή του χρόνου, εργαλείου που λειτουργεί, 
ηλικίας 𝑡, με ένα καινούριο ή νοικιασμένο, 𝛽(𝑡): η τιμή ανταλλαγής 
χαλασμένου εργαλείου ηλικίας 𝑡, με ένα καινούριο, στο τέλος του χρόνου,
𝜀: η τιμή ενοικίασης, στην αρχή του χρόνου, νέου εργαλείου, για έναν χρόνο, 
𝛾(𝑡): η τιμή επιδιόρθωσης, στο τέλος του χρόνου, χαλασμένου εργαλείου 
ηλικίας 𝑡, 𝛢 : η τιμή αγοράς νέου εργαλείου, 𝑝(𝑡, 𝑥): η πιθανότητα εργαλείο 
ηλικίας 𝑡 στην αρχή του χρόνου, να έχει κόστος λειτουργίας κατά την διάρκεια 
του χρόνου ίσο με 𝑥 (𝑥 = 0,1, … , 𝑋), 𝑞(𝑡): η πιθανότητα εργαλείο ηλικίας 𝑡
στην αρχή του χρόνου, να είναι χαλασμένο στο τέλος του χρόνου. 
Χρειαζόμαστε το εργαλείο για 𝛵 χρόνια και δεν διαθέτουμε δικό μας εργαλείο 
εξαρχής. Ορίστε την βέλτιστη συνάρτηση, επαναληπτική σχέση και οριακές 
συνθήκες.
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Θα χρησιμοποιήσουμε την προς τα πίσω μέθοδο του ΔΠ.

Στην αρχή κάθε χρόνου μπορεί να διαθέτει κάποιος δικό του εργαλείο, 
ηλικίας 𝒕 ή να μην διαθέτει δικό του εργαλείο, καθώς την προηγούμενη 
χρονιά είχε νοικιάσει ένα εργαλείο.

Η βέλτιστη συνάρτηση και επομένως και η επαναληπτική σχέση πρέπει να 
οριστεί διαφορετικά για τις δύο παραπάνω περιπτώσεις, καθώς έπειτα οι 
δυνατές επιλογές που έχει κάποιος είναι διαφορετικές.

Συγκεκριμένα:
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❑ 1η περίπτωση: Έστω ότι δεν διαθέτουμε δικό μας εργαλείο στην αρχή του 
χρόνου 𝝉. 

𝑭 𝝉 ={το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος από την αρχή του χρόνου 𝝉 μέχρι  
το τέλος 𝜯, δεδομένου ότι στην αρχή του χρόνου 𝝉 δεν διαθέτουμε   
δικό μας εργαλείο

Ορίζουμε την βέλτιστη συνάρτηση: 

Άρα στην αρχή ενός χρόνου τ, έχουμε τις επιλογές: 

1) Απόφαση: Αγορά νέου εργαλείου

2) Απόφαση: Ενοικίαση εργαλείου



9

❑ 2η περίπτωση: Έστω ότι διαθέτουμε δικό μας εργαλείο στην αρχή του 
χρόνου 𝝉. 

𝒇 𝒕, 𝝉 ={το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος του εργαλείου από  την αρχή του   
χρόνου 𝝉 μέχρι το τέλος 𝜯, δεδομένου ότι στην αρχή του χρόνου 𝝉
διαθέτουμε δικό μας εργαλείο που λειτουργεί

Ορίζουμε την βέλτιστη συνάρτηση: 

Άρα στην αρχή ενός χρόνου τ, έχουμε τις επιλογές: 

1) Απόφαση: Αγορά νέου εργαλείου

2) Απόφαση: Ενοικίαση εργαλείου

3) Απόφαση: Συνεχίζουμε με το εργαλείο που διαθέτουμε



❑ 1η περίπτωση: Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω και με βάση την αρχή της
βελτιστοποίησης, προκύπτει η επαναληπτική σχέση:

𝚨 +෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
} +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏 ,

𝑭 𝝉 = 𝒎𝒊𝒏{

𝜺 +෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 (𝜸 𝟏 + 𝐅 𝝉 + 𝟏 ) +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝑭 𝝉 + 𝟏 }
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1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

2) Απόφαση:
ενοικίαση 
εργαλείου

Διαθέτουμε το νέο εργαλείο (ηλικίας 1) 
στην αρχή της επόμενης χρονιάς

συνεχίζουμε ως έχει, χωρίς 
δικό μας εργαλείο

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει



❑ 2η περίπτωση: Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω και με βάση την αρχή της
βελτιστοποίησης, προκύπτει η επαναληπτική σχέση για 𝝉 < 𝜯:

𝚨 − 𝛂 𝒕 +෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏 ,

𝒇 𝒕, 𝝉 = 𝒎𝒊𝒏{

𝜺 − 𝜶(𝒕) +෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 (𝜸 𝟏 + 𝐅 𝝉 + 𝟏 ) +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝑭 𝝉 + 𝟏 }
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1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

2) Απόφαση:
ενοικίαση 
εργαλείου

Συνεχίζουμε με το νέο εργαλείο (ηλικίας 1)

Συνεχίζουμε χωρίς δικό μας εργαλείο

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏
} +

𝟏 − 𝒒 𝒕 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏 } Συνεχίζουμε με το εργαλείο μας ηλικίας t+1

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

3) Απόφαση:
συνεχίζουμε 
με το 
εργαλείο 
που έχουμε

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση



❑ Η επαναληπτική σχέση για 𝝉 = 𝟏 (αρχή πρώτου χρόνου, όπου δεν
διαθέτουμε δικό μας εργαλείο):

𝚨 +෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏 ,

𝒇 𝒕, 𝟏 = 𝒎𝒊𝒏{

𝜺 +෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝜸 𝟏 + 𝐅 𝝉 + 𝟏 +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝑭 𝝉 + 𝟏 }
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1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

2) Απόφαση:
ενοικίαση 
εργαλείου

Συνεχίζουμε με το νέο εργαλείο (ηλικίας 1)

Συνεχίζουμε χωρίς δικό μας εργαλείο

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει



❑ Οριακές συνθήκες: 

1η περίπτωση: Ορίζονται για 𝝉 = 𝜯 (στην αρχή του τελευταίου χρόνου), αν 
δεν διαθέτουμε δικό μας εργαλείο στην αρχή του χρόνου 𝜯:

𝚨 +෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 ,𝑭 𝜯 = 𝒎𝒊𝒏{

𝜺 + σ𝒙=𝟎
𝑿 𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 (𝜸 𝟏 ) + 𝟏 − 𝒒 𝟎 ∙ 𝟎}
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1) Απόφαση: αγορά 
νέου εργαλείου

2) Απόφαση:
ενοικίαση εργαλείου

επιδιόρθωση
νοικιασμένου



❑ Οριακές συνθήκες:

2η περίπτωση: Ορίζονται για 𝝉 = 𝜯 (στην αρχή του τελευταίου χρόνου), αν 
διαθέτουμε δικό μας εργαλείο στην αρχή του χρόνου 𝜯:

𝚨 − 𝛂 𝒕 + σ𝒙=𝟎
𝑿 𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 ,𝒇 𝒕, 𝜯 = 𝒎𝒊𝒏{

𝜺 − 𝜶(𝒕) + σ𝒙=𝟎
𝑿 𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 (𝜸 𝟏 ) + 𝟏 − 𝒒 𝟎 ∙ 𝟎,
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1) Απόφαση: αγορά 
νέου εργαλείου

2) Απόφαση:
ενοικίαση εργαλείου

Επιδιόρθωση
νοικιασμένου

෍

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 }
3) Απόφαση:
συνεχίζουμε με το 
εργαλείο που έχουμε
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