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Άσκηση Σε στοχαστικό πρόβλημα αντικατάστασης εργαλείων δίνονται οι συναρτήσεις: 
α(𝑡): η τιμή ανταλλαγής, στην αρχή του χρόνου, εργαλείου που λειτουργεί, ηλικίας 𝑡, 
με ένα καινούριο, 𝛽(𝑡): η τιμή ανταλλαγής χαλασμένου εργαλείου ηλικίας 𝑡, με ένα 
καινούριο, στο τέλος του χρόνου, 𝜀(𝑡): η τιμή επιδιόρθωσης, στο τέλος του χρόνου, 
χαλασμένου εργαλείου ηλικίας 𝑡, 𝜎(𝑡): η τιμή προληπτικής συντήρησης, στην αρχή του 
χρόνου, εργαλείου ηλικίας 𝑡, που διάνυσε την προηγούμενη χρονιά χωρίς να χαλάσει –
μετά την συντήρηση το εργαλείο θεωρείτε νέο (ηλικίας 0), 𝛢: η τιμή αγοράς νέου 
εργαλείου, 𝑝(𝑡, 𝑥): η πιθανότητα εργαλείο ηλικίας 𝑡 στην αρχή του χρόνου, να έχει 
κόστος λειτουργίας κατά την διάρκεια του χρόνου ίσο με 𝑥 (𝑥 = 0,1,… , 𝑋), 𝑞(𝑡): η 
πιθανότητα εργαλείο ηλικίας 𝑡 στην αρχή του χρόνου, να είναι χαλασμένο στο τέλος 
του χρόνου, 𝜋1(𝑡): η τιμή πώλησης εργαλείου ηλικίας 𝑡 στο τέλος του χρόνου 𝛵, 
δεδομένου ότι λειτουργεί ενώ αντίστοιχα όταν δεν λειτουργεί είναι 𝜋2(𝑡). Θεωρούμε 
ότι ένα εργαλείο που επιδιορθώνεται στο τέλος μιας χρονιάς δεν συντηρείται αμέσως 
μετά στην αρχή της νέας χρονιάς. Χρειαζόμαστε το εργαλείο για 𝛵 χρόνια και δεν 
διαθέτουμε δικό μας εργαλείο εξαρχής. Ορίστε την βέλτιστη συνάρτηση, επαναληπτική 
σχέση και οριακές συνθήκες.



Θα χρησιμοποιήσουμε την προς τα πίσω μέθοδο του ΔΠ.

. . . . χρόνος 𝚻

𝜯 − 𝟏 𝜯𝝉 − 𝟏 𝝉 𝝉 + 𝟏

χρόνος 𝝉 χρόνος 𝝉 + 𝟏. . . .
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𝒇 𝒕, 𝝉, 𝒊 ={το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος λειτουργίας του εργαλείου από 
την αρχή του χρόνου 𝝉 μέχρι το τέλος 𝜯, δεδομένου ότι στην αρχή 
του χρόνο 𝝉 έχουμε ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 και λειτουργεί και
𝒊 = 𝟎 αν το εργαλείο δεν είχε χαλάσει την προηγούμενη χρονιά, 
𝒊 = 𝟏 αν το εργαλείο είχε χαλάσει την προηγούμενη χρονιά}

Ορίζουμε την βέλτιστη συνάρτηση: 



❑ Έστω  𝒊 = 𝟎 , δηλ. διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 στην αρχή του χρόνου 𝝉, 

το οποίο δεν είχε χαλάσει την προηγούμενη χρονιά.
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Για να ορίσουμε την επαναληπτική σχέση πρέπει να δούμε τι δυνατές 
αποφάσεις μπορούμε να πάρουμε στην περίπτωση αυτή.

1) Απόφαση: Αγορά νέου εργαλείου

2) Απόφαση: Συνεχίζω με το εργαλείο ηλικίας 𝒕 όπως έχει  

3) Απόφαση: Προληπτική συντήρηση του εργαλείου ηλικίας 𝒕 στην αρχή 
του χρόνου 𝝉



Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω και με βάση την αρχή της βελτιστοποίησης, 
προκύπτει η επαναληπτική σχέση για 𝒊 = 𝟎 και 𝒕 > 𝟎 και 𝝉 > 𝟏 :

𝒇 𝒕, 𝝉, 𝟎 = 𝒎𝒊𝒏{

𝛔 𝒕 +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟏
} +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟎 }



𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

𝜺 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝒕 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟎 ,

𝚨 − 𝛂 𝒕 +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟏

+ 𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟎 ,

1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

2) Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο ως 
έχει

κρατάμε το 
εργαλείο ως έχει

Αγορά νέου εργαλείου

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

3) Απόφαση:
συντηρώ το
εργαλείο

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει κρατάμε το 
εργαλείο ως έχει

κόστος 
συντήρησης

αν χαλάσει
Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση
αν δεν χαλάσει



Ομοίως προκύπτει η επαναληπτική σχέση για 𝒊 = 𝟎 και 𝒕 = 𝟎 (διαθέτω 
νέο εργαλείο στην αρχή του χρόνου) και 𝝉 > 𝟏:

𝒇 𝟎, 𝝉, 𝟎 = 

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο ως έχει

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει κρατάμε το 
εργαλείο ως έχει
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❑ Έστω  𝒊 = 𝟏 , δηλ. διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 στην αρχή του χρόνου 𝝉, 

το οποίο είχε χαλάσει την προηγούμενη χρονιά.

7

Για να ορίσουμε την επαναληπτική σχέση πρέπει να δούμε τι δυνατές 
αποφάσεις μπορούμε να πάρουμε στην περίπτωση αυτή.

1) Απόφαση: Αγορά νέου εργαλείου

2) Απόφαση: Συνεχίζω με το εργαλείο ηλικίας 𝒕 όπως έχει  

Δεν μπορεί να γίνει προληπτική συντήρηση του εργαλείου ηλικίας 𝑡 στην 
αρχή του χρόνου 𝜏 καθώς είχε χαλάσει την προηγούμενη χρονιά και άρα είτε 
αγοράστηκε νέο εργαλείο είτε επιδιορθώθηκε το εργαλείο στο τέλος της 
προηγούμενης χρονιάς.



Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω και με βάση την αρχή της βελτιστοποίησης, 
προκύπτει η επαναληπτική σχέση για 𝒊 = 𝟏 και 𝒕 > 𝟎 και 𝝉 > 𝟏:

𝒇 𝒕, 𝝉, 𝟏 = 𝒎𝒊𝒏{



𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

𝜺 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝒕 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟎 }

𝚨 − 𝛂 𝒕 +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟏

+ 𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

2) Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο ως 
έχει

κρατάμε το 
εργαλείο ως έχει

Αγορά νέου εργαλείου

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει
κρατάμε το 
εργαλείο ως έχει
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Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω και με βάση την αρχή της βελτιστοποίησης, 
προκύπτει η επαναληπτική σχέση για 𝒊 = 𝟏 και 𝒕 = 𝟎 και 𝝉 > 𝟏:

𝒇 𝟎, 𝝉, 𝟏 = 

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏, 𝟎

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏, 𝟎 }

Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο ως 
έχει

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

κρατάμε το 
εργαλείο ως έχει

9
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❑ Για την αρχή της διαδικασίας, δηλ. για 𝝉 = 𝟏, έχουμε:

Αρχικά δεν διαθέτουμε εργαλείο, άρα πρέπει να αγοράσουμε.

Άρα η επαναληπτική σχέση ορίζεται ως:

𝒇 𝟎, 𝟏,− = 𝚨+

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝟐, 𝟎

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝟐, 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇 𝟏,𝟐, 𝟎 }

Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

κρατάμε το 
εργαλείο ως έχει

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει
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❑ Οριακές συνθήκες για την τελευταία χρονική περίοδο 𝜯 και 𝒊 = 𝟎, δηλ. 
διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 στην αρχή του χρόνου 𝜯,  το οποίο δεν είχε 
χαλάσει την προηγούμενη χρονιά) :

𝒇 𝒕, 𝜯, 𝟎 = 𝒎𝒊𝒏{𝚨 − 𝛂(𝒕) +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 (−𝝅𝟐(𝟏)) +

𝟏 − 𝒒 𝟎 (−𝝅𝟏 𝟏 ),

1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει

𝛔 𝒕 + σ𝒙=𝟎
𝑿 𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 (−𝝅𝟐(𝟏)) + 𝟏 − 𝒒 𝟎 (−𝝅𝟏(𝟏))}



𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 (−𝝅𝟐(𝒕 + 𝟏)) + 𝟏 − 𝒒 𝒕 (−𝝅𝟏(𝒕 + 𝟏)),

2) Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο ως 
έχει

3) Απόφαση:
συντηρώ το
εργαλείο

αν χαλάσει αν δεν χαλάσει

κόστος 
συντήρησης

αν χαλάσει αν δεν χαλάσει
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❑ Οριακές συνθήκες για την τελευταία χρονική περίοδο 𝜯 και 𝒊 = 𝟏, δηλ. 

διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 στην αρχή του χρόνου 𝜯,  το οποίο είχε 
χαλάσει την προηγούμενη χρονιά:

𝒇 𝒕, 𝜯, 𝟏 = 𝒎𝒊𝒏{𝚨 − 𝛂(𝒕) +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 (−𝝅𝟐(𝟏)) +

𝟏 − 𝒒 𝟎 (−𝝅𝟏 𝟏 ),

1) Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

αν χαλάσει

αν δεν χαλάσει



𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 (−𝝅𝟐(𝒕 + 𝟏)) + 𝟏 − 𝒒 𝒕 (−𝝅𝟏(𝒕 + 𝟏))}

2) Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο ως 
έχει

αν χαλάσει αν δεν χαλάσει



Στοχαστικά προβλήματα 

αντικατάστασης και 

συντήρησης εργαλείων
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Στοχαστικά προβλήματα αντικατάστασης και συντήρησης εργαλείων

Έστω διαθέτουμε ένα εργαλείο που αποτελείται από δύο εξαρτήματα Α 
και Β. Αν δεν λειτουργεί κάποιο εξάρτημα από τα δύο, τότε δεν λειτουργεί 
και το μηχάνημα. 
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Συντήρηση: To κάθε εξάρτημα το συντηρούμε στην αρχή του χρόνου και 
χρειάζεται 𝒙𝟏 (το Α) και αντίστοιχα 𝒙𝟐 (το Β) χρονικές περιόδους για να 
συντηρηθεί ενώ αν κάνουμε συγχρόνως συντήρηση και των δύο 
εξαρτημάτων τότε χρειάζονται 𝒙𝟏𝟐 χρονικές περίοδοι για την ολοκλήρωση 
της συντήρησης.

Αντικατάσταση: Έστω ότι για να αντικαταστήσουμε το εξάρτημα Α 
χρειάζονται 𝒚𝟏 χρονικές περίοδοι και αντίστοιχα 𝒚𝟐 για το εξάρτημα Β ενώ 
αν τα αντικαταστήσουμε συγχρόνως χρειάζονται 𝒚𝟏𝟐 χρονικές περίοδοι 
για την ολοκλήρωση της αντικατάστασης.



Υποθέτουμε ότι όταν ένα εξάρτημα συντηρηθεί, τότε η ηλικία του γίνεται 0.
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Υποθέτουμε ότι η πιθανότητα να λειτουργεί στην αρχή μιας χρονικής 
περιόδου δεδομένου ότι λειτουργούσε στην αρχή της προηγούμενης είναι 
αντίστοιχα 𝒑𝟏 για το Α και 𝒑𝟐 για το Β. Δηλαδή υποθέτουμε ότι ένα 
εξάρτημα που λειτουργεί στην αρχή μιας περιόδου, μπορεί να χαλάσει μόνο 
στο τέλος της.

Υποθέτουμε ότι η συντήρηση και η αντικατάσταση των εξαρτημάτων δεν
μπορεί να γίνει συγχρόνως.

Το πρόβλημα Θέλουμε να βρούμε την βέλτιστη πολιτική αντικατάστασης
και συντήρησης των εξαρτημάτων, έτσι ώστε δεδομένου ότι θα έχουμε το 
εργαλείο για τις επόμενες 𝜯 χρονικές περιόδους, ο αναμενόμενος αριθμός 
των χρονικών περιόδων που το εργαλείο θα είναι σε λειτουργία να είναι
μέγιστος.



Ορίζουμε την βέλτιστη συνάρτηση: 

. . . . χρόνος 𝚻

𝜯 − 𝟏 𝜯𝝉 − 𝟏 𝝉 𝝉 + 𝟏

χρόνος 𝝉 χρόνος 𝝉 + 𝟏
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𝒇 𝒕𝟏, 𝒕𝟐, 𝝉 ={o μέγιστος αριθμός χρονικών περιόδων από την αρχή του   
χρόνου 𝝉 μέχρι και το τέλος 𝜯, που το εργαλείο λειτουργεί, 
δεδομένου ότι στην αρχή του χρόνου 𝝉 το εξάρτημα Α είναι  
ηλικίας 𝒕𝟏 και το Β ηλικίας 𝒕𝟐

Θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε τον 
αριθμό των χρονικών περιόδων που 

το εργαλείο λειτουργεί 

Δεν ξέρουμε αν τα εξαρτήματα 
Α και Β λειτουργούν στην αρχή 

του χρόνου 𝝉!
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Επίσης ορίζουμε τις συναρτήσεις: 

𝐅𝟏 𝒕𝟏, 𝝉 ={o μέγιστος αριθμός χρονικών περιόδων από την αρχή του χρόνου 
𝝉 μέχρι και το τέλος 𝜯, που το εργαλείο λειτουργεί, δεδομένου ότι το εργαλείο 
αρχίζει στην αρχή του χρόνου 𝝉 με το εξάρτημα Α ηλικίας 𝒕𝟏 και το εξάρτημα 
Β βρέθηκε χαλασμένο

𝐅𝟐 𝒕𝟐, 𝝉 ={o μέγιστος αριθμός χρονικών περιόδων από την αρχή του χρόνου 
𝝉 μέχρι και το τέλος 𝜯, που το σύστημα λειτουργεί, δεδομένου ότι το εργαλείο 
αρχίζει στην αρχή του χρόνου 𝝉 με το εξάρτημα Α χαλασμένο και το εξάρτημα 
Β ηλικίας 𝒕𝟐

𝐅𝟑 𝝉 ={o μέγιστος αριθμός χρονικών περιόδων από την αρχή του χρόνου 𝝉
μέχρι και το τέλος 𝜯, που το σύστημα λειτουργεί, δεδομένου ότι το εργαλείο 
αρχίζει στην αρχή του χρόνου 𝝉 με τα εξαρτήματα Α και Β χαλασμένα 
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Βέλτιστη συνάρτηση 𝒇 𝒕𝟏, 𝒕𝟐, 𝝉

Στην αρχή κάθε χρονικής περιόδου, έχουμε την δυνατότητα να πάρουμε 7
διαφορετικές αποφάσεις ή υπάρχουν 7 διαφορετικές περιπτώσεις που 
πρέπει να εξετάσουμε, κάθε μια από τις οποίες έχει σαν αποτέλεσμα ένα 
αναμενόμενο αριθμό χρονικών περιόδων που το εργαλείο θα 
λειτουργήσει.

Επιλέγουμε την απόφαση που μεγιστοποιεί τον αναμενόμενο αριθμό 
χρονικών περιόδων που το εργαλείο θα λειτουργήσει.  

Παρατηρήσεις

▪ Μετά την συντήρηση ενός εξαρτήματος, μπορεί αυτό να μην λειτουργεί.  
Η συντήρηση είναι ουσιαστικά προληπτική και γίνεται από το κέντρο 
λήψης αποφάσεων με βάση την ηλικία των εργαλείων.

▪ Αν ένα εξάρτημα χαλάσει, πρέπει να αντικατασταθεί όχι να συντηρηθεί. 



19

Δυνατές εντολές

1. Δεν κάνουμε τίποτα (γιατί θεωρούμε ότι τα Α, Β λειτουργούν)

Συντήρηση

Αντικατάσταση

7. Αντικατάσταση των Α και Β 

2. Συντήρηση του Α

3. Συντήρηση του Β

4. Συντήρηση των Α και Β

5. Αντικατάσταση του Α

6. Αντικατάσταση του Β
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Έστω ότι είμαστε στην αρχή του χρόνου 𝝉 και τα εξαρτήματα Α και Β 
είναι ηλικίας 𝒕𝟏 και 𝒕𝟐 αντίστοιχα.

Για την απόφαση 1) Δεν κάνουμε τίποτα (διότι θεωρούμε ότι τα Α, Β θα 
λειτουργούν στην αρχή του χρόνου 𝝉), ο μέγιστος αναμενόμενος 
αριθμός χρονικών περιόδων που το σύστημα θα λειτουργήσει δίνεται 
από: 𝒑𝟏

𝒕𝟏𝒑𝟐
𝒕𝟐𝒇(𝒕𝟏 + 𝟏, 𝒕𝟐 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏)

γιατί 𝒑𝟏
𝒕𝟏𝒑𝟐

𝒕𝟐 είναι η πιθανότητα και τα δύο εξαρτήματα να είναι σε 
καλή κατάσταση μετά το τέλος 𝒕𝟏 και 𝒕𝟐 χρονικών περιόδων. 

Όλες οι άλλες δυνατές περιπτώσεις, δηλ. να μην λειτουργεί ένα από τα 
εξαρτήματα ή κανένα από τα εξαρτήματα, έχουν αναμενόμενο χρόνο 
λειτουργίας 0.
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Έστω ότι είμαστε στην αρχή του χρόνου 𝝉 και τα εξαρτήματα Α και Β 
είναι ηλικίας 𝒕𝟏 και 𝒕𝟐 αντίστοιχα.

Για την περίπτωση 2) Συντήρηση του Α, ο μέγιστος αναμενόμενος 
αριθμός χρονικών περιόδων που το σύστημα θα λειτουργήσει δίνεται 
από:

𝒑𝟏
𝒕𝟏𝒇 𝟎 , 𝒕𝟐, 𝝉 + 𝒙𝟏 + (𝟏 − 𝒑𝟏

𝒕𝟏)𝑭𝟐(𝒕𝟐, 𝝉 + 𝒙𝟏)

𝒑𝟏
𝒕𝟏: η πιθανότητα τo εξάρτημα Α να είναι σε 

καλή κατάσταση μετά το τέλος 𝒕𝟏 χρονικών 
περιόδων και να λειτουργεί 

(𝟏 − 𝒑𝟏
𝒕𝟏): η πιθανότητα να μην λειτουργεί το Α 

μετά το τέλος 𝒕𝟏 χρονικών περιόδων (ούτε μετά 
την συντήρηση)

Περιμένουμε 𝒙𝟏
χρονικές περιόδους για 
να συντηρηθεί το Α 

Μετά την συντήρηση 
το Α θεωρείται νέο 

(𝒕𝟏 = 𝟎)
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Έστω ότι είμαστε στην αρχή του χρόνου 𝝉 και τα εξαρτήματα Α και Β 
είναι ηλικίας 𝒕𝟏 και 𝒕𝟐 αντίστοιχα.

Για την περίπτωση 3) Συντήρηση του Β, ο μέγιστος αναμενόμενος 
αριθμός χρονικών περιόδων που το σύστημα θα λειτουργήσει δίνεται 
από:

𝒑𝟐
𝒕𝟐𝒇 𝒕𝟏, 𝟎 , 𝝉 + 𝒙𝟐 + (𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐)𝑭𝟏(𝒕𝟏, 𝝉 + 𝒙𝟐)

𝒑𝟐
𝒕𝟐: η πιθανότητα τo εξάρτημα Β να είναι σε 

καλή κατάσταση μετά το τέλος 𝒕𝟐 χρονικών 
περιόδων και να λειτουργεί 

(𝟏 − 𝒑𝟐
𝒕𝟐): η πιθανότητα να μην λειτουργεί το Β 

μετά το τέλος 𝒕𝟐 χρονικών περιόδων (ούτε μετά 
την συντήρηση)

Περιμένουμε 𝒙𝟐
χρονικές περιόδους για 
να συντηρηθεί το Β 

Μετά την συντήρηση 
το Β θεωρείται νέο 

(𝒕𝟐 = 𝟎)
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Έστω ότι είμαστε στην αρχή του χρόνου 𝝉 και τα εξαρτήματα Α και Β 
είναι ηλικίας 𝒕𝟏 και 𝒕𝟐 αντίστοιχα.

Για την περίπτωση 4) Συντήρηση των Α και Β, ο μέγιστος αναμενόμενος 
αριθμός χρονικών περιόδων που το σύστημα θα λειτουργήσει δίνεται 
από:

𝒑𝟏
𝒕𝟏𝒑𝟐

𝒕𝟐𝒇 𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐 + 𝟏 − 𝒑𝟏
𝒕𝟏 𝒑𝟐

𝒕𝟐𝑭𝟐 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐 +

𝒑𝟏
𝒕𝟏 𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐 𝑭𝟏 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐 + (𝟏 − 𝒑𝟏
𝒕𝟏) 𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐 𝑭𝟑 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐

Τα Α, Β λειτουργούν, συντήρηση των Α 
και Β μετά από 𝒙𝟏𝟐 χρονικές περιόδους, 

θεωρούνται νέα (𝒕𝟏 = 𝒕𝟐 = 𝟎)

Το Α δεν λειτουργεί μετά από 𝒕𝟏 χρονικές περιόδους 
με πιθανότητα 𝟏 − 𝒑𝟏

𝒕𝟏 , το Β λειτουργεί μετά από 
𝒕𝟐 χρονικές περιόδους με πιθανότητα 𝒑𝟐

𝒕𝟐

Το Α λειτουργεί μετά από 𝒕𝟏 χρονικές 
περιόδους με πιθανότητα 𝒑𝟏

𝒕𝟏, το Β δεν 
λειτουργεί μετά από 𝒕𝟐 χρονικές περιόδους με 
πιθανότητα (𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐)

Το Α δεν λειτουργεί μετά από 𝒕𝟏 χρονικές 
περιόδους με πιθανότητα 𝟏 − 𝒑𝟏

𝒕𝟏, το Β δεν 
λειτουργεί μετά από 𝒕𝟐 χρονικές περιόδους με 
πιθανότητα (𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐)
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Έστω ότι είμαστε στην αρχή του χρόνου 𝝉 και τα εξαρτήματα Α και Β 
είναι ηλικίας 𝒕𝟏 και 𝒕𝟐 αντίστοιχα.

Για την περίπτωση 5) Αντικατάσταση του Α, ο μέγιστος αναμενόμενος 
αριθμός χρονικών περιόδων που το σύστημα θα λειτουργήσει δίνεται 
από:

𝒇(𝟎, 𝒕𝟐, 𝝉 + 𝒚𝟏)
Αντικαθιστώ το Α μετά από 𝒚𝟏 χρονικές 

περιόδους, θεωρείται νέο (𝒕𝟏 = 𝟎)

Για την περίπτωση 6) Αντικατάσταση του Β, ο μέγιστος αναμενόμενος 
αριθμός χρονικών περιόδων που το σύστημα θα λειτουργήσει δίνεται από:

𝒇(𝒕𝟏, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟐)
Αντικαθιστώ το Β μετά από 𝒚𝟐 χρονικές 

περιόδους, θεωρείται νέο (𝒕𝟐 = 𝟎)

Για την περίπτωση 7) Αντικατάσταση των Α και Β, ο μέγιστος αναμενόμενος 
αριθμός χρονικών περιόδων που το σύστημα θα λειτουργήσει δίνεται από:

𝒇(𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟏𝟐)
Αντικαθιστώ τα Α και Β μετά από 𝒚𝟏𝟐
χρονικές περιόδους
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Τελικά προκύπτει η επαναληπτική σχέση για την βέλτιστη συνάρτηση
𝒇 𝒕𝟏, 𝒕𝟐, 𝝉 :

𝒇 𝒕𝟏, 𝒕𝟐, 𝝉 = 𝒎𝒂𝒙

𝒑𝟏
𝒕𝟏𝒑𝟐

𝒕𝟐𝒇(𝒕𝟏 + 𝟏, 𝒕𝟐 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏)

𝒑𝟏
𝒕𝟏𝒇 𝟎, 𝒕𝟐, 𝝉 + 𝒙𝟏 + (𝟏 − 𝒑𝟏

𝒕𝟏)𝑭𝟐(𝒕𝟐, 𝝉 + 𝒙𝟏)

𝒑𝟐
𝒕𝟐𝒇 𝒕𝟏, 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟐 + (𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐)𝑭𝟏(𝒕𝟏, 𝝉 + 𝒙𝟐)

𝒑𝟏
𝒕𝟏𝒑𝟐

𝒕𝟐𝒇 𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐 + (𝟏 − 𝒑𝟏
𝒕𝟏)𝒑𝟐

𝒕𝟐𝑭𝟐(𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐) +

𝒑𝟏
𝒕𝟏 𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐 𝑭𝟏 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐 + (𝟏 − 𝒑𝟏
𝒕𝟏) 𝟏 − 𝒑𝟐

𝒕𝟐 𝑭𝟑 𝝉 + 𝒙𝟏𝟐
𝒇(𝟎, 𝒕𝟐, 𝝉 + 𝒚𝟏)
𝒇(𝒕𝟏, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟐)
𝒇(𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟏𝟐)
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Ομοίως ορίζουμε τις υπόλοιπες επαναληπτικές σχέσεις:

𝑭𝟏 𝒕𝟏, 𝝉 = 𝒎𝒂𝒙൞
𝒑𝟏

𝒕𝟏𝑭𝟏 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏 + (𝟏 − 𝒑𝟏
𝒕𝟏)𝒇 𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟏 + 𝒚𝟏𝟐

𝒇 𝒕𝟏, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟐
𝒇 𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟏𝟐

συντήρηση του Α

αναγκαστική 
αντικάσταση των 
Α, Β (𝑭𝟑 𝝉 + 𝒙𝟏 )

αντικατ. του Β

αντικατ. των Α, Β

Λείπει η απόφαση αντικατάστασης του Α διότι προφανώς 
𝒚𝟏𝟐 ≤ 𝒚𝟏 + 𝒚𝟐 και άρα δεν έχει νόημα να δοθεί αυτή η εντολή

𝐅𝟏 𝒕𝟏, 𝝉 ={o μέγιστος αριθμός χρονικών περιόδων από την αρχή του χρόνου 𝝉
μέχρι και το τέλος 𝜯, που το εργαλείο λειτουργεί, δεδομένου ότι το εργαλείο αρχίζει 
στην αρχή του χρόνου 𝝉 με το εξάρτημα Α ηλικίας 𝒕𝟏 και το εξάρτημα Β βρέθηκε 
χαλασμένο
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Ομοίως ορίζουμε τις υπόλοιπες επαναληπτικές σχέσεις:

𝑭𝟐 𝒕𝟐, 𝝉 = 𝒎𝒂𝒙൞
𝒑𝟐

𝒕𝟐𝑭𝟐 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟐 + (𝟏 − 𝒑𝟐
𝒕𝟐)𝒇 𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝟐

𝒇 𝟎, 𝒕𝟐, 𝝉 + 𝒚𝟏
𝒇 𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟏𝟐

𝑭𝟑 𝝉 = 𝒇 𝟎, 𝟎, 𝝉 + 𝒚𝟏𝟐

Οριακές συνθήκες (για όλες τις τιμές των 𝒕𝟏, 𝒕𝟐):

𝒇 𝒕𝟏, 𝒕𝟐, 𝜯 + 𝟏 = 𝑭𝟏 𝒕𝟏, 𝜯 + 𝟏 = 𝑭𝟐 𝒕𝟐, 𝜯 + 𝟏 = 𝑭𝟑 𝜯 + 𝟏 = 𝟎

συντήρηση του Β

αντικατ. του Α

αντικατ. των Α, Β

𝐅𝟐 𝒕𝟐, 𝝉 ={o μέγιστος αριθμός χρονικών περιόδων από την αρχή του χρόνου 𝝉
μέχρι και το τέλος 𝜯, που το εργαλείο λειτουργεί, δεδομένου ότι το εργαλείο αρχίζει 
στην αρχή του χρόνου 𝝉 με το εξάρτημα Β ηλικίας 𝒕𝟐 και το εξάρτημα Α βρέθηκε 
χαλασμένο

αντικατάσταση των Α, Β
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