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Στοχαστικά προβλήματα αντικατάστασης εργαλείων

Το πρόβλημα της αντικατάστασης εργαλείων μετατρέπεται σε 
στοχαστικό αν υποθέσουμε ότι ισχύει κάποιο ή όλα τα παρακάτω:

▪ Ο χρόνος χρήσης του εργαλείου, 𝜯, είναι μια τυχαία μεταβλητή.

▪ Το κόστος χρήσης σε κάθε χρονική περίοδο είναι επίσης μια τυχαία 
μεταβλητή.

▪ Υπάρχει το ενδεχόμενο της καταστροφής του εργαλείου και κατά 
συνέπεια της απρόβλεπτης αντικατάστασης του.

Το πρόβλημα

Αν και ποια χρονική στιγμή πρέπει να αντικατασταθεί το εργαλείο 
έτσι ώστε το ολικό κόστος να είναι ελάχιστο.
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Δεδομένα

Έστω ότι έχουμε ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕. 

Χρειαζόμαστε το εργαλείο αυτό για τα επόμενα 𝜯 χρόνια (ή τις επόμενες 
𝛵 χρονικές περιόδους). 

Το πρόβλημα που εξετάζουμε είναι πόσες φορές πρέπει να 
αντικαταστήσουμε το εργαλείο και πότε στην χρονική περίοδο των 𝜯
χρονικών στιγμών, έτσι ώστε το ολικό κόστος να είναι ελάχιστο.

Άρα στην αρχή κάθε χρονιάς πρέπει να γνωρίζουμε τις δυνατές επιλογές 
μας.

. . . . χρόνος 𝚻

𝜯 − 𝟏 𝜯𝟏 𝝉 − 𝟏 𝝉

…. χρόνος 𝝉
χρόνος 𝟏
𝝉 = 𝟏

𝟎
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Δίνονται τα παρακάτω στοιχεία:

▪ 𝜶(𝒕): η τιμή ανταλλαγής που λαμβάνεται όταν ανταλλάσσουμε το  
εργαλείο μας, ηλικίας 𝒕 στην αρχή του χρόνου με ένα καινούριο 
την στιγμή που αρχίζει ο νέος χρόνος δεδομένου ότι το 
εργαλείο μας λειτουργεί

▪ 𝒑(𝒕, 𝒙): η πιθανότητα ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 στην αρχή του χρόνου,   
να έχει κόστος λειτουργίας κατά την διάρκεια του χρόνου ίσο 
με 𝒙 (όπου 𝒙 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … , 𝜲)

▪ 𝒒(𝒕): η πιθανότητα ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 στην αρχή του χρόνου,  
να σταματήσει να λειτουργεί στο τέλος του χρόνου

▪ 𝜜: η τιμή αγοράς νέου εργαλείου
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▪ 𝝅𝟏(𝒕): η τιμή πώλησης του εργαλείου στο τέλος του χρόνου 𝜯, όταν 
το εργαλείο είναι ηλικίας 𝒕 δεδομένου ότι αυτό λειτουργεί  

▪ 𝜸(𝒕): η τιμή επιδιόρθωσης ενός εργαλείου ηλικίας 𝒕

▪ 𝝅𝟐(𝒕): η τιμή πώλησης του εργαλείου στο τέλος του χρόνου 𝜯, όταν 
το εργαλείο είναι ηλικίας 𝒕 δεδομένου ότι αυτό δεν
λειτουργεί  

▪ 𝜷(𝒕): η τιμή ανταλλαγής ενός εργαλείου ηλικίας 𝒕 που δεν  
λειτουργεί στο τέλος του χρόνου



Ορίζουμε ως βέλτιστη συνάρτηση:

6

𝒇 𝒕, 𝝉 ={το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος του εργαλείου από την αρχή του  
χρόνου 𝝉 μέχρι το τέλος 𝜯, δεδομένου ότι στο χρόνο 𝝉 έχουμε ένα  
εργαλείο ηλικίας 𝒕 και λειτουργεί

Για να ορίσουμε την επαναληπτική σχέση, δηλ. για να προσδιορίσουμε την 
𝒇 𝒕, 𝝉 , πρέπει να εξετάσουμε τις δυνατές επιλογές που έχουμε στην αρχή 
κάθε χρονιάς και να εκτιμήσουμε το κόστος της κάθε μιας.

Στο τέλος κάθε χρόνου ή στην αρχή του επόμενου, πρέπει να ληφθεί η 
απόφαση αν θα αντικαταστήσουμε το εργαλείο μας ή αν θα το κρατήσουμε. 
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1) Απόφαση: αγορά νέου εργαλείου

• Στην αρχή του χρόνου 𝝉 διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 το οποίο 
λειτουργεί αλλά θέλω να το αντικαταστήσω με νέο. 

• Στο τέλος του χρόνου 𝝉 πρέπει να διαθέτω ένα εργαλείο που 
λειτουργεί. 

• Στο τέλος του χρόνου 𝝉 θα διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝟏, το οποίο 
μπορεί:

Αν χαλάσει το νέο εργαλείο ηλικίας 𝟏 έτους 
στο τέλος του χρόνου 𝝉, έχουμε δύο 
επιλογές:

να χαλάσει με πιθανότητα 𝒒 𝟎
(με βάση την ηλικία του εργαλείου 
στην αρχή του χρόνου)

να λειτουργεί κανονικά, με 
πιθανότητα 1 − 𝒒 𝟎

Αγορά νέου εργαλείου

Επιδιόρθωση του εργαλείου
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Το κόστος της απόφαση της αγοράς νέου εργαλείου είναι:  

𝚨 − 𝛂 𝒕 +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
} + 𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇(𝟏, 𝝉 + 𝟏)

𝚨: Τιμή 
αγοράς 
νέου 
εργαλείου

Μέσο αναμενόμενο 
κόστος λειτουργίας
νέου εργαλείου

𝛂 𝒕 : Τιμή 
ανταλλαγής 
εργαλείου 
ηλικίας 𝒕 το 
οποίο 
δουλεύει

𝒒 𝟎 : Η πιθανότητα 
το νέο εργαλείο να 
χαλάσει στο τέλος 
του χρόνου 𝝉, όταν 
θα είναι ηλικίας 1 
έτους

Αγορά νέου εργαλείου 
στο τέλος του χρόνου 𝝉
διότι χάλασε το νέο 
εργαλείο ηλικίας 1 έτους 
που αγοράσαμε στην 
αρχή του χρόνου 𝝉

Επιδιόρθωση του 
νέου εργαλείου 
ηλικίας 1 έτους στο 
τέλος του χρόνου 𝝉

𝜷 𝟏 : Τιμή 
ανταλλαγής 
εργαλείου ηλικίας 
𝟏 το οποίο δεν 
δουλεύει

𝟏 − 𝒒 𝟎 : Η πιθανότητα το 
νέο εργαλείο να μην χαλάσει 
στο τέλος του χρόνου 𝝉, όταν 
θα είναι ηλικίας 1 έτους
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2) Απόφαση: κρατάμε το εργαλείο ηλικίας 𝒕

• Στην αρχή του χρόνου 𝝉 διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 το οποίο 
λειτουργεί και θέλω να το κρατήσω για άλλη μια χρονική περίοδο. 

• Στο τέλος του χρόνου 𝝉 πρέπει να διαθέτω ένα εργαλείο που να 
λειτουργεί. 

• Στο τέλος του χρόνου 𝝉 θα διαθέτω ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 + 𝟏, το 
οποίο μπορεί:

Αν χαλάσει, στο τέλος του χρόνου 𝝉, το 
εργαλείο ηλικίας 𝒕 + 𝟏, έχουμε δύο 
επιλογές:

να χαλάσει με πιθανότητα 𝒒 𝒕 (με 
βάση την ηλικία του εργαλείου 
στην αρχή του χρόνου)

να λειτουργεί κανονικά, με 
πιθανότητα 1 − 𝒒 𝒕

Αγορά νέου εργαλείου

Επιδιόρθωση του εργαλείου
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Το κόστος της απόφασης να κρατήσουμε το εργαλείο ηλικίας t είναι:  



𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏
} + 𝟏 − 𝒒 𝒕 𝒇(𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏)

Μέσο αναμενόμενο 
κόστος λειτουργίας
του εργαλείου 
ηλικίας 𝒕

𝒒 𝒕 : Η πιθανότητα 
το εργαλείο να 
χαλάσει στο τέλος 
του χρόνου 𝝉, όταν 
θα είναι ηλικίας 𝒕 + 𝟏

Αγορά νέου εργαλείου 
στο τέλος του χρόνου 𝝉
διότι χάλασε το εργαλείο 
ηλικίας 𝒕 + 𝟏 στο τέλος 
του χρόνου τ

Επιδιόρθωση του 
εργαλείου ηλικίας 
𝒕 + 𝟏 έτους στο 
τέλος του χρόνου 𝝉

𝜷 𝒕 + 𝟏 : Τιμή 
ανταλλαγής 
εργαλείου ηλικίας 
𝒕 + 𝟏 το οποίο δεν 
δουλεύει

𝟏 − 𝒒 𝒕 : Η πιθανότητα το 
εργαλείο να μην χαλάσει στο 
τέλος του χρόνου 𝝉, όταν θα 
είναι ηλικίας 𝒕 + 𝟏
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Mε βάση την αρχή της βελτιστοποίησης, προκύπτει η επαναληπτική 
σχέση:

. . . .
χρόνος 𝚻

----- 𝝉 -----→

𝜯 − 𝟏 𝜯𝝉 − 𝟏 𝝉 𝝉 + 𝟏

χρόνος 𝝉
----- 𝝉 -----→

χρόνος 𝝉 + 𝟏
----- 𝝉 -----→

𝒇 𝒕, 𝝉 = 𝒎𝒊𝒏{𝚨 − 𝛂 𝒕 +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
} +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇(𝟏, 𝝉 + 𝟏), 



𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝒕 𝒇(𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏)}

Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο 
ηλικίας t
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Για 𝒕 = 𝟎, υπάρχει μια μόνο επιλογή αφού έχω καινούριο εργαλείο στην 
αρχή του χρόνου 𝝉, κρατάω το εργαλείο ηλικίας 𝒕 = 𝟎 για την επόμενη 
χρονική περίοδο. 

. . . .
χρόνος 𝚻

----- 𝝉 -----→

𝜯 − 𝟏 𝜯𝝉 − 𝟏 𝝉 𝝉 + 𝟏

χρόνος 𝝉
----- 𝝉 -----→

χρόνος 𝝉 + 𝟏
----- 𝝉 -----→

𝒇 𝟎, 𝝉 = 

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜸 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
} +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒇(𝟏, 𝝉 + 𝟏)}

Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο 
ηλικίας t=0

Η επαναληπτική σχέση στην περίπτωση αυτή είναι:
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Οριακές συνθήκες 
Οι οριακές συνθήκες ορίζονται για την τελευταία χρονική περίοδο όπου 
στο τέλος της χρονιάς αυτής δεν μας ενδιαφέρει να έχουμε άλλο το 
εργαλείο (ή αν λειτουργεί το εργαλείο μας), δηλ. ορίζονται για τον 
τελευταίο χρόνο 𝜯.

. . . .
χρόνος 𝚻

----- 𝝉 -----→

𝜯 − 𝟏 𝜯𝝉 − 𝟏 𝝉 𝝉 + 𝟏

χρόνος 𝝉
----- 𝝉 -----→

χρόνος 𝝉 + 𝟏
----- 𝝉 -----→
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𝒇 𝒕, 𝜯 = 𝒎𝒊𝒏{𝚨 − 𝛂 𝒕 + σ𝒙=𝟎
𝑿 𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 −𝝅𝟐 𝟏 + 𝟏 − 𝒒 𝟎 −𝝅𝟏 𝟏 ,

σ𝒙=𝟎
𝑿 𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 −𝝅𝟐 𝒕 + 𝟏 + 𝟏 − 𝒒 𝒕 −𝝅𝟏 𝒕 + 𝟏 }

Οριακές συνθήκες για την τελευταία χρονική περίοδο 𝜯:

𝒒 𝟎 : Η πιθανότητα το εργαλείο να 
χαλάσει στο τέλος του χρόνου 𝜯, όταν 
θα είναι ηλικίας 1

𝝅𝟐(𝒕 + 𝟏): η τιμή πώλησης του 
εργαλείου στο τέλος του χρόνου 
𝜯, ηλικίας 𝒕 + 𝟏 και δεδομένου 
ότι αυτό δεν λειτουργεί  

𝝅𝟐(𝟏): η τιμή πώλησης 
του εργαλείου στο τέλος 
του χρόνου 𝜯, ηλικίας 1 
και δεδομένου ότι αυτό 
δεν λειτουργεί  

𝝅𝟏(𝟏): η τιμή πώλησης 
του εργαλείου στο τέλος 
του χρόνου 𝜯, ηλικίας 1 
και δεδομένου ότι αυτό 
λειτουργεί  

Απόφαση: αγορά νέου 
εργαλείου

Απόφαση: κρατάμε το 
εργαλείο ηλικίας t

𝝅𝟏(𝒕 + 𝟏): η τιμή πώλησης 
του εργαλείου στο τέλος του 
χρόνου 𝜯, ηλικίας 𝒕 + 𝟏 και
δεδομένου ότι αυτό 
λειτουργεί  
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Άσκηση

Σε στοχαστικό πρόβλημα αντικατάστασης εργαλείων δίνονται οι συναρτήσεις: 
α(𝑡): η τιμή ανταλλαγής, στην αρχή του χρόνου, εργαλείου που λειτουργεί, 
ηλικίας 𝑡, με ένα καινούριο, 𝛽(𝑡): η τιμή ανταλλαγής χαλασμένου εργαλείου 
ηλικίας 𝑡, με ένα καινούριο, στο τέλος του χρόνου, 𝜀(𝑡): η τιμή επιδιόρθωσης, 
στο τέλος του χρόνου, χαλασμένου εργαλείου ηλικίας 𝑡, 𝜎(𝑡): η τιμή γενικής 
συντήρησης, στο τέλος του χρόνου, εργαλείου ηλικίας 𝑡, που λειτουργεί, οπότε 
το εργαλείο θεωρείτε έπειτα νέο (ηλικίας 0), 𝛢: η τιμή αγοράς νέου εργαλείου, 
𝑝(𝑡, 𝑥): η πιθανότητα εργαλείο ηλικίας 𝑡 στην αρχή του χρόνου, να έχει κόστος 
λειτουργίας κατά την διάρκεια του χρόνου ίσο με 𝑥 (𝑥 = 0,1, … , 𝛸), 𝑞(𝑡): η 
πιθανότητα εργαλείο ηλικίας 𝑡 στην αρχή του χρόνου, να είναι χαλασμένο στο 
τέλος του χρόνου. Χρειαζόμαστε το εργαλείο για 𝛵 χρόνια και δεν διαθέτουμε 
δικό μας εργαλείο εξαρχής. Ορίστε την βέλτιστη συνάρτηση, επαναληπτική 
σχέση και οριακές συνθήκες.
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Θα χρησιμοποιήσουμε την προς τα πίσω μέθοδο του ΔΠ.

𝒇 𝒕, 𝝉 ={το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος λειτουργίας του εργαλείου από 
την αρχή του χρόνου 𝝉 μέχρι το τέλος 𝜯, δεδομένου ότι στην αρχή 
του χρόνο 𝝉 έχουμε ένα εργαλείο ηλικίας 𝒕 και λειτουργεί

Ορίζουμε την βέλτιστη συνάρτηση: 

Στην αρχή ενός χρόνου τ, έχουμε τις επιλογές: 

1) Απόφαση: Αγορά νέου εργαλείου

2) Απόφαση: Κρατάμε το εργαλείου ηλικίας t
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1) Απόφαση: Αγορά νέου εργαλείου

1) Αγορά νέου εργαλείου

2) Επιδιόρθωση

▪ Αν στο τέλος ενός χρόνου το εργαλείο χαλάσει, τότε έχουμε τις επιλογές:

▪ Αν στο τέλος ενός χρόνου το εργαλείο δουλεύει, τότε έχουμε τις επιλογές:

1) Συντήρηση του εργαλείου

2) Κρατάμε το εργαλείο ως έχει

Στο τέλος του χρόνου, το εργαλείο μπορεί να δουλεύει ή να μην δουλεύει.
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2) Απόφαση: Κρατάμε το εργαλείο ηλικίας t

1) Αγορά νέου εργαλείου

2) Επιδιόρθωση

▪ Αν στο τέλος ενός χρόνου το εργαλείο χαλάσει, τότε έχουμε τις επιλογές:

▪ Αν στο τέλος ενός χρόνου το εργαλείο δουλεύει, τότε έχουμε τις επιλογές:

1) Συντήρηση του εργαλείου

2) Κρατάμε το εργαλείο ως έχει

Στο τέλος του χρόνου, το εργαλείο μπορεί να δουλεύει ή να μην δουλεύει.
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❑ Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω και με βάση την αρχή της
βελτιστοποίησης, προκύπτει η επαναληπτική σχέση για 𝒕 > 𝟎:

𝒇 𝒕, 𝝉 = 𝒎𝒊𝒏{𝚨 − 𝛂 𝒕 +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
} +

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝝈 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
}, 



𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 + 𝒒 𝒕 𝒎𝒊𝒏
𝑨− 𝜷 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜺 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝒕 𝒎𝒊𝒏{
𝝈 𝒕 + 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝒇 𝒕 + 𝟏, 𝝉 + 𝟏
}}

Απόφαση:
αγορά νέου 
εργαλείου

Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο 
ηλικίας t

συντήρηση

κρατάμε το εργαλείο ως έχει

συντήρηση

κρατάμε το εργαλείο ως έχει

Αγορά νέου εργαλείου

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση

επιδιόρθωση
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❑ Για 𝒕 = 𝟎 (διαθέτω δικό μου καινούριο εργαλείο (ηλικίας 0 χρόνων)):

𝒇 𝟎, 𝝉 = 

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝝈 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
}}

Απόφαση:
κρατάμε το
εργαλείο ηλικίας 
t=0συντήρηση

κρατάμε το εργαλείο ως έχει

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση
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❑ Για την πρώτη χρονιά (𝝉 = 𝟏), όπου δεν διαθέτουμε δικό μας εργαλείο:

𝒇 −, 𝟏 = 𝚨 +

𝒙=𝟎

𝑿

𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 + 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏
𝑨 − 𝜷 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝜺 𝟏 + 𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
+

𝟏 − 𝒒 𝟎 𝒎𝒊𝒏{
𝝈 𝟏 + 𝒇 𝟎, 𝝉 + 𝟏

𝒇 𝟏, 𝝉 + 𝟏
}}

Απόφαση: αγορά 
νέου εργαλείου 

συντήρηση

κρατάμε το εργαλείο ως έχει

Αγορά νέου εργαλείου

επιδιόρθωση
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𝒇 𝒕, 𝜯 = 𝒎𝒊𝒏{𝚨 − 𝛂 𝒕 + σ𝒙=𝟎
𝑿 𝒙 𝒑 𝟎, 𝒙 , σ𝒙=𝟎

𝑿 𝒙 𝒑 𝒕, 𝒙 }

❑ Οριακές συνθήκες για την τελευταία χρονική περίοδο 𝜯 (δεν μας 
ενδιαφέρει αν το εργαλείο χαλάσει ή λειτουργεί στο τέλος του χρόνου 
𝜯, δεν δίνονται από την εκφώνηση τιμές πώλησης ενός εργαλείου 
χωρίς ανταλλαγή με νέο εργαλείο):

Απόφαση: αγορά νέου 
εργαλείου

Απόφαση: κρατάμε το 
εργαλείο ηλικίας t
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