
Η ανάπτυξη των µαθηµατικών εννοιών, 
από τη σκοπιά των Εννοιολογικών Αλλαγών 

 
                                                                                   Ν. Καστάνη 
 
Εισαγωγή 
 
Τα τελευταία 30 µε 40 χρόνια αναπτύσσεται, δυναµικά, µια νέα θεώρηση 
της Φιλοσοφίας της Επιστήµης και της Ψυχολογίας. Πρόκειται για τη 
γνωστική (ή γνωσιακή) προσέγγιση, ανάλυση και κατανόηση της 
επιστηµονικής σκέψης, η οποία έχει ως κεντρικό της άξονα την υποδοµή 
και την ανάπτυξη της επιστηµονικής γνώσης. Γενικότερα η Γνωστική 
Ψυχολογία και η Γνωστική Επιστηµολογία φωτίζουν, εξετάζουν και 
αναδεικνύουν τις διαδικασίες της νοητικής ανάπτυξης και τις µεταβολές 
των δοµών σκέψης. ∆ύο από τους σύγχρονους στυλοβάτες αυτού 
ρεύµατος ήταν ο Jean Piaget (1896-1980) και ο Thomas Kuhn (1922-
1996). Και οι δύο ήταν επηρεασµένοι από την Γαλλική Επιστηµολογία, η 
οποία δεν συµβάδιζε µε την επιστηµολογία του Λογικού Θετικισµού και 
µε την ψυχολογία του Συµπεριφορισµού (ή Μπιχεβιορισµού), που 
κυριαρχούσαν µετά το Β΄ Παγκόσµιο Πόλεµο στη ∆ύση. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
    
 
 
 
 
 

Jean Piaget 1896-1980) 
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ανάδειξη και η καθιέρωση των δύο αυτών 
ανανεωτών του επιστηµονικού γίγνεσθαι έγινε στο πλαίσιο του 
στρουκτουραλιστικού (ή δοµικοκρατικού) ρεύµατος µεταρρύθµισης της 
επιστηµονικής παιδείας στη ∆ύση, τη δεκαετία του 1960. Μια 
µεταρρύθµιση που προκλήθηκε από το Sputnik Shock, σύµφωνα µε τον 
τότε πρόεδρο της Αµερικανικής Μαθηµατικής Εταιρείας (Morris Kline), 
αλλά και από τις τότε τάσεις ανάπτυξης των Ηλεκτρονικών Υπολογιστών 
και της Τεχνητής Νοηµοσύνης. 
 
Μ’ αυτές τις ρίζες, άρχισε η αµφισβήτηση κι απόρριψη των 
καθιερωµένων, τότε, επιστηµολογικών και ψυχολογικών προτύπων στη 
∆ύση, όπως του πλατωνισµού, του φορµαλισµού (ή τυποκρατίας) και 
του µπιχεβιορισµού. 
 
Τόσο ο Piaget, όσο και ο Kuhn, υποστήριζαν τις ριζικές αλλαγές στην 
ανάπτυξη των επιστηµονικών γνώσεων, σ’ αντίθεση µε τις κυρίαρχες 
επιστηµολογικές και ψυχολογικές σχολές, εκείνης της περιόδου, που 
στηρίζονταν σε µια συσσωρευτική αντίληψη της επιστηµονικής εξέλιξης. 
Πολύ χαρακτηριστικά ο Kuhn έθεσε και πρόβαλε τις επιστηµονικές 
επαναστάσεις ως κεντρικό στοιχείο της νέας επιστηµολογίας του. Ένα 
αρκετά πιστικό παράδειγµα, που χρησιµοποίησε, ήταν το εξής: η 
Αστρονοµική Θεωρία του Νεύτωνα ανέτρεψε τη Θεωρία του Πτολεµαίου 
και η Θεωρία Σχετικότητας του Einstein ανέτρεψε τη Θεωρία του 
Νεύτωνα. Η ιδέα αυτή, συνυφασµένη στη δοµική αντίληψη της 
ανθρώπινης νόησης και της επιστηµονικής ανέλιξης, προκάλεσε, µε 

Thomas Kuhn (1922-1996) 
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καταλύτη τη δυναµική των Ηλεκτρονικών Υπολογιστών και της Τεχνητής 
Νοηµοσύνης, την έκρηξη της Γνωστικής Επανάστασης, που 
εκδηλώθηκε στις αρχές της δεκαετίας του 1970. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στην κατεύθυνση αυτή ο προβληµατισµός και οι αναλύσεις για τη φύση 
της επιστηµονικής σκέψης µετατοπίστηκε από το πρότυπο της 
διαχείρισης πληροφοριών στο εννοιολογικό της υπόβαθρο. Έτσι 
πρόβαλε ένα ενδιαφέρον για τις εννοιολογικές αλλαγές, δηλ. για τη 
µετατροπή των επιστηµονικών εννοιών στην πορεία της µόρφωσης και 
στην ιστορική εξέλιξη. Το 1972, ο Stephen Toulmin εισήγαγε την ιδέα των 
εννοιολογικών αλλαγών στο βιβλίο του : Human Understanding, που 
παρακίνησε κάποιους φιλόσοφους της εκπαίδευσης στις Η.Π.Α., οι 
οποίοι ήταν επηρεασµένοι από το ανανεωτικό ρεύµα του Piaget και του 
Kuhn. 
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Για την επιστηµολογία των Μαθηµατικών αποφασιστικό ρόλο έπαιξε, 
στη δεκαετία του 1970, η διάδοση και η επίδραση των ιδεών του Imre 
Lakatos (1922-1974), που υποστήριξε κι αυτός, από µια άλλη οπτική 
γωνία, ττηηνν  ττρροοπποοπποοίίηησσηη  κκααιι  ααλλλλααγγήή  ττωωνν  µµααθθηηµµααττιικκώώνν  εεννννοοιιώώνν στην  
πορεία ανάπτυξης της µαθηµατικής σκέψης.  
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Η προώθηση των Εννοιολογικών Αλλαγών στα Μαθηµατικά 
 
Το 1980 ολοκληρώθηκε στο πανεπιστήµιο Cornell των Η.Π.Α. η 
διδακτορική διατριβή της Jere Confrey, µε θέµα : Conceptual Change, 
Number Concepts and the Introduction to Calculus. Η διατριβή αυτή 
αποτελεί την αφετηρία της νέας προσέγγισης των Μαθηµατικών από τη 
σκοπιά των εννοιολογικών αλλαγών. Λόγω αυτής της γενετικής 
σηµασίας της αξίζει να επισηµανθεί η βασική της θέση. Στην 
παράγραφο λοιπόν που γίνεται για πρώτη φορά η συσχέτιση των 
εννοιολογικών αλλαγών µε τα Μαθηµατικά τονίζονται τα εξής: 

“Σύµφωνα µε τη δεσπόζουσα άποψη για τα Μαθηµατικά, 
αυτά είναι αδιαφιλονίκητα, απόλυτα, καθολικής αποδοχής και 
αιώνια. Οπότε, κατά την άποψη αυτή, η ιστορία των 
Μαθηµατικών είναι µια συσσώρευση από αλήθειες που η 
εγκυρότητά τους είναι ανεξάρτητη από κάθε ιδιαίτερη θεωρία. 
κατά συνέπεια τα Μαθηµατικά αναπτύσσονται γραµµικά 
(µονοδιάστατα), υποχρεωτικά (ακούσια) και µ’ ένα 
µονόδροµος τρόπο. Η µαθηµατική αλήθεια απεικονίζεται ως 
αναµφισβήτητη, προκαθορισµένη (a priori) και ανεξάρτητη 
από την εµπειρία. Σ’ αντιπαράθεση, η προσέγγιση των 
εννοιολογικών αλλαγών αναγκάζει κάποιο να δει τα 
Μαθηµατικά εξελικτικά, επηρεασµένα από ανταγωνιζόµενες 
θεωρίες και όχι αναγκαστικά προσεγγίζοντας µια απόλυτη 
Αλήθεια. Για τον περισσότερο κόσµο, αυτή η αλλαγή απαιτεί 
να αντιµετωπιστούν τα Μαθηµατικά µ’ ένα ριζικά διαφορετικό 
τρόπο απ’ ότι ο καθιερωµένος τρόπος.”1  
 

                                                 
1 Βλ. Confrey, J.: Conceptual Change, Number Concepts and the Introduction to 
Calculus, Ph.D., Univ. Cornell, 1980, σελ. 42. 
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Τη δεκαετία του 1980 άρχισε να διαδίδεται η ιδέα των εννοιολογικών 
αλλαγών στη ∆ιδακτική και την Ιστορία των Μαθηµατικών. Κάποια πολύ 
χαρακτηριστικά παραδείγµατα είναι οι εξής δηµοσιεύσεις: 
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Την περίοδο αυτή, η ιδέα των εννοιολογικών αλλαγών στα Μαθηµατικά 
είχε µια δυσκολία, ένα εµπόδιο, για να γίνει ευρύτερα αποδεκτή. Πρόκειται 
για τις έντονες αντιστάσεις και αντιρρήσεις στο ζήτηµα των 
µαθηµατικών επαναστάσεων. Κι αυτό γιατί, σ’ αντίθεση µε τις άλλες 
θετικές επιστήµες, δεν υπάρχουν θεωρίες που ανέτρεψαν άλλες θεωρίες. 
Το θέµα, όπως φαίνεται, διευθετήθηκε το 1992, µε τη δηµοσίευση και 
διάδοση του βιβλίου: Revolutions in Mathematics, όπου υποστηρίζεται 
από σηµαντικούς ιστορικούς-επιστηµολόγους των Μαθηµατικών ότι οι 
µαθηµατικές επαναστάσεις προκαλούνται στο µεταγνωστικό επίπεδο, 
δηλ. στο γνωστικό (εννοιολογικό, µεθοδολογικό και λογικό) 
παρασκήνιο. 
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Με το βιβλίο αυτό νοµιµοποιήθηκε η ιδέα των µαθηµατικών 
επαναστάσεων κι έτσι οµαλοποιήθηκε η σχέση των Μαθηµατικών µε τη 
νέα επιστηµολογία. Κατά συνέπεια άνοιξε και ο δρόµος για την ευρύτερη 
ανάπτυξη των εννοιολογικών αλλαγών στα Μαθηµατικά. Το γεγονός 
αυτό σε συνδυασµό µε την ισχυροποίηση του ρεύµατος του 
κονστρουκτιβισµού (“κατασκευστικισµού”) στη γνωστική 
επιστηµολογία, στα τέλη της δεκαετίας του 1980, προκάλεσε ισχυρή 
ώθηση στον απεγκλωβισµό της φιλοσοφίας της επιστήµης (και των 
Μαθηµατικών ειδικότερα) από την κυριαρχία του πλατωνισµού και του 
φορµαλισµού (τυποκρατίας). Σύµφωνα µε τις επιστηµολογικές αρχές 
του κονστρουκτιβισµού η γνώση δεν προσλαµβάνεται παθητικά, αλλά 
κατασκευάζεται ενεργητικά από το άτοµο σε µια συνεχή και 
προσαρµοστική σχέση µε το περιβάλλον του. Η κονστρουκτιβιστική 
επιστηµολογία αρνείται την προκαθορισµένη, την αυθύπαρκτη, γνώση 
και αναγνωρίζει τη διαλεκτική σχέση  µεταξύ εµπειρίας και γνώσης. 
Φυσιολογικά, λοιπόν, ενισχύθηκαν οι τάσεις και τα ενδιαφέροντα για τη 
βαθύτερη κατανόηση των γνωστικών δοµών σκέψης και των 
εννοιολογικών ανελίξεων και υπερβάσεων της.  
 
Έτσι από τα µέσα της δεκαετίας του 1990 διαµορφώθηκαν οι 
προϋποθέσεις για την προώθηση και εκβάθυνση των µελετών και των 
ερευνών στις εννοιολογικές αλλαγές στα Μαθηµατικά. 
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∆ύο παραδείγµατα εννοιολογικών αλλαγών στα Μαθηµατικά 
 
Το πρώτο παράδειγµα είναι για την έννοια του αριθµού, που “πέρασε 
από πολλά κύµατα”, κατά την ιστορική εξέλιξή της. 
 
Στον Αρχαίο Ελληνικό Πολιτισµό ο αριθµός αντιµετωπίζονταν ως 
συλλογή µονάδων. Αργότερα, από την Αναγέννηση και µετά, 
θεωρούσαν τον αριθµό ως αποτέλεσµα µιας µέτρησης. Με τη Γαλλική 
Επανάσταση το θέµα του αριθµού περιπλέχθηκε. Συγκεκριµένα, η 
δηµιουργία της ∆ηµόσιας Εκπαίδευσης και η εξύψωση της µαθηµατικής 
µόρφωσης  ως πρώτιστης σηµασίας επέφεραν µια µεγάλη ανανέωση 
του περιεχοµένου των µαθηµατικών σπουδών, µε έµφαση στα 
“Αναλυτικά” Μαθηµατικά (π.χ. Αναλυτική Θεωρία Συναρτήσεων, 
Αναλυτική Γεωµετρία, Αναλυτική Μηχανική). Έτσι οι αρνητικοί αριθµοί 
άρχισαν να παίζουν αποφασιστικό ρόλο στη συστηµατοποίηση του 
αλγεβρικού υπόβαθρου της νέας µαθηµατικής παιδείας. Κατά συνέπεια 
το επιστηµολογικό εµπόδιο της έννοιας του αριθµού, ως αποτέλεσµα 
της µέτρησης, έπρεπε να ξεπεραστεί, γιατί καµία µέτρηση δεν µπορεί να 
δώσει αρνητικό αριθµό. Και είναι αλήθεια ότι την περίοδο εκείνη υπήρχαν 
ισχυρότατες επιστηµολογικές αντιπαραθέσεις για την αποδοχή ή όχι των 
αρνητικών αριθµών. Αυτοί που ήταν συνεπείς µε την έννοια του αριθµού 
ως αποτέλεσµα της µέτρησης απέρριπταν τους αρνητικούς αριθµούς 
ως ασυµβίβαστα στοιχεία (και είχαν δίκαιο), από την άλλη µεριά αρκετοί 
πρωτοπόροι µαθηµατικοί, όπως π.χ. ο Euler, χρησιµοποιούσαν τους 
αρνητικούς αριθµούς πετυχαίνοντας µια συνεκτική βάση που 
λειτουργούσε πολύ ικανοποιητικά στην επίλυση µαθηµατικών 
προβληµάτων, όπως π.χ. στις λύσεις των διαφορικών εξισώσεων ή 
στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων. 
 
Το πρώτο βήµα για τη συγκεκριµένη υπέρβαση έγινε τη δεκαετία του 1820 
µε τη µετατόπιση της κατανόησης του αριθµού από την οντότητά του 
στις πράξεις του. ∆ηλαδή, αντί να περιορίζονται οι αριθµοί από την 
εµπειρική τους καταγωγή, δόθηκε έµφαση στη σηµασία και τα 
χαρακτηριστικά των πράξεών τους, όπως και στις δυνατότητες 
επέκτασης τους, χωρίς, όµως, να αλλοιώνονται οι ιδιότητές τους (π.χ. η 
επιµεριστική ή προσεταιριστική ιδιότητα). Αυτή η συµπεριφορά µπορεί να 
παραλληλιστεί π.χ. µε την υποβάθµιση της σηµασίας του υλικού 
κατασκευής µιας µηχανής (λόγου χάρη του αργαλειού), ενώ 
ταυτόχρονα αναδεικνύεται ο ρόλος και ο χαρακτήρας των λειτουργιών 
της, ιδιαίτερα δε της δυνατότητας διεύρυνσης ή επέκτασής τους.  
 
Καλό είναι να συνειδητοποιηθεί ότι αυτή η στροφή από την οντολογική 
αντίληψη του αριθµού στην πραξιακή του κατανόηση έγινε µε 
υπόβαθρο το αρχικό δοµικό και λειτουργικό πλαίσιο της Αριθµητικής και 
µε την απαίτηση να επεκταθεί χωρίς να χαθούν τα λειτουργικά της 
πλεονεκτήµατα. 
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Αυτή η “απο-οντολογικοποίηση” της έννοιας του αριθµού τον έσπρωξε 
προς µια δοµική θεώρηση του, που εξελίχτηκε τον 19ο αιώνα και στις 
αρχές του 20ου αιώνα. Έτσι σήµερα, αν κα ι αποφεύγεται ο ορισµός του 
αριθµού, ωστόσο καλλιεργείται η αντίληψη των συστηµάτων αριθµών 
(π.χ. ακεραίων, ρητών, πραγµατικών), µ’ αποτέλεσµα στο ερώτηµα: τι 
είναι αριθµός; η απάντηση µοιάζει µε σοφιστεία του τύπου: αριθµός 
είναι ένα στοιχείο ενός συστήµατος αριθµών. Αυτό σηµαίνει ότι 
ορίζονται τα συστήµατα αριθµών µε βάση τις εσωτερικές ιδιότητές τους 
κι όχι µε τα αντικείµενά τους. Οπότε ο αριθµός µορφοποιείται από την 
εσωτερική ταυτότητα του συστήµατος που ανήκει. Η σκέψη αυτή µοιάζει 
µε το λαϊκό ρητό “πες µου τους φίλους σου, να σου πω ποιος είσαι”. 
 
Το δεύτερο παράδειγµά έχει να κάνει µε την έλλειψη. 
 
Έναυσµα για τον προβληµατισµό γύρω από την έννοια της έλλειψης 
µπορεί να αποτελέσει η επισήµανση µιας ανακολουθίας. Αυτή η 
ανακολουθία διαπιστώνεται στη σχολική και πανεπιστηµιακή εισαγωγή 
της συγκεκριµένης έννοιας, που συνήθως γίνεται ως µια κωνική τοµή και 
στη συνέχεια παρουσιάζεται το σχήµα της απ’ όπου προκύπτει η 
εξίσωσή της. Με λίγη προσοχή µπορεί να παρατηρηθεί ότι η έλλειψη ως 
κωνική τοµή είναι µόνο το περίγραµµά της και δεν περιλαµβάνει τις εστίες 
της. Οπότε, ο προκαθορισµός των εστιών στο περίγραµµα της 
έλλειψης, παρουσιαζόµενης ως κωνική τοµή, είναι αντίφαση. Αν, όµως, 
η έλλειψη οριστεί ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου 
που το άθροισµα των αποστάσεων τους από δύο δοσµένα σηµεία (τις 
εστίες) είναι δοσµένο, τότε δεν υπάρχει αντίφαση. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ηµιουργείται έτσι το ερώτηµα: πως εξελίχθηκε η έννοια της έλλειψης; 
 
Είναι γνωστό ότι ο Απολλώνιος όρισε και χειρίστηκε την έλλειψη ως 
κωνική τοµή. Και το σηµαντικότερο, βρήκε εκ των υστέρων τη θέση των 
εστιών της, στα τελευταία κεφάλαια του σχετικού έργου του. Στην 
ιστορική πορεία του θέµατος, αν και ήταν γνωστή η ιδιότητα των 
σηµείων της έλλειψης να έχουν σταθερό το άθροισµα των αποστάσεων 
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τους από τις εστίες της, ωστόσο τη µελετούσαν, κατά κανόνα, ως 
κωνική τοµή και µε τη βοήθεια των αξόνων και του κέντρου της. Αυτή η 
συµπεριφορά διατηρήθηκε µέχρι και τον Euler. Άλλαξε η κατάσταση, 
λίγο µετά τον Euler, πιθανότατα µε τη συµβολή του ιησουΐτη 
µαθηµατικού Ruggero Boscovich (1711-1787). Από τότε άρχισε να 
καθιερώνεται η µελέτη της έλλειψης µε προκαθορισµένες της εστίες της 
και µε βάση τη γνωστή εξίσωση της. Η αλλαγή αυτή δεν έγινε τυχαία, 
αλλά προέκυψε από την επικράτηση του αναλυτικού τρόπου σκέψης 
στη Γεωµετρία και η υποβάθµιση του συνθετικού τρόπου κατανόησης 
των κωνικών τοµών. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αυτή η ιστορική µετεξέλιξη αποτελεί µια εννοιολογική αλλαγή. Μια 
αλλαγή που, όπως φαίνεται δεν έχει συνειδητοποιηθεί και παρουσιάζεται 
το θέµα, µέχρι σήµερα, µε µια υποκείµενη εννοιολογική σύγχυση.    
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Η ∆ιαλεκτική Φιλοσοφία και οι εννοιολογικές αλλαγές 
 
∆ιαφαίνεται, από τις προηγούµενες επισηµάνσεις, ότι η γένεση και η 
ανάπτυξη της ιδέας των εννοιολογικών αλλαγών προωθήθηκε και 
καλλιεργείται µέσα στο νέο επιστηµολογικό ρεύµα που διαµορφώθηκε 
στη ∆ύση από τις αρχές της δεκαετίας του 1960. Πρόκειται για ένα 
προοδευτικό ρεύµα σκέψης, που περιθωριοποίησε ή εξασθένησε τις 
κυρίαρχες, συντηρητικές, αντιλήψεις για την επιστήµη και τα 
Μαθηµατικά, όπως αυτές του Λογικού Θετικισµού, του Πλατωνισµού και 
του Φορµαλισµού. 
 
Φυσιολογικά δηµιουργείται, τώρα, το εξής ερώτηµα: ποια η σχέση της 
∆ιαλεκτικής Φιλοσοφίας µε την ιδέα των εννοιολογικών αλλαγών;   
 
Είναι ευρύτατα γνωστό ότι η Μαρξιστική Φιλοσοφία έχει ως βασικούς 
άξονές της: 1ο την ιστορική κατανόηση των συµπεριφορών, των 
δραστηριοτήτων και των γνώσεων, και 2ο την επίγνωση της γένεσης 
ενός νέου τρόπου σκέψης µέσα από τη σύγκρουση των αντιτιθέµενων 
νοοτροπιών. Οπότε η συµβατότητα της ∆ιαλεκτικής Φιλοσοφίας µε τις 
επαναστατικές αλλαγές της επιστηµονικής σκέψης είναι αυτονόητη. Και 
κατά συνέπεια γιατί να µην είναι και µε τις εννοιολογικές αλλαγές; 
 
Χωρίς µεγάλη δυσκολία µπορούν να βρεθούν αρκετές επισηµάνσεις, 
στη σχετική βιβλιογραφία, του τύπου:  

“Η διαλεκτική λογική δε µελετάει τις έτοιµες έννοιες, αλλά τη 
λειτουργία, την εµφάνιση, την κίνηση, την ανάπτυξή τους.”2 

Κάποιες αξιοσηµείωτες µαρτυρίες αυτής της θέσης είναι οι εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
2 Βλ. Ροζενταλ, Μ.Μ.: Αρχές ∆ιαλεκτικής Λογικής, εκδ. “Γκαγκάριν”,1962, σελ. 159. 
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Όλα αυτά δείχνουν ότι το περιβάλλον της ∆ιαλεκτικής Φιλοσοφίας είναι 
πολύ οικείο µε τις ανελίξεις των εννοιών και των επιστηµονικών εννοιών 
ειδικότερα. Κι αυτό σηµαίνει ότι το συγκεκριµένο φιλοσοφικό πλαίσιο είχε 
προδιαγράψει την ιδέα των εννοιολογικών αλλαγών, πολλά χρόνια πριν 
την ανάδειξή τους στη νεώτερη επιστηµολογία της ∆ύσης. Θα είναι, 
µάλιστα, ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα µια µελέτη του επιπέδου προώθησης 
των εννοιολογικών αλλαγών στη Μαρξιστική Φιλοσοφία. 


