DOMIKH EUSTAJEIA KAI DIAKLADWSEIS

IwĹnnhc D. QatzhdhmhtrÐou Tmăma Fusikăc, Panepistămio JessalonÐkhc

1 BasikoÐ orismoÐ

JewroÔme to dunamikì sÔsthma to opoÐo perigrĹfetai apì to sÔsthma twn diaforikÿn exisÿsewn ẋ = f(x), f ∈ C^1(E), E ⊂ R^n. (1) Ja exetĹsoume pÿc metabĹlletai h topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn ìtan metabĹlletai to dianusmatikì pedÐo f. An paramènei to Ðdio, tìte to sÔsthma lègetai domikĹ eustajèc (structurally stable). An ìmwc den eÐnai domikĹ eustajèc, tìte èqoume, en gènei, diakladÿseic (bifurcations ), ìpwc ja doÔme sta epìmena.

Orismìc: ’Estw E èna anoiktì sÔnolo sto R^n. To dianusmatikì pedÐo f ∈ C^1(E) eÐnai domikĹ eustajèc an upĹrqei ϵ > 0, tètoio ÿste gia kĹje g ∈ C^1(E) me ‖ f − g ‖ < ϵ (2) ta dianusmatikĹ pedÐa f kai g na eÐnai topologikĹ isodÔnama sto E. Autì shmaÐnei ìti upĹrqei omoiomorfismìc pou diathreÐ ton prosanatolismì, H : E → E, o opoÐoc apeikonÐzei troqièc tou ẋ = f(x) se troqièc tou ẋ = g(x). An isqÔoun ta parapĹnw, to sÔsthma ẋ = f(x) eÐnai domikĹ eustajèc.

An to sÔsthma den eÐnai domikĹ eustajèc, tìte lème ìti eÐnai domikĹ astajèc, Ja parousiĹsoume dÔo paradeÐgmata, gia na gÐnoun katanohtèc oi ènnoiec autèc.

Sqăma 1: To portrèto fĹsewc tou sustămatoc g kajÿc h parĹmetroc μ metabĹlletai.

ParĹdeigma 1 JewroÔme ta dunamikĹ sustămata pou orÐzontai apì ta dianusmatikĹ pedÐa f(x) = ( −y x ) , g(x) = ( −y + μx x + μy ) . (3)

Gia μ ≪ 1 upĹrqei èna ε to opoÐo exartĹtai apì to μ, ÿste na plhroÔtai h sqèsh 2. To dianusmatikì pedÐo f(x) sumpÐptei me to dianusmatikì pedÐo g(x) gia μ = 0. Ta portrèta fĹsewc gia μ < 0, μ = 0 kai μ > 0 parousiĹzontai sto Sqăma 1, ìpwc eÐnai eÔkolo na brejeÐ. ParathroÔme ìti kajÿc to μ metabĹlletai, allĹzei h topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn. Sunepÿc, to dunamikì sÔsthma to opoÐo orÐzetai apì to dianusmatikì pedÐo f(x), ìpwc dÐdetai sth sqèsh 3, den eÐnai domikĹ eustajèc, eÐnai dhladă domikĹ astajèc. H timă μ = 0 tou dianusmatikoÔ pedÐou g(x) eÐnai h timă diakladÿsewc. ParĹdeigma 2 JewroÔme tÿra to dunamikì sÔsthma pou orÐzetai apì tic exisÿseic

ẋ = −y + x(x^2 + y^2 − 1)^2, ẏ = x + y(x^2 + y^2 − 1)^2. (4)

Ja apodeÐxoume ìti to sÔsthma autì eÐnai domikĹ astajèc. Gia to skopì autì jewroÔme to geitonikì sÔsthma

ẋ = −y + x[(x^2 + y^2 − 1)^2 − μ], ẏ = x + y[(x^2 + y^2 − 1)^2 − μ], (5)

Sqăma 2: To portrèto fĹsewc tou sustămatoc (6) kajÿc h parĹmetroc μ metabĹlletai.

ìpou to μ jewreÐtai mikrì. Se polikèc suntetagmènec to sÔsthma autì paÐrnei to morfă

ṙ = r[(r^2 − 1)^2 − μ], ϑ̇ = 1. (6)

To portrèto fĹsewc tou sustămatoc autoÔ, kajÿc to μ metabĹlletai, faÐnetai sto Sqăma 2. Gia μ = 0 èqoume to sÔsthma (4). ’Otan eÐnai μ < 0, ìlec oi troqièc sto qÿro twn fĹsewn eÐnai speÐrec oi opoÐec xekinoÔn apì thn arqă 0, h opoÐa eÐnai èna astajèc shmeÐo isorropÐac. ’Otan gÐnei μ = 0, emfanÐzetai ènac oriakìc kÔkloc me aktÐna r = 1, o opoÐoc eÐnai astajăc (ìlec oi exwterikèc troqièc apoklÐnoun). Kajÿc to μ auxĹnei kai paÐrnei jetikèc timèc, o oriakìc kÔkloc r = 1 diaspĹtai, sthn perioqă 0 < μ < 1, se dÔo oriakoÔc kÔklouc, me aktÐnec 1− √ μ kai 1+ √ μ, antÐstoiqa. O prÿtoc oriakìc kÔkloc eÐnai eustajăc kai o deÔteroc astajăc. ’Otan to μ teÐnei proc th timă μ = 1, o eswterikìc oriakìc kÔkloc teÐnei proc thn arqă 0 kai o exwterikìc proc ton r = √ 2, o opoÐoc eÐnai astajăc. Gia μ > 1, upĹrqei mìnon ènac oriakìc kÔkloc, me aktÐna 1 + √ μ, o opoÐoc eÐnai astajăc (apodeÐxte to!). Apì ìla ta parapĹnw eÐnai fanerì ìti to dunamikì sÔsthma (4) eÐnai domikĹ astajèc.

H domikă eustĹjeia exartĹtai apì thn tĹxh twn susthmĹtwn pou meletoÔme. ’Ena sÔsthma mporeÐ na eÐnai domikĹ astajèc wc proc tuqoÔsec metabolèc, allĹ domikĹ eustajèc wc proc mia eidikă kathgorÐa diataraqÿn. P.q. èna Qamiltwnianì sÔsthma mporeÐ na eÐnai domikĹ astajèc gia tuqoÔsa metabolă tou dianusmatikoÔ pedÐou, allĹ na paramènei eustajèc wc proc Qamiltwnianèc diataraqèc (dhladă to diataragmèno sÔsthma na eÐnai epÐshc Qamiltwnianì).

Sta epìmena ja meletăsoume th domikă eustĹjeia dunamikÿn susthmĹtwn sthn perioqă enìc shmeÐou isorropÐac, ă miac periodikăc troqiĹc. Ja dìsoume prohgoumènwc merikoÔc basikoÔc orismoÔc gia ta shmeÐa isorropÐac kai thn eustĹjeiĹ touc.

2 ShmeÐa isorropÐac, eustĹjeia kai diakladÿseic

JewroÔme to dunamikì sÔsthma

ẋ = f(x), : x ∈ R^n, (7)

kai èstw ìti to shmeÐo x_0 = 0 eÐnai shmeÐo isorropÐac, dhladă f(x_0) = 0. To grammikopoihmèno sÔsthma sthn perioqă tou shmeÐou isorropÐac x = x_0 eÐnai to ξ̇ = A ξ, A = D f(x_0) (8)

ìpou ξ = x − x_0 h metatìpish apì th jèsh isorropÐac kai A stajerìc n × n pÐnakac. To shmeÐo isorropÐac x = x_0 eÐnai grammikĹ eustajèc an ìlec oi idiotimèc tou pÐnaka A èqoun pragmatikì mèroc mh jetikì. Eidikìtera, Ĺn ìlec oi idiotimèc èqoun pragmatikì mèroc arnhtikì, to shmeÐo isorropÐac eÐnai asumptwtikĹ eustajèc. Se kĹje Ĺllh perÐptwsh, to shmeÐo isorropÐac eÐnai astajèc. ’Ena shmeÐo isorropÐac lègetai uperbolikì an den upĹrqei idiotimă tou pÐnaka A pou na èqei pragmatikì mèroc mhdèn.

Ac upojèsoume tÿra ìti to dunamikì sÔsthma (7) exartĹtai apì mia parĹmetro μ, ẋ = f(x, μ), x ∈ R^n, μ ∈ R, (9) kai èstw shmeÐo isorropÐac x_0 gia kĹpoia timă μ_0 thc paramètrou μ, dhladă f(x_0, μ_0) = 0. Ja exetĹsoume pÿc metabĹlletai to shmeÐo isorropÐac x_0 kajÿc metabĹlletai h parĹmetroc μ. Eidikìtera, ja meletăsoume an upĹrqei shmeÐo isorropÐac x_0 + Δx_0 gia mia geitonikă timă μ_0 + Δμ_0 thc paramètrou μ. H apĹnthsh dÐdetai apì to akìloujo jeÿrhma: Jeÿrhma suneqÐsewc An to sÔsthma (9) èqei th lÔsh isorropÐac (x_0, μ_0) kai o Iakwbianìc pÐnakac

D_x f(x_0, μ_0) (10)

Sqăma 3: KlĹdoi shmeÐwn isorropÐac kai shmeÐo diakladÿsewc

tou sustămatoc (9) den èqei mhdenikă idiotimă, tìte upĹrqei mia monadikă lÔsh isorropÐac gia mia timă μ_0 + Δμ_0 sthn geitonÐa tou shmeÐou isorropÐac μ_0. Autì shmaÐnei ìti to shmeÐo isorropÐac eÐnai mia omală sunĹrthsh tou μ. To grĹfhma autăc thc sunartăsewc paristĹnei ènan klĹdo shmeÐwn isorropÐac (ă mia oikogèneia shmeÐwn isorropÐac). An o Iakwbianìc pÐnakac (10) èqei mia mhdenikă idiotimă, to shmeÐo (x_0, μ_0) onomĹzetai shmeÐo diakladÿsewc. Apì to shmeÐo autì mporeÐ na dièrqontai perissìteroi tou enìc klĹdoi shmeÐwn isorropÐac (Sqăma 3), ìpwc ja doÔme sth sunèqeia. Sta shmeÐa isorropÐac emfanÐzetai sunăjwc allagă sthn topologÐa thc roăc sto qÿro twn fĹsewn.

Oi idiotimèc tou pÐnaka (10) kajorÐzoun th grammikă eustĹjeia tou shmeÐou isorropÐac x_0 kai to shmeÐo autì onomĹzetai mh uperbolikì an upĹrqei kĹpoia idiotimă me pragmatikì mèroc mhdèn. Parathrăsate tÿra ìti katĹ măkoc enìc klĹdou shmeÐwn isorropÐac h grammikă eustĹjeia metabĹlletai kai eÐnai dunatìn na dièljoume apì kĹpoio shmeÐo pou kĹpoia idiotimă tou pÐnaka (10) na eÐnai Ðsh proc mhdèn, ă to pragmatikì thc mèroc na eÐnai Ðso proc mhdèn. Sto epìmeno kefĹlaio ja deÐxoume ìti sto shmeÐo autì èqoume, en gènei, diaklĹdwsh miac nèac oikogèneiac shmeÐwn isorropÐac ă periodikÿn troqiÿn, antÐstoiqa. Sto epìmeno kefĹlaio ja meletăsoume tic diĹforec periptÿseic diakladÿsewn se mh uperbolikĹ shmeÐa isorropÐac.

3 Diakladÿseic se mh uperbolikĹ shmeÐa isorropÐac

Ja jewrăsoume èna dunamikì sÔsthma, to opoÐo exartĹtai apì mia parĹmetro μ kai ja meletăsoume tic diĹforec periptÿseic diakladÿsewn pou eÐnai dunatìn na parousiasjoÔn. Stic paragrĹfouc 3.1, 3.2 kai 3.3 meletoÔme thn perÐptwsh upĹrxewc miac pragmatikăc idiotimăc Ðshc proc mhdèn kai sthn parĹgrafo 3.4 thn perÐptwsh upĹrxewc zeÔgouc migadikÿn idiotimÿn me pragmatikì mèroc mhdèn.

3.1 DiaklĹdwsh sĹgmatoc-kìmbou

JewroÔme to dunamikì sÔsthma ẋ = f(x, μ), x ∈ R, (11) ìpou f(x, μ) = μ − x^2. (12)

Ta shmeÐa isorropÐac brÐskontai apì thn exÐswsh μ − x^2 = 0, kai èqoume tic periptÿseic

• μ < 0 : den upĹrqei shmeÐo isorropÐac,

• μ = 0 : èna shmeÐo isorropÐac x = 0, (diplă rÐza thc 12)

• μ > 0 : dÔo shmeÐa isorropÐac x = ± √ μ, (dÔo klĹdoi shmeÐwn isorropÐac)

H grammikă eustĹjeia twn shmeÐwn isorropÐac thc exisÿsewc (11) brÐsketai apì th grammikopoimènh exÐswsh sthn perioqă tou shmeÐou isorropÐac ξ̇ = ( df dt ) x=x_0 ξ, (13)

ìpou ξ = x − x_0 h metatìpish apì to shmeÐo isorropÐac. An o suntelestăc ( df dt ) x=x_0 (14)

Sqăma 4: Oi dÔo klĹdoi twn shmeÐwn isorropÐac tou sustămatoc (11), (12) kai to shmeÐo diakladÿsewc x = 0 sthn timă μ = 0.

Sqăma 5: H roă tou sustămatoc (11), (12) sto monodiĹstato qÿro twn fĹsewn (Ĺxonac Ox) gia μ < 0, μ = 0 kai μ > 0.

Sqăma 6: Ta shmeÐa isorropÐac tou sustămatoc (11), (12) gia diĹforec timèc tou μ, wc tomèc thc μ − x^2 me ton Ĺxona Ox.

eÐnai jetikìc, to shmeÐo isorropÐac eÐnai astajèc kai an eÐnai arnhtikìc, eÐnai eustajèc.

Sto Sqăma 4 parousiĹzontai oi klĹdoi twn shmeÐwn isorropÐac. O klĹdoc x = √ μ eÐnai eustajăc, diìti o suntelestăc (14) eÐnai Ðsoc proc −2 √ μ < 0 kai o klĹdoc x = − √ μ eÐnai astajăc, diìti o suntelestăc (14) eÐnai Ðsoc proc 2 √ μ > 0. SugkrÐnontac me thn genikă jewrÐa pou parousiĹsame sto kefĹlaio 2, parathroÔme ìti h exÐswsh (13) eÐnai antÐstoiqh thc exÐswshc metabolÿn (8) kai o suntelestăc (14) eÐnai antÐstoiqoc tou pÐnaka A. ’Etsi, sthn perÐptwsă mac, oi timèc tou suntelestă (14) antistoiqoÔn stic idiotimèc tou pÐnaka A. Eidikìtera gia to shmeÐo isorropÐac x = 0, o suntelestăc (14) eÐnai Ðsoc proc mhdèn, dhladă to shmeÐo isorropÐac x = 0 pou antistoiqeÐ sthn timă thc paramètrou μ = 0 den eÐnai uperbolikì. Autì shmaÐnei ìti to shmeÐo autì eÐnai shmeÐo diakladÿsewc, kai ìti den upĹrqei monosămanth lÔsh thc exÐswshc μ − x^2 = 0 sto shmeÐo μ = 0. PrĹgmati, apì to Sqăma 4 blèpoume ìti sthn perioqă autoÔ tou shmeÐou isorropÐac upĹrqoun dÔo lÔseic, oi ± √ μ. Kajÿc h parĹmetroc μ pernĹei apì to shmeÐo μ = 0, apì arnhtikèc proc jetikèc timèc, h topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn (o opoÐoc sthn perÐptwsă mac eÐnai monodiĹstatoc) sthn perioqă tou shmeÐou isorropÐac metabĹlletai, ìpwc faÐnetai sto Sqăma 5. H lÔsh tou sustămatoc (11), (12) gia μ = 0 eÐnai h x = x_0/(1 + x_0 t).

Apì ìla ta parapĹnw eÐnai fanerì ìti to shmeÐo isorropÐac x = 0 to opoÐo antistoiqeÐ sthn timă thc paramètrou μ = 0, eÐnai shmeÐo diakladÿsewc. H perÐptwsh aută onomĹzetai diaklĹdwsh sĹgmatoc-kìmbou kai eÐnai h genikă perÐptwsh (genìshmoc, generic.)

H emfĹnish twn shmeÐwn isorropÐac tou sustămatoc (11), (12) gia diĹforec timèc thc paramètrou μ faÐnetai parastatikĹ sto Sqăma 6. Ta shmeÐa isorropÐac eÐnai oi rÐzec thc exÐswshc μ − x^2 = 0, dhladă oi tomèc thc kampÔlhc μ − x^2 me ton Ĺxona Ox. Gia μ > 0 upĹrqoun dÔo shmeÐa tomăc enÿ gia μ < 0 den upĹrqei shmeÐo tomăc. Sthn oriakă perÐptwsh μ = 0 èqoume èna shmeÐo tomăc, to opoÐo eÐnai to shmeÐo diakladÿsewc.

3.2 DiaklĹdwsh metakrÐsimoc (transcritical)

Ja meletăsoume to monodiĹstato sÔsthma (11), ìpou tÿra èqoume f(x, μ) = (μ − x) x. (15)

Sqăma 7: Oi dÔo klĹdoi twn shmeÐwn isorropÐac tou sustămatoc (15) gia diĹforec timèc tou μ.

Sqăma 8: H topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn tou sustămatoc (15) gia diĹforec timèc tou μ.

Ta shmeÐa isorropÐac brÐskontai apì th lÔsh thc exÐswshc (μ − x)x = 0 kai eÐnai

• x = 0 : gia kĹje μ (ènac klĹdoc shmeÐwn isorropÐac)

• x = μ : gia kĹje μ (ènac klĹdoc shmeÐwn isorropÐac)

Gia na broÔme thn eustĹjeia twn shmeÐwn isorropÐac, ja prèpei na upologÐsoume to suntelestă (14) sth jèsh twn shmeÐwn isorropÐac. Sthn perÐptwsă mac o suntelestăc autìc eÐnai Ðsoc proc μ gia ton klĹdo x = 0 kai −μ gia ton klĹdo x = μ. Sunepÿc o klĹdoc twn shmeÐwn isorropÐac x = 0 eÐnai eustajăc gia μ < 0 kai astajăc gia μ > 0. OmoÐwc, o klĹdoc x = μ eÐnai eustajăc gia μ > 0 kai astajăc gia μ < 0. Oi dÔo autoÐ klĹdoi twn shmeÐwn isorropÐac faÐnontai sto Sqăma 7. H lÔsh tou sustămatoc (15) gia μ = 0 eÐnai h x = x_0/(1 + x_0 t).

Sqăma 9: Ta shmeÐa isorropÐac tou sustămatoc (15) gia diĹforec timèc tou μ, wc tomèc thc (μ − x)x me ton Ĺxona Ox.

Ta shmeÐa isorropÐac pou antistoiqoÔn se timèc thc paramètrou μ ≠ 0 eÐnai uperbolikĹ shmeÐa isorropÐac (h idiotimă èqei pragmatikì mèroc mh mhdenikì). Sthn oriakă perÐptwsh μ = 0 to shmeÐo isorropÐac x = 0 eÐnai mh uperbolikì (h idiotimă eÐnai Ðsh proc mhdèn) kai sunepÿc to shmeÐo autì eÐnai shmeÐo diakladÿsewc. Parathrăste sto Sqăma 7 ìti apì to shmeÐo autì dièrqontai dÔo klĹdoi shmeÐwn isorropÐac kai ìti sto shmeÐo autì, ston kĹje èna klĹdo, èqoume allagă thc eustĹjeiac, kajÿc to μ dièrqetai apì thn timă 0. Sto shmeÐo isorropÐac x = 0 èqoume allagă thc topologÐac tou monodiĹstatou qÿrou twn fĹsewn, ìpwc faÐnetai sto Sqăma 8. H diaklĹdwsh aută onomĹzetai metakrÐsimoc (transcritical).

H emfĹnish twn shmeÐwn isorropÐac kajÿc matabĹlletai h parĹmetroc μ faÐnetai sto Sqăma 9, wc h tomă thc sunartăsewc (μ − x)x me ton Ĺxona Ox. H perÐptwsh aută diakladÿsewc den eÐnai genìshmoc (generic).

3.3 DiaklĹdwsh diqĹlac (pitchfork)

Sth sunèqeia ja meletăsoume to sÔsthma f(x, μ) = μx − x^3. (16) Ta shmeÐa isorropÐac brÐskontai apì th lÔsh thc exÐswshc μx − x^3 = 0 kai eÐnai

• x = 0 : gia kĹje μ, (ènac klĹdoc shmeÐwn isorropÐac)

Sqăma 10: Oi treÐc klĹdoi twn shmeÐwn isorropÐac tou sustămatoc (16) gia diĹforec timèc tou μ.

Sqăma 11: H topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn tou sustămatoc (16) gia diĹforec timèc tou μ. • x = ± √ μ : gia μ > 0, (dÔo klĹdoi shmeÐwn isorropÐac)

H eustĹjeia twn shmeÐwn isorropÐac brÐsketai, ìpwc kai prohgoumènwc, apì to prìshmo tou suntelestă (14) sth jèsh twn shmeÐwn isorropÐac. Sthn perÐptwsă mac o suntelestăc autìc eÐnai Ðsoc proc μ gia ton klĹdo x = 0 kai Ðsoc proc −2μ gia touc klĹdouc x = ± √ μ. Sunepÿc o klĹdoc twn shmeÐwn isorropÐac x = 0 eÐnai eustajăc gia μ < 0 kai astajăc gia μ > 0. OmoÐwc, oi klĹdoi x = ± √ μ eÐnai kai oi dÔo eustajeÐc diìti μ > 0. Oi treÐc autoÐ klĹdoi twn shmeÐwn isorropÐac faÐnontai sto Sqăma 10. H topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn sthn perioqă tou shmeÐou isorropÐac x = 0 faÐnetai sto Sqăma 11. To shmeÐo isorropÐac x = 0, gia thn timă thc paramètrou μ = 0, eÐnai shmeÐo diakladÿsewc. H lÔsh gia μ = 0 eÐnai h x = x_0/ √ 1 + 2x^2_0 t. H perÐptwsh aută onomĹzetai diaklĹdwsh diqĹlac(pitchfork bifurcation).

H emfĹnish twn shmeÐwn isorropÐac kajÿc metabĹlletai h parĹmetroc μ faÐnetai sto Sqăma 12, wc h tomă thc sunartăsewc xμ − x^3 me ton Ĺxona Ox. H perÐptwsh aută diakladÿsewc den eÐnai genìshmoc (generic).

Sqăma 12: Ta shmeÐa isorropÐac tou sustămatoc (16) gia diĹforec timèc tou μ, wc tomèc thc μx − x^3 me ton Ĺxona Ox.

3.4 DiaklĹdwsh Hopf

Stic prohgoÔmenec treÐc periptÿseic, apì èna shmeÐo enìc klĹdou shmeÐwn isorropÐac eÐqame diaklĹdwsh enìc Ĺllou klĹdou shmeÐwn isorropÐac. Sto shmeÐo diakladÿsewc μ = μ_0 h idiotimă tou pÐnaka tou grammikopoihmènou sustămatoc sthn perioqă tou shmeÐou isorropÐac ătan pragmatikă kai Ðsh proc mhdèn. Ja doÔme tÿra ìti se orismènec periptÿseic, apì èna shmeÐo enìc klĹdou shmeÐwn isorropÐac mporeÐ na èqoume diaklĹdwsh enìc klĹdou periodikÿn troqiÿn. H diaklĹdwsh aută onomĹzetai diaklĹdwsh Hopf.

’Estw èna dunamikì sÔsthma

ẋ = f(x), x ∈ R^n (17)

ìpou o pÐnakac D f(x_0, μ_0) (18)

tou grammikopoihmènou sustămatoc sto shmeÐo isorropÐac (x_0, μ_0) èqei èna zeÔgoc kajarĹ fantastikÿn idiotimÿn (pragmatikì mèroc Ðson proc mhdèn) kai kamiĹ Ĺllh idiotimă me pragmatikì mèroc mhdèn. SÔmfwna me to jeÿrhma suneqÐsewc apodeiknÔetai ìti to shmeÐo isorropÐac (x_0, μ_0) suneqÐzetai kai upĹrqei èna kai monadikì shmeÐo isorropÐac sthn perioqă tou. Sth genikă perÐptwsh apì to shmeÐo autì diakladÐzetai mia oikogèneia periodikÿn troqiÿn.

Sqăma 13: H topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn tou sustămatoc (19) gia μ ≤ 0 kai gia μ > 0.

H diaklĹdwsh aută miĹc oikogèneiac periodikÿn troqiÿn apì èna shmeÐo isorropÐac onomĹzetai diaklĹdwsh Hopf . Ja meletăsoume thn perÐptwsh aută me èna parĹdeigma. ParĹdeigma

JewroÔme to sÔsthma

ẋ = −y + x(μ − x^2 − y^2), ẏ = x + y(μ − x^2 − y^2). (19)

to opoÐo èqei to shmeÐo isorropÐac (0, 0), gia kĹje timă tou μ. ’Eqoume epomènwc ton klĹdo shmeÐwn isorropÐac

x = 0, y = 0, gia kĹje timă tou μ

katĹ măkoc tou opoÐou o Iakwbianìc pÐnakac Df(0, μ) gia diĹforec timèc tou μ eÐnai o Df(0, μ) = ( μ −1 1 μ ) (20)

kai oi idiotimèc tou eÐnai oi λ_{1,2} = μ ± i. ParathroÔme ìti gia thn timă thc paramètrou μ = 0 to shmeÐo isorropÐac èqei èna zeÔgoc kajarĹ fantastikÿn idiotimÿn, kai den upĹrqoun Ĺllec idiotimèc sto sÔsthma.

Sqăma 14: H diaklĹdwsh Hopf tou sustămatoc (19) sto shmeÐo μ = 0.

Se polikèc suntetagmènec to sÔsthma (19) paÐrnei th morfă

ṙ = r(μ − r^2), θ̇ = 1. (21)

ParathroÔme ìti to shmeÐo isorropÐac (0, 0) eÐnai eustajèc gia μ < 0, (eustajăc estÐa) kai astajèc gia μ > 0, (astajăc estÐa). Autì Ĺllwste prokÔptei kai apì to gegonìc ìti gia μ < 0 to pragmatikì mèroc tou zeÔgouc twn idiotimÿn eÐnai arnhtikì kai gia μ > 0 to pragmatikì mèroc eÐnai jetikì.

Apì th genikă jewrÐa twn dunamikÿn susthmĹtwn prokÔptei ìti ìtan to pragmatikì mèroc tou zeÔgouc twn idiotimÿn tou grammikopoihmènou sustămatoc eÐnai Ðso proc mhdèn, to shmeÐo isorropÐac eÐnai eÐte kèntro, eÐte estÐa. Sthn perÐptwsă mac to shmeÐo isorropÐac (0, 0) gia μ = 0 eÐnai eustajăc estÐa, ìpwc prokÔptei apì to sÔsthma (21) (diìti kontĹ sthn arqă 0 eÐnai ṙ < 0).

Apì ta parapĹnw prokÔptei ìti èqoume ènan klĹdo shmeÐwn isorropÐac, tou opoÐou to grĹfhma eÐnai h aujeÐa r = 0 sto Sqăma 14a, ă o Ĺxonac μ sto sÔsthma Oxyμ sto Sqăma 14b. Gia timèc thc paramètrou μ ≤ 0 o klĹdoc autìc eÐnai eustajăc kai gia timèc μ > 0 eÐnai astajăc.

Epiplèon, apì to sÔsthma (21)prokÔptei ìti gia μ > 0 emfanÐzetai ènac oriakìc kÔkloc me aktÐna r = √ μ. To grĹfhmĹ tou eÐnai h kampÔlh r = √ μ sto Sqăma 14a. O oriakìc autìc kÔkloc eÐnai h periodikă lÔsh γ_μ(t) tou sustămatoc (19),

γ_μ(t) = √ μ (cos t, sin t)^τ . (22)

O oriakìc autìc kÔkloc (periodikă troqiĹ) eÐnai eustajăc, diìti eÐnai ṙ > 0 gia r < √ μ kai ṙ < 0 gia r > √ μ. Dhladă, mia opoiadăpote troqiĹ, entìc ă ektìc tou oriakoÔ kÔklou (22), teÐnei asumptwtikĹ proc ton oriakì kÔklo.

H topologÐa tou qÿrou twn fĹsewn gia μ ≤ 0 kai gia μ > 0 parousiĹzetai sto Sqăma 13.

H periodikă troqiĹ (22) eÐnai kuklikă, ìpwc ădh anafèrame, me aktÐna Ðsh proc √ μ. H periodikă aută troqiĹ diakladÐzetai apì ton klĹdo twn shmeÐwn isorropÐac (0, 0) sto shmeÐo μ = 0, arqÐzontac me mhdenikă aktÐna kai auxĹnontac thn aktÐna kajÿc to μ auxĹnei. Sto shmeÐo autì èqoume sunepÿc diaklĹdwsh Hopf, ìpwc faÐnetai parastatikĹ sto Sqăma 14b. Parathrăste ìti sto shmeÐo diakladÿsewc to shmeÐo isorropÐac èqei èna zeÔgoc kajarĹ fantastikÿn idiotimÿn, tic ±i.

Anaforèc

[1] Guckenheimer, J. and Holmes, Ph., 1983: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields, Springer-Verlag.

[2] Jordan, D.W. and Smith, P., 1987: Nonlinear Ordinary Differential Equations, Clarendon Press, Oxford.

[3] Lichtenberg, A.J. and Lieberman, M.A., 1983: Regular and Stochastic Motion, Springer-Verlag.

[4] MpoÔnth,A. 1997: Mh Grammikèc Sunăjeic Diaforikèc Exisÿseic, Ekdìseic PneumatikoÔ, Ajăna.

[5] Perko, L., 1991: Differential Equations and Dynamical Systems, Springer- Verlag.

[6] QatzhdhmhtrÐou, I., 2000: EustĹjeia Dunamikÿn SusthmĹtwn, PraktikĹ 11^{oυ} JerinoÔ SqoleÐou Mh Grammikăc Dunamikăc, LibadiĹ.