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Περίληψη: Μελετώνται οι περιοχές ευστάθειας ενός πλανητικού συστήματος με πολύ μικρές μάζες, της τάξεως 
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 του κεντρικού σώματος (ηλίου), στο συντονισμό 2/1, με τη βοήθεια οικογενειών περιοδικών τροχιών. Η μελέτη αναφέρεται σε επίπεδες τροχιές. Οι μάζες που χρησιμοποιήθηκαν είναι εκείνες που αντιστοιχούν στο σύστημα Δίας-Ιώ-Ευρώπη, αλλά τα αποτελέσματα έχουν γενικότερη σημασία στη μελέτη της δυναμικής εξωηλιακών πλανητικών συστημάτων. Ευρέθηκαν ευσταθείς και ασταθείς περιοδικές κινήσεις. Αποδείχθηκε ότι η ευστάθεια επηρεάζεται από τη φάση των δύο πλανητών στην τροχιά τους. Επίσης αποδείχθηκε ότι η αύξηση της εκκεντρότητας των τροχιών των δύο πλανητών σταθεροποιεί το σύστημα.  
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1. ΕΞΩΗΛΙΑΚΑ ΠΛΑΝΗΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

Η μελέτη εξωηλιακών πλανητικών συστημάτων είναι ένας νέος κλάδος της δυναμικής αστρονομίας, ο οποίος αναπτύχθηκε, μετά την ανακάλυψη κατά την τελευταία δεκαετία, πλανητών που περιφέρονται γύρω από μακρυνούς αστέρες, οι οποίοι αποτελούν τον ήλιο του νέου αυτού πλανητικού συστήματος. Ένας πλήρης κατάλογος των εξωηλιακών πλανητικών συστημάτων υπάρχει στην ιστοσελίδα http://www.obspm.fr/encycl/ catalog.html, την οποία επιμελείται ο Jean Schneider. Υπάρχουν μέχρι την ώρα που γράφεται αυτή η μελέτη 91 επιβεβαιωμένα πλανητικά συστήματα, εκ των οποίων τα δέκα έχουν δύο πλανήτες και τα δύο έχουν τρείς πλανήτες. Σε ορισμένες περιπτώσεις οι εκκεντρότητες των πλανητών είναι αρκετά μεγάλες, και οι μάζες των πλανητών είναι της τάξεως του δικού μας Δία. Σε όλες τις περιπτώσεις όπου η εκκεντρότητα των πλανητών είναι μεγάλη, οι τροχιές των πλανητών είναι σε συντονισμό, δηλαδή ο λόγος των περιόδων περιφοράς των πλανητών περί τον ήλιο είναι ρητός αριθμός, π.χ. 2/1. Από αυτά είναι φανερό ότι πολλά από τα νέα πλανητικά συστήματα, τα οποία ανακαλύφθηκαν πρόσφατα, είναι πολύ διαφορετικά από το δικό μας Ηλιακό Σύστημα. 
’Εχουν γίνει πολλές μελέτες για την ευστάθεια των πλανητικών συστημάτων που έχουν ανακαλυφθεί: (Beaugé et. al. 2002, Ferraz-Mello et.al. 2002, Ford et al. 2001, Gozdziewski et. al. 2002, Kinoshita and Nakai 2001a,b, Kiseleva et.al. 2002, Laughlin and Chambers 2001, Lissauer and Rivera 2001, Malhotra 2002a,b, Murray et al, 2001, Peale and Lee 2002, Rivera and Lissauer 2001). Στην παρούσα μελέτη προτείνουμε μία νέα προσέγγιση στο πρόβλημα της ανίχνευσης ευσταθών κινήσεων σε πλανητικά συστήματα. Παρουσιάζουμε μία συστηματική μέθοδο, η οποία βασίζεται στις περιοδικές τροχιές. Ευρίσκονται όλες οι περιοχές του χώρου των φάσεων όπου υπάρχουν ευσταθείς περιοδικές κινήσεις και συνεπώς στην περιοχή αυτή αναμένεται να υπάρχουν πραγματικά ηλιακά συστήματα. Μελέτη της δυναμικής πλανητικών συστημάτων, βασισμένη σε περιοδικές τροχιές, έχει γίνει από τον Hadjidemetriou (2002), για τους συντονισμούς 2/1 και 3/2. Στην παρούσα μελέτη εξετάζουμε πλανητικά συστήματα των οποίων οι πλανήτες έχουν πολύ μικρές μάζες. Λαμβάνεται υπόψη η πλήρης βαρυτική αλληλεπίδραση μεταξύ των δύο πλανητών και, όπως θα δούμε στη συνέχεια, οι αποκλίσεις από την απλή ελλειπτική τροχιά, την οποία θα είχαμε για τον κάθε ένα πλανήτη αν δεν λαμβάναμε υπόψη την αλληλεπίδραση μεταξύ των πλανητών, είναι σε ορισμένες περιπτώσεις σημαντική. Η απόκλιση αυτή είναι ιδιαίτερα σημαντική όταν οι δύο πλανήτες πλησιάζουν πολύ μεταξύ τους κατά την περιφορά τους γύρω από τον ήλιο. 

2. ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ ΠΛΑΝΗΤΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ

Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν περιοδικές τροχιές τριών σωμάτων που κινούνται υπό την επίδραση της αμοιβαίας βαρυτικής έλξεώς τους (Hadjidemetriou, 1975). Ειδικότερα, στην παρούσα μελέτη θεωρούμε ένα σώμα με μεγάλη μάζα, το οποίο το ονομάζουμε ΗΛΙΟ και δύο σώματα με μικρή μάζα, τα οποία τα ονομάζουμε πλανήτες. Ο εσωτερικός πλανήτης θα συμβολίζεται με 
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 και ο εξωτερικός με 
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. Οι μάζες των δύο πλανητών 
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στην παρούσα μελέτη είναι της τάξεως 
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 της μάζας του ηλίου, αλλά η αμοιβαία έλξη τους λαμβάνεται πλήρως υπόψη στον υπολογισμό της κίνησης του συστήματος (γενικό πρόβλημα τριών σωμάτων). Θα ονομάζουμε αυτό το πρόβλημα πλανητικό πρόβλημα τριών σωμάτων. Σε όλα τα επόμενα θα θεωρήσουμε ότι και τα τρία σώματα κινούνται στό ίδιο επίπεδο. 
Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν περιοδικές τροχιές των τριών σωμάτων, πλανητικού τύπου, σε ένα περιστρεφόμενο σύστημα 
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, το οποίο ορίζεται ως ακολούθως: 

· Ο 
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-άξονας είναι η γραμμή ΗΛΙΟΣ - 
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, με θετική φορά από τον ήλιο προς τον 
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· Η αρχή 
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 είναι το κέντρο μάζας του ΗΛΙΟΥ και του 
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· Ο 
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-άξονας είναι κάθετος στον 
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-άξονα. 

· Το σύστημα 
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 δεν περιστρέφεται με ομαλή γωνιακή ταχύτητα .

·  Στο περιστρεφόμενο σύστημα ο πλανήτης 
[image: image14.wmf]1

P

 κινείται μόνο στον 
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-άξονα.

Παρατηρήσατε ότι περιοδικότητα στο περιστρεφόμενο σύστημα σημαίνει ότι η σχετική θέση των δύο σωμάτων επαναλαμβάνεται μετά από το χρονικό διάστημα μιας περιόδου. Το σύστημα δεν είναι, εν γένει, περιοδικό στο αδρανειακό σύστημα. Οι τροχιές των δύο πλανητών είναι πολύ κοντά σε ελλειπτικές τροχιές, στο αδρανειακό σύστημα, όπως θα συνέβαινε αν δεν υπήρχε η αλληλεπίδραση μεταξύ των πλανητών, αλλά τώρα περιστρέφονται βραδέως. Η περιστροφή αυτή είναι ομαλή εάν βρισκόμαστε σε ομαλή περιοχή, αλλά μπορεί να είναι και χαοτική σε ορισμένες περιπτώσεις. 
Οι βασικές περιοδικές τροχιές είναι συμμετρικές ως προς τον περιστρεφόμενο 
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-άξονα. Αυτό σημαίνει ότι τη στιγμή 
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 οι αρχικές συνθήκες είναι 
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. Αυτές ορίζουν τη θέση των τριών σωμάτων στο περιστρεφόμενο σύστημα. Χρειαζόμαστε δύο επί πλέον αρχικές συνθήκες για να προσδιορίσουμε τη θέση του περιστρεφόμενου συστήματος στο χώρο: 
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, όπου 
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είναι η γωνία του 
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-άξονα με μία σταθερή διεύθυνση στο χώρο. Αποδεικνύεται ότι η 
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 είναι αγνοήσιμη και συνεπώς μπορούμε να περιορίσουμε τη μελέτη επί του περιστρεφομένου συστήματος μόνο. Στη μελέτη στο περιστρεφόμενο σύστημα, η στροφορμή λαμβάνεται ως μία σταθερή παράμετρος, και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εύρεση της 
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Στο πλανητικό πρόβλημα με δύο πλανήτες με πολύ μικρές μάζες, οι τροχιές των πλανητών είναι σχεδόν ελλείψεις, όπως προβλέπεται από τη θεωρία του Kepler, λόγω της ασθενούς βαρυτικής αλληλεπίδρασης, αν και σε ορισμένες περιπτώσεις η απόκλιση από την ελλειπτική τροχιά μπορεί ναι είναι σημαντική . 

Υπάρχουν δύο τύποι περιοδικών τροχιών, κυκλικές και ελλειπτικές σε συντονισμό: 

· Κυκλικές: Οι τροχιές των δύο πλανητών είναι σχεδόν κυκλικές, και 

· Ελλειπτικές σε συντονισμό: Οι τροχιές των δύο πλανητών είναι σχεδον ελλειπτικές, με μη μηδενική εκκεντρότητα, αλλά οι μεγάλοι ημιάξονές τους είναι τέτοιοι ώστε ο λόγος των περιόδων περιφοράς των πλανητών περί τον ήλιο (στο αδρανειακό σύστημα)  είναι ρητός αριθμός. 

Μπορούμε να ξεκινήσουμε από το αδιατάρακτο πρόβλημα: Οι μάζες των δύο πλανητών είναι μηδενικές. Το πρόβλημα στη περίπτωση αυτή ανάγεται σε δύο ανεξάρτητα προβλήματα δύο σωμάτων, δηλαδή οι τροχιές είναι ακριβώς δύο σταθερές ελλειπτικές τροχιές στο χώρο. Παρατηρούμε τώρα τα εξής: 

· Μια αδιατάρακτη κίνηση με μηδενικές εκκεντρότητες των δύο πλανητών είναι περιοδική στο περιστρεφόμενο σύστημα για κάθε τιμή των ακτίνων των κυκλικών τροχιών.Αν τώρα ενεργοποιήσουμε τις μάζες, αυτή η περιοδική τροχιά συνεχίζεται ως περιοδική τροχιά στο περιστρεφόμενο σύστημα. Αυτές είναι οι κυκλικές τροχιές που αναφέραμε προηγουμένως. 

· Η συνέχιση είναι δυνατή για κάθε τιμή τού λόγου των μεγάλων ημιαξόνων (ακτίνων), εκτός από εκείνες τις τιμές που αντιστοιχούν στους συντονισμούς 2/1, 3/2, 4/3,... 
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· Στις οικογένειες κυκλικών περιοδικών τροχιών εμφανίζονται κενά στους ανωτέρω συντονισμούς (βλεπε Σχήμα 1β). 

· Η αδιατάρακτη κίνηση με μη μηδενικές εκκεντρότητες των δύο πλανητών είναι περιοδική, για κάθε δυνατή θέση των γραμμών των αψίδων των δύο ελλειπτικών πλανητικών τροχιών, υπό την προϋπόθεση ότι είναι σε συντονισμό. 

· Εάν τώρα ενεργοποιήσουμε τις μάζες, τότε από το άπειρο σύνολο των αδιατάρακτων περιοδικών τροχιών σε συντονισμό, μόνο ένα πεπερασμένο πλήθος περιοδικών τροχιών επιζεί (άρτιος αριθμός, εκ των οποίων οι μισές είναι ευσταθείς και οι άλλες μισές ασταθείς, ως συνέπεια του θεωρήματος  σταθερού σημείου των Poincaré-Birkhoff). Συνήθως επιζούν οι συμμετρικές περιοδικές τροχιές, και επίσης ο αριθμός των περιοδικών τροχιών που επιζεί είναι δύο (μία ευσταθής και μία ασταθής). 

· Ειδικότερα, οι περιοδικές τροχιές στους συντονισμούς 2/1, 3/2, .. διακλαδίζονται από την κυκλική οικογένεια, εκεί όπου εμφανίζονται τα κενά που αναφέραμε προηγουμένως (βλέπε Σχήμα 1β). 

Αποδεικνύεται (Hadjidemetriou, 1976) ότι οι περιοδικές τροχιές στο περιστρεφόμενο σύστημα δεν είναι απομονωμένες, αλλά ανήκουν σε μονοπαραμετρικές οικογένειες περιοδικών τροχιών, κατά μήκος των οποίων όλες οι μάζες είναι καθορισμένες. Ειδικότερα, μια συμμετρική περιοδική τροχιά προσδιορίζεται από τρείς μη μηδενικές αρχικές συνθήκες μόνο, τις
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.  Συνεπώς, μια οικογέναια αντοπροσωπεύεται από μια καμπύλη στο χώρο των αρχικών συνθηκών 
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3. ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΕΣ ΠΕΡΙΟΔΙΚΩΝ ΤΡΟΧΙΩΝ ΓΙΑ ΤΙΣ ΜΑΖΕΣ ΤΩΝ ΔΙΑ – ΙΩ – ΕΥΡΩΠΗ

Παρουσιάζουμε εδώ οικογένειες περιοδικών τροχιών στο συντονισμό 2/1, στο περιστρεφόμενο σύστημα, για τις μάζες των δύο πλανητών
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Οι μάζες αυτές αντιστοιχούν στους δορυφόρους του Δία, Ιώ και Ευρώπη, όπου
[image: image36.wmf]0
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είναι η μάζα του Δία. Μελέτη πλανητικών (ή δορυφορικών συστημάτων) με αυτές τις μάζες έγινε από τους Ferraz-Mello et.al (2002). Στους υπολογισμούς που ακολουθούν χρησιμοποιήσαμε την ακόλουθη κανονικοποίηση:

· Η συνολική μάζα όλου του συστήματος είναι ίση πρός ένα. 

· Η σταθερά της βαρύτητας είναι ίση πρός ένα. 

· Η σταθερά της στροφορμής είναι ίση προς 
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, για όλες τις τροχιές, σε όλες τις οικογένειες που υπολογίσαμε.

Όλες οι περιοδικές τροχιές που υπολογίσαμε είναι συμμετρικές ως προς τον  
[image: image38.wmf]x

- άξονα του περιστρεφόμενου συστήματος. Αυτό σημαίνει ότι μια οικογένεια περιοδικών τροχιών μπορεί να παρασταθεί από μία συνεχή καμπύλη στο χώρο 
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.  Οι αρχικές αυτές συνθήκες αντιστοιχούν σε μια κάθετη διέλευση του πλανήτη 2 από τον 
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- άξονα, ενώ την ίδια στιγμή ο πλανήτης 1 έχει ταχύτητα ίση προς μηδέν επί του 
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- άξονα. Είναι φανερό ότι εκείνη τη στιγμή οι γραμμές των αψίδων των τροχιών των δύο πλανητών  ευρίσκονται στην ίδια ευθεία. Υπάρχουν δύο τέτοιες κάθετες διελεύσεις, μία τη στιγμή 
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 και μία τη στιγμή 
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, όπου 
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 είναι η περίοδος.
Στα επόμενα, για να γίνει σαφέστερος ο ρόλος των στοιχείων της τροχιάς και της παρουσίας συντονισμών, θα παραστήσουμε μια οικογένεια περιοδικών τροχιών και στο χώρο των εκκεντροτήτων των δύο πλανητών.
Βρήκαμε δύο οικογένειες περιοδικών τροχιών σε συντονισμό 2/1, την οικογένεια 1 και την  οικογένεια 2. Οι οικογένειες αυτές παρουσιάζονται στο Σχήμα 1α (προβολή στο επίπεδο 
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).  Παρουσιάζονται επίσης οι  κυκλικές οικογένειες  από τις οποίες διακλαδίζονται οι περιοδικές τροχιές σε συντονισμό καθώς επίσης και τα κενά. Για να φανούν καθαρότερα τα κενά, παρουσιάζουμε στο Σχήμα 1β λεπτομέρεια του Σχήματος 1α, στο χώρο συντονισμός – εκκεντρότητα. Φαίνονται καθαρά τα κενά στους συντονισμούς 2/1 και 3/2. Στο ίδιο σχήμα φαίνεται το αρχικό τμήμα της οικογένειας στο συντονισμό 3/2. Κατά μήκος της οικογένειας στο συντονισμό 2/1 ο συντονισμός είναι σχεδόν ίσος προς το 2, αλλά οι εκκεντρότητες αυξάνουν, αρχίζοντας από μηδενικές τιμές. 

Ιωάννης Δ. Χατζηδημητρίου
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Επί της οικογένειας 2 εμφανίζεται μια τροχιά συγκρούσεως μεταξύ των πλανητών, στις εκκεντρότητες 
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Σχήμα 1. (α): Οικογένειες στο συντονισμό 2/1. Η παχιά γραμμή αντιπροσωπεύει το ασταθές τμήμα της τροχιάς. (β): Λεπτομέρεια των οικογενειών στους συντονισμούς 2/1 και 3/2, στην περιοχή των κενών. Η παρουσίαση γίνεται στο επίπεδο συντονισμός – εκκεντρότητα, ώστε να γίνει εμφανής η σχέση των συντονισμών με τα κενά. S σημαίνει ευστάθεια και  U αστάθεια.
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Σχήμα 2. Η οικογένεια που αντιστοιχεί στο συντονισμό 2/1, στο χώρο των εκκεντροτήτων. Επί της οικογένειας αυτής φαίνεται η θέση των τροχιών 1, ... 5.  Θετική εκκεντρότητα σημαίνει θέση στο αφήλιο και αρνητική εκκεντρότητα θέση στο περιήλιο. S σημαίνει ευστάθεια και  U αστάθεια.

Στο Σχήμα 2 παρουσιάζονται οι οικογένειες 1 και 2 στο χώρο των εκκεντροτήτων 
[image: image53.wmf]1

e

 και 
[image: image54.wmf]2

e

 των δύο πλανητών. Στο σχήμα αυτό φαίνεται το γραμμικά ευσταθές τμήμα της οικογένειας (λεπτή γραμμή) και το γραμμικά ασταθές τμήμα (παχειά γραμμή). Παρατηρούμε ότι κατά μήκος της οικογένειας 1 η εκκεντρότητα 
[image: image55.wmf]1

e

 του
[image: image56.wmf]1

P

 είναι μεγαλύτερη της εκκεντρότητας 
[image: image57.wmf]2

e

 του 
[image: image58.wmf]2
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. Το αντίθετο ισχύει για την οικογένεια 2:  Η εκκεντρότητα 
[image: image59.wmf]1
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 του 
[image: image60.wmf]1
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 είναι μικρότερη της εκκεντρότητας 
[image: image61.wmf]2
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 του 
[image: image62.wmf]2
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.

Οι δύο οικογένειες που υπολογίσαμε είναι για τον ίδιο συντονισμό 2/1. Είναι και οι δύο συμμετρικές ως προς τον 
[image: image63.wmf]x

- άξονα, το οποίο σημαίνει ότι τη στιγμή 
[image: image64.wmf]0
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 οι γραμμές των αψίδων των δύο πλανητικών τροχιών συμπίπτουν. Τα περιήλια των δύο τροχιών μπορεί να είναι στην ίδια κατεύθυνση, ή στην αντίθετη κατεύθυνση. Όσον αφορά τη φάση, δηλαδή τη θέση των δύο πλανητών στην τροχιά τους τη στιγμή 
[image: image65.wmf]0
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, κάθε δυνατός συνδυασμός θα μπορούσε να παρουσιασθεί. Επειδή όμως είμαστε στο συντονισμό 2/1, άν ξεκινήσουμε με μια ορισμένη φάση τη στιγμή 
[image: image66.wmf]0
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, τότε μετά από μισή περίοδο, 
[image: image67.wmf]2
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, η θέση του 
[image: image68.wmf]2
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μετατοπίζεται 
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από το περιήλιο στο αφήλιο, ή αντιστρόφως. Έτσι, για κάθε περιοδική τροχιά έχουμε δύο ισοδύναμες θέσεις, μία για 
[image: image69.wmf]0
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 και μία για 
[image: image70.wmf]2
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, αντίστοιχα. Σε αυτές τις δύο διαφορετικές θέσεις της ίδιας τροχιάς, έχουμε και από μία κάθετη διάβαση του πλανήτη  
[image: image71.wmf]2

P

 από τον περιστρεφόμενο άξονα 
[image: image72.wmf]x

, μία για τη θετική κατεύθυνση (
[image: image73.wmf]2
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) και μία για την αρνητική κατεύθυνση (
[image: image74.wmf]2
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), και συνεπώς μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε οποιαδήποτε από τις κάθετες αυτές διαβάσεις για να αντιπροσωπεύσουμε μια περιοδική τροχιά στο Σχήμα 1. Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι στο τμήμα της οικογένειας 2 (Σχήμα 1α) μετά την τροχιά συγκρούσεως, όπου οι εκκεντρότητες των δύο πλανητών είναι αρκετά μεγάλες, υπάρχουν δύο κάθετες διαβάσεις του 
[image: image75.wmf]2

P

 από τον άξονα 
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 με 
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 (και άλλες δύο με 
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Όλες οι δυνατές φάσεις μιας περιοδικής τροχιάς, και οι ισοδύναμες θέσεις τη στιγμή 
[image: image79.wmf]2
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, παρουσιάζονται παρακάτω (περ σημαίνει θέση στο περιήλιο και απ θέση στο αφήλιο).
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Στο Σχήμα 3 παρουσιάζονται τρείς τυπικές τροχιές της οικογένειας 1, για διάφορες τιμές της εκκεντρότητας των δύο πλανητών.  Επίσης, στο Σχήμα 4 παρουσιάζονται δύο τυπικές τροχιές της οικογένειας 2. Παρατηρήσατε ότι στην τροχιά  4 του Σχήματος 4α οι δύο πλανήτες πλησιάζουν πολύ μεταξύ τους τη στιγμή  
[image: image96.wmf]2
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. Οι θέσεις των πέντε αυτών τροχιών στις οικογένειες 1 και 2 δίδονται στο Σχήμα 2.
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Σχήμα 3. Οι τροχιές 1, 2 και 3 της οικογένειας 1 στο αδρανειακό σύστημα. Φαίνονται οι θέσεις των δύο πλανητών τη στιγμή 
[image: image100.wmf]0
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 (γεμάτοι κύκλοι) και η θέση του 
[image: image101.wmf]2

P

 τη στιγμή  
[image: image102.wmf]2
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 (κενός κύκλος). Τη στιγμή αυτή η θέση του  
[image: image103.wmf]1

P

 είναι η ίδια όπως και τη στιγμή 
[image: image104.wmf]0
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. 

4. ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ 

       Η μελέτη της ευστάθειας των περιοδικών τροχιών κατά μήκος των οικογενειών περιοδικών τροχιών έγινε με τον υπολογισμό της γραμμικής ευστάθειας. Από τη μελέτη αυτή αποδείχθηκε ότι ένα μεγάλο τμήμα της οικογένειας 1, όπου  
[image: image105.wmf]1

e

 > 
[image: image106.wmf]2

e

, είναι ασταθές, και οι ευσταθείς τροχιές αντιστοιχούν είτε σε μικρές ή σε πολύ μεγάλες εκκεντρότητες. Τρείς τυπικές τροχιές της οικογένειας 1 παρουσιάζονται στο Σχήμα 3. Η πρώτη είναι ευσταθής (Σχήμα 3α) και οι άλλες δύο (Σχήματα 3β,γ) είναι ασταθείς. 

      Επί της οικογένειας 2 εμφανίζεται μια τροχιά συγκρούσεως (Σχήμα 2). Στο τμήμα πριν από την τροχιά συγκρούσεως, όπου οι εκκεντρότητες είναι μικρές, οι τροχιές είναι ασταθείς. Μια τυπική περίπτωση 

Ιωάννης Δ. Χατζηδημητρίου

__________________________________________________________________________________________ παρουσιάζεται στο Σχήμα 4α. Μετά την τροχιά συγκρούσεως, όπου οι εκκεντρότητες είναι μεγαλύτερες, οι 

τροχιές είναι όλες ευσταθείς. Μια τυπική τροχιά αυτής της κατηγορίας παρουσιάζεται στο Σχήμα 4β. Στην τελευταία αυτή περίπτωση οι πλανητικές τροχιές τέμνονται, αλλά η κίνηση είναι ευσταθής, διότι ισχύει ένας μηχανισμός προστασίας φάσεως λόγω του ότι οι τροχιές είναι παγιδευμένες στο συντονισμό 2/1.
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Σχήμα 4.  Οι τροχιές 4 και 5  της οικογένειας 2 στο αδρανειακό σύστημα. Φαίνεται η θέση των δύο πλανητών τη στιγμή 
[image: image109.wmf]0

t
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 (γεμάτοι κύκλοι) και η θέση του 
[image: image110.wmf]2

P

 τη στιγμή  
[image: image111.wmf]2
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 (κενός κύκλος). Τη στιγμή αυτή η θέση του  
[image: image112.wmf]1

P

 είναι η ίδια όπως και τη στιγμή 
[image: image113.wmf]0
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 Η τροχιά 4  (Σχήμα 4α) είναι μια τροχιά πολύ κοντά σε τροχιά συγκρούσεως (παρατηρήσατε τη θέση των δύο πλανητών τη στιγμή 
[image: image114.wmf]2
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).
        Η εξέλιξη ενός πλανητικού συστήματος για πολύ μεγάλα χρονικά διαστήματα μελετήθηκε με τη μέθοδο της απεικόνισης Poincaré στην επιφάνεια τομής 
[image: image115.wmf]20
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 (
[image: image116.wmf]2
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) για σταθερή ενέργεια. Έτσι η απεικόνιση Poincaré είναι στο χώρο των τεσσάρων διαστάσεων  
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EMBED Equation.DSMT4[image: image119.wmf]20
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. Βρέθηκε ότι γύρω από μια γραμμικά ευσταθή περιοδική τροχιά υπάρχει μια μεγάλη περιοχή του χώρου των φάσεων που αντιστοιχεί σε ευσταθή πλανητικά συστήματα για οσονδήποτε μεγάλο χρονικό διάστημα. Μεγαλύτερη μετατόπιση όμως από την ευσταθή περιοδική τροχιά έχει ως αποτέλεσμα το πλανητικό σύστημα να γίνει ασταθές. Στην περίπτωση αυτή παρατηρούνται έντονα χαοτικά φαινόμενα στη μεταβολή των στοιχείων της τροχιάς των πλανητών, δηλαδή του μεγάλου ημιάξονα και της εκκεντρότητας.  Στα Σχήματα 5 και 6 παρουσιάζουμε δύο τυπικές περιπτώσεις διαταραγμένης κίνησης, μία ευσταθή και μία ασταθή – χαοτική.

        Στο Σχήμα 5 θεωρούμε μια διαταραγμένη τροχιά, η οποία προκύπτει από την ευσταθή περιοδική τροχιά 5 (Σχήμα 4β) αν στρέψουμε την τροχιά του πλανήτη 
[image: image121.wmf]2

P

 κατά μια γωνία 450 . Στο Σχήμα 5α δίδεται η προβολή της απεικόνισης Poincaré στο επίπεδο x, dx/dt και για τους δύο πλανήτες. Στα Σχήματα 5β και 5γ δίδεται η χρονική εξέλιξη των εκκεντροτήτων και των μεγάλων ημιαξόνων, αντίστοιχα. Είναι φανερό ότι η απεικόνιση Poincaré γίνεται σε έναν torus, και η μεταβολή των στοιχείων της τροχιάς είναι ημιπεριοδική. 
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Σχήμα 5. Διαταραγμένη περιοδική τροχιά, με στροφή της τροχιάς του πλανήτη 2 κατά 450 . (α): Aπεικόνιση Poincaré (προβολή στο επίπεδο x, dx/dt για τον κάθε πλανήτη χωριστά). (β): Η εξέλιξη στο χρόνο των μεγάλων ημιαξόνων. (γ): Η εξέλιξη στο χρόνο των εκκεντροτήτων. Η διαταραγμενη τροχιά είναι ομαλή.
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Σχήμα 6. Διαταραγμένη περιοδική τροχιά, με στροφή της τροχιάς του πλανήτη 2 κατά 900 . (α): Aπεικόνιση Poincare (προβολή στο επίπεδο x, dx/dt για τον κάθε πλανήτη χωριστά). (β): Η εξέλιξη στο χρόνο των μεγάλων ημιαξόνων. (γ): Η εξέλιξη στο χρόνο των εκκεντροτήτων. Η διαταραγμενη τροχιά είναι χαοτική.
        Στο Σχήμα 6 θεωρούμε την ίδια περιοδική τροχιά 5, όπως και στο Σχήμα 5, αλλά τώρα η τροχιά του πλανήτη 
[image: image128.wmf]2

P

 στρέφεται κατά μια γωνία 900  . Η κίνηση είναι χαοτική, όπως σαφώς φαίνεται από την απεικόνιση Poincaré και επίσης τη χρονική εξέλιξη των στοιχείων της τροχιάς.

5. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι η μελέτη των περιοδικών τροχιών παίζει σημαντικό ρόλο στον εντοπισμό των περιοχών του χώρου των φάσεων, όπου μπορούμε να αναμένομε την εμφάνιση ευσταθών εξωηλιακών συστημάτων. Οι αριθμητικοί υπολογισμοί αποκάλυψαν ότι μια μεγάλη περιοχή του χώρου των φάσεων γύρω από μια ευσταθή περιοδική τροχιά αντιστοιχεί σε περατωμένη κίνηση, με μικρές μετατοπίσεις γύρω από την ακριβή ευσταθή περιοδική τροχιά. Αυτό ισχύει ακόμη και στην περίπτωση όπου οι πλανητικές τροχιές τέμνονται. Και σε αυτήν την περίπτωση έχουμε ευστάθεια, διότι λόγω του συντονισμού 2/1 εμφανίζεται ο μηχανισμός προστασίας φάσεως και έτσι οι πλανήτες δεν πλησιάζουν πολύ μεταξύ τους.

Επίσης, φαίνεται ότι οι μεγάλες τιμές της εκκεντρότητας συμβάλουν στη δημιουργία ευστάθειας. Αυτό μπορούμε να το δούμε από τη σύγκριση των τροχιών 4 και 5 που παρουσιάζονται στα σχημάτα 4α και 4β.   Και οι δύο τροχιές ανήκουν στην ίδια οικογένεια 2 και έχουν συνεπώς την ίδια φάση. Αλλά στην τροχιά 4 του σχήματος 4α οι δύο πλανήτες πλησιάζουν πολύ μεταξύ τους και έτσι προκαλείται αστάθεια. Αντίθετα, στην τροχιά 5 του σχήματος 4β οι εκκεντρότητες των δύο πλανητών είναι μεγαλύτερες, με συνέπεια οι δύο πλανήτες να μην πλησιάζουν πολύ μεταξύ τους και έτσι σταθεροποιείται η κίνηση. Είναι συνεπώς δυνατό να έχουμε πλανητικά συστήματα ευσταθή, με μεγάλες εκκεντρότητες, υπό την προϋπόθεση όμως ότι οι πλανήτες είναι σε συντονισμό. Αυτό είναι κάτι το νέο, διότι ως πριν  λίγα χρόνια το μόνο γνωστό πλανητικό σύστημα ήταν το δικό μας Ηλιακό Σύστημα, όπου οι τροχιές των πλανητών έχουν πολύ μικρές εκκεντρότητες.
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Abstract: The regions of stability of a 2/1 resonant planetary (or satellite) system with two planets with very small masses (of the order of 
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of the mass of the central body) is studied, by computing families of resonant periodic orbits. The study is restricted to planar motion. The masses are those corresponding to the Jupiter-Io-Europa system, but the results have a more general interest in the study of extrasolar planetary systems. Both stable and unstable configurations are found. It is shown that the phase between the two planets affects the stability. It is also shown that the increase of the planetary eccentricities stabilizes the system. \begin{abstract} The regions of stability of a 2/1 resonant planetary (or satellite) system with two planets with very small masses (of the order of 
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of the mass of the central body) is studied, by computing families of resonant periodic orbits. The study is restricted to planar motion. The masses are those corresponding to the Jupiter-Io-Europa system, but the results have a more general interest in the study of extrasolar planetary systems. Both stable and unstable configurations are found. It is shown that the phase between the two planets affects the stability. It is also shown that the increase of the planetary eccentricities stabilizes the system.

Keywords: Extrasolar planetary systems, periodic orbits, resonance, stability, chaotic motion.
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