
One qubit gates

Basis of eigenvectors

|0〉 ∼
[

1
0

]
, |1〉 ∼

[
0
1

]
|ψ〉 = cos

θ

2
|0〉+ ei φ sin

θ

2
|1〉 ∼

[
cos θ

2

ei φ sin θ
2

]

NOT gate

NOT = σx ∼
[

0 1
1 0

]
∼ X

σx |0〉 = |1〉 , σx |1〉 = |0〉 σx |ψ〉 = cos
θ

2
|1〉+ ei φ sin

θ

2
|0〉

σx · σx = I ∼
[

1 0
0 1

]
 ˜

X X =
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Definition NOT gate

|0〉 X

X |1〉

|1〉 X

X |0〉

Proposition

X X =

Proof

|0〉 X X

X |1〉 X

X X |0〉
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Hadamard gate

Hadamard gate

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
∼ H

H · H = H2 = I H H =

H |0〉 = 1√
2

(|0〉+ |1〉) = |+〉
H |1〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉) = |−〉

}
 

{
H |+〉 = |0〉
H |−〉 = |1〉

Examples of one qubit circuits

H · σx =
1

2

[
1 1
−1 1

]
∼ X H = H · σx

H X H = Z ∼ σz =

[
1 0
0 −1

]
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Tensor Product

U and V linear spaces

u =


u1

u2
...

un

 ∈ U, v =


v1

u2
...

vm

 ∈ V  u ⊗ v =



u1v1

u1v2
...

u1vm

u2v1

u2v2
...

u2vm
...
...

unv1

unv2
...

unvm



∈ U ⊗ V
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Example: Basis for the two qubits states

∣∣∣0̂〉 = |00〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ∼
[

1
0

]
⊗
[

1
0

]
=


1
0
0
0


∣∣∣1̂〉 = |01〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ∼

[
1
0

]
⊗
[

0
1

]
=


0
1
0
0


∣∣∣2̂〉 = |10〉 = |1〉 ⊗ |0〉 ∼

[
0
1

]
⊗
[

1
0

]
=


0
0
1
0


∣∣∣3̂〉 = |11〉 = |1〉 ⊗ |1〉 ∼

[
0
1

]
⊗
[

0
1

]
=


0
0
0
1


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U ∈ End(U), V ∈ End(V )

U =


u11 u12 · · · u1p

u21 u22 · · · u2p
...

...
...

...
uq1 uq2 · · · uqp



V =


v11 v12 · · · v1m

v21 v22 · · · v2m
...

...
...

...
vn1 vn2 · · · vnm


U⊗V =


u11V u12V · · · u1pV
u21V u22V · · · u2pV

...
...

...
...

uq1V uq2V · · · uqpV



U⊗ V ∈ End (U ⊗ V )

(U⊗ V) (u ⊗ v) ≡ Uu ⊗ Vv
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U ∼ U =

[
u11 u12

u21 u22

]

U
∼ I⊗ U =


u11 u12 0 0
u21 u22 0 0
0 0 u11 u12

0 0 u21 u22



U ∼ U⊗ I =


u11 0 u12 0
0 u11 0 u12

u21 0 u22 0
0 u21 0 u22


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CNOT gate

CNOT gate

CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ∼ •

��������

CNOT (α |00〉+ β |01〉+ γ |10〉+ δ |11〉) =

= (α |00〉+ β |01〉+ γ |11〉+ δ |10〉)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



α
β
γ
δ

 =


α
β
δ
γ


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Controlled gates

Λ1(U) =

•

U

∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 u11 u12

0 0 u21 u22


Λ1(U) (α |00〉+ β |01〉+ γ |10〉+ δ |11〉) =

(α |00〉+ β |01〉+ (γu11 + δu12) |10〉+ (γu21 + δu22) |11〉)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 u11 u12
0 0 u21 u22



α
β
γ
δ

 =


α
β

(γu11 + δu12)
(γu21 + δu22)


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”Generalized” CNOT

”Generalized” CNOT gate

′′G”− CNOT =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 ∼ ��������
•

CNOT (α |00〉+ β |01〉+ γ |10〉+ δ |11〉) =

= (α |00〉+ β |11〉+ γ |10〉+ δ |01〉)
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0



α
β
γ
δ

 =


α
δ
γ
β


Decomposition of the Generalized CNOT

��������

•

=

H • H

H �������� H
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Generalized Controlled gates

G1(U) =
U

•
∼


1 0 0 0
0 u11 0 u21

0 0 1 0
0 u12 0 u22


G1(U) (α |00〉+ β |01〉+ γ |10〉+ δ |11〉) =

(α |00〉+ (βu11 + δu12) |01〉+ γ |10〉+ (βu21 + δu22) |11〉)
1 0 0 0
0 u11 0 u21

0 0 1 0
0 u12 0 u22



α
β
γ
δ

 =


α

(βu11 + βltau12)
γ

(βu21 + δu22)


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SWAP gate

SWAP gate

SWAP =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 ∼ ×
×

SWAP (α |00〉+ β |01〉+ γ |10〉+ δ |11〉) =

= (α |00〉+ γ |01〉+ β |10〉+ δ |11〉)
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



α
β
γ
δ

 =


α
γ
β
δ


Decomposition of the SWAP

×

×
=

• �������� •

�������� • ��������
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• �������� •

�������� • ��������
|0〉 • �������� •

|0〉 �������� • ��������
• |0〉 �������� •

�������� |0〉 • ��������
• �������� |0〉 •

�������� • |0〉 ��������
• �������� • |0〉

�������� • �������� |0〉
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• �������� •

�������� • ��������
|0〉 • �������� •

|1〉 �������� • ��������
• |0〉 �������� •

�������� |1〉 • ��������
• �������� |1〉 •

�������� • |1〉 ��������
• �������� • |1〉

�������� • �������� |0〉
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• �������� •

�������� • ��������
|1〉 • �������� •

|0〉 �������� • ��������
• |1〉 �������� •

�������� |1〉 • ��������
• �������� |0〉 •

�������� • |1〉 ��������
• �������� • |0〉

�������� • �������� |1〉
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• �������� •

�������� • ��������
|1〉 • �������� •

|1〉 �������� • ��������
• |1〉 �������� •

�������� |0〉 • ��������
• �������� |1〉 •

�������� • |0〉 ��������
• �������� • |1〉

�������� • �������� |1〉
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