
ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ

{fn(x), n ∈ N} µια ακολουθία συναρτήσεων ορισµένων

στο διάστηµα I = [a, b] (ή (a, b] ή [a, b) ή (a, b) )

ΟΡΙΣΜΟΣ

Η ακολουθία συναστήσεων συγκλίνει σηµειακά (point-wise

convergence) στην συνάρτηση f(x) αν

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

�
∀ ε ∃N (ε, x) : n > N (ε, x) �

� |fn(x) − f(x)| < ε

Παράδειγµα : fn(x) = xn, |x| < 1 τότε lim
n→∞

fn(x) =

0 = f(x)

ΟΡΙΣΜΟΣ
Η ακολουθία συναστήσεων συγκλίνει οµοιόµορφα (uniform

convergence) στην συνάρτηση f(x) αν

lim
n→∞

fn(x) = f(x), οµοιόµορφα

�
∀ ε ∀x ∈ I ∃N (ε) : n > N (ε)

� |fn(x) − f(x)| < ε

Παράδειγµα : fn(x) =
x

1 + n2x2
, 0 ≤ x ≤ 1 τότε

lim
n→∞

fn(x) = 0 = f(x)



Η ακολουθία συναστήσεων δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στην

συνάρτηση f(x)

�

∃ ε ∃xn ∈ I : ∀n � |fn(xn) − f(xn)| ≥ ε

Αν η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής και xn → x0 τότε

αν fn(xn) δεν συγκλίνει ⇒ η ακολουθία {fn(x)}n∈N

δεν συγκλίνει οµοιόµορφα

Παράδειγµα : Οι συναρτήσεις fn(x) = nx(1 − x)n ενώ

συγκλίνουν σηµειακά στο µηδέν για x ∈ [0, 1], δεν συγ-

κλίνουν οµοιόµορφα.

Πρόταση 1

lim
n→∞

fn(x) = f(x), οµοιόµορφα

�

Mn = sup
x∈I

|fn(x) − f(x)| →
n→∞

0

Παράδειγµα : Για κάθε x

fn(x) =
sin (n x + x)

n
� lim

n→∞
fn(x) = 0



Πρόταση 2 (Κριτήριο Cauchy):

lim
n→∞

fn(x) = f(x), οµοιόµορφα

�

∀ ε ∀x ∈ I ∃N (ε) : n > m > N (ε)

� |fn(x) − fm(x)| < ε

Πρόταση 3:

lim
n→∞

fn(x) = f(x), οµοιόµορφα

fn(x) είναι (οµοιόµορφα) συνεχείς στο ανοικτό διάστηµα

(a, b)

⇓

f(x) είναι (οµοιόµορφα) συνεχής στο ανοικτό διάστηµα

(a, b)

Τα σύµβολα lim
x→x0

και lim
n→∞

εναλλάσσονται για συνεχείς

συναρτήσεις, που συγκλινουν οµοιόµορφα:

lim
x→x0

(
lim

n→∞
fn(x)

)
= lim

x→x0
f(x) = f(x0) =

= lim
n→∞

fn(x0) = lim
n→∞

(
lim

x→x0
fn(x)

)



Πρόταση 4:

lim
n→∞

fn(x) = f(x), οµοιόµορφα

και fn(x) συνεχείς συναρτήσεις για x ∈ [a, b]

⇓

Fn(x) =

x∫
a

fn(t) dt −→
n→∞

F (x) =

x∫
a

f(t) dt

οµοιόµορφα

Τα σύµβολα lim και
∫
εναλλάσσονται για συνεχείς συναρτή-

σεις, που συγκλινουν οµοιόµορφα:

lim
n→∞

⎛
⎜⎝

b∫
a

fn(t) dt

⎞
⎟⎠ =

b∫
a

(
lim

n→∞
fn(t)

)
dt

Παράδειγµα : Για κάθε x ∈ [0, 1] η ακολουθία fn(x) =

nxe−nx2
συγκλίνει σηµειακά στο 0 αλλά δεν συγκλίνει

οµοιόµορφα.

Συµπέρασµα:

fn(x) παραγωγίσιµες συναρτήσεις µε συνεχείς

παραγώγους στο διάστηµα (a, b)

fn(x) συγκλίνουν οµοιόµορφα στην συνάρτηση f(x)

f ′
n(x) συγκλίνουν οµοιόµορφα

⇓

lim
n→∞

dfn(x)

dx
= f ′(x) =

d
(

lim
n→∞

fn(x)
)

dx

Τα σύµβολα lim και
d

dx
εναλλάσσονται για συνεχείς συναρ-

τήσεις, που συγκλινουν οµοιόµορφα.


