
∆ιαµέριση (Partition) ορισµένη στο διάστηµα I = [a, b]

P = {x0, x1, x2, . . . , xn}
a = x0 < x1 < . . . < xn = b

�xk ≡ xk − xk−1

norm (λεπτότητα) διαµέρισης (Partition norm (mesh))

|P | = max {�x1, �x2, . . . ,�xn}

διάσταση (µήκος) διαµέρισης (Part. dimension (length))

d(P ) = n � d(P )|P | ≥ b − a

P ∗ λεπτότερη P ⇔ P ∗ ⊃ P

� |P ∗| < |P |, d(P ∗) > d(P )

f(x) ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R

m ≤ f(x) ≤ M ή |f(x)| < B

m = inf
a≤x≤b

f(x), M = sup
a≤x≤b

f(x)

κάτω άθροισµα (low sum) της ϕραγµένης συνάρτησης

πάνω σε µια διαµέριση P

L(P, f) =
n∑

k=1

mk �xk

mk = inf
{
f(x), xk ≤ x ≤ xk−1

}

άνω άθροισµα (upper sum) της ϕραγµένης συνάρτησης

πάνω σε µια διαµέριση P

U(P, f) =
n∑

k=1

Mk �xk

Mk = sup
{
f(x), xk ≤ x ≤ xk−1

}



  
  
  
  

f(x) ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R

m ≤ f(x) ≤ M ή |f(x)| < B

Πρ. 1 L (P, f) ≤ U (P, f)

Πρ. 2 Λεπτότερη διαµέριση ⇒ µεγαλύτερο κάτω άθρ.

P ∗ ⊃ P � L (P, f) ≤ L (P ∗, f)

L
(
P ∗, f

) − L (P, f) ≤ 2
(
d(P ∗) − d(P )

)
B |P |

Πρ. 3 Λεπτότερη διαµέριση ⇒ µικρότερο άνω άθροισµα

P ∗ ⊃ P � U (P ∗, f) ≤ U (P, f)

U (P, f) − U
(
P ∗, f

) ≤ 2
(
d(P ∗) − d(P )

)
B |P |

Πρ. 4 L (P1, f) ≤ U (P2, f)



L(f) ≡ sup
P

L(P, f) U(f) ≡ inf
P

U(P, f)

Λήµµα

∀ ε > 0 ∃P :

U(P, f) − L(P, f) < U(f) − L(f) + ε

Ορ: f(x) Darboux–ολοκληρώσιµη ⇔ L(f) = U(f)

L(f) = U(f) ≡ ID(f) ≡
b∫

a

f(x) dx

Πρ. 5 Αν υπάρχει Pn είναι κάποια ακολουθία

διαµερίσεων τέτοια ώστε

lim
n→∞ L(Pn, f) = lim

n→∞ U(Pn, f)

τότε η συνάρτηση f(x) είναι ολοκληρώσιµη

Λήµµα

∀ ε > 0 ∃P :

U(P, f) − L(P, f) < U(f) − L(f) + ε

Πρ.6 f(x) είναι ολοκληρώσιµη L(f) = U(f)



∀ ε > 0 ∃P : U(P, f) − L(P, f) < ε

Πρ.7 Θεώρηµα Darboux

f(x) είναι ολοκληρώσιµη L(f) = U(f)



∀ ε > 0 ∃ δ > 0 :

|P | < δ ⇒ U(P, f) − L(P, f) < ε


