
∆ΥΝΑΜΟΣΕΙΡΕΣ

Ορισµός ∆υναµοσειρά:
∞∑

n=1

anxn

Πρόταση 11

Αν για x = x0 η σειρά
∞∑

n=1

anxn
0 συγκλίνει

τότε η σειρά
∞∑

n=1

anxn συγκλίνει οµοιόµορφα για κάθε |x| < |x0|

Αποδ. Η σειρά
∞∑

n=1

anx
n
0 συγκλίνει ⇒ lim

n→∞
anxn

0 = 0 ⇒

∃n0 : n > n0 Ã |anxn
0 | <

1

2
⇒

∀ |x| < |x0| Ã |anx
n| = |anxn

0 |
∣∣∣∣
xn

xn
0

∣∣∣∣ <
1

2

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
n

⇒

|x| < |x0| Ã
∞∑

n>n0

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
n

συγκλίνει ⇒

M-test ⇒
∞∑

n>n0

anx
n συγκλίνει οµοιόµορφα

¦ Συκλιση στο σηµείο x0 ⇒ οµοιόµορφη σύγκλιση για |x| < |x0|

R = sup{|x0| :
∞∑

n=1

anxn
0 συγκλίνει}

Ορισµός R ακτίνα οµοιόµορφης σύγκλισης δυναµοσειράς
∞∑

n=1

anxn

∀x ∈ (−R, R) Ã
∞∑

n=1

|anxn| συγκλίνει οµοιόµορφα η σειρά

x = ±R Ã η σειρά
∞∑

n=1

an (±R)n είτε συγκλίνει, είτε δεν συγκλίνει
1



2

∀x /∈ (−R, R) Ã
∞∑

n=1

anxn δεν συγκλίνει η σειρά

Παράδειγµατα: Η σειρά
∞∑

n=0

xn έχει ακτίνα σύγκλισης 1. Η σειρά
∞∑

n=0

xn

n!
έχει ακτίνα σύγκλισης ∞

Σηµείωση Συνήθως (ΟΧΙ ΠΑΝΤΑ !!!) η ακτίνα σύγκλισης της δυναµο-
σειράς ϐρίσκεται εφαρµόζοντας
είτε το κριτήριο του λόγου

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ |x| < 1 Ã |x| < R = lim
n→∞

∣∣∣∣
an

an+1

∣∣∣∣
είτε το κριτήριο της ϱίζας

lim
n→∞

n
√
|an| |x| < 1 Ã |x| < R =

1

lim
n→∞

n
√
|an|

Πρόταση 12
Αν η δυναµοσειρά

S(x) =
∞∑

n=1

anx
n συγκλίνει οµοιόµορφα για |x| < R

⇓
s(x) =

∞∑
n=1

nanxn συγκλίνει οµοιόµορφα για |x| < R Ã

και S ′(x) = s(x)

Αποδ. Αφού η σειρά S(x) συγκλίνει οµοιόµορφα για κάθε |x| < R,
τότε για ένα x0 µε |x| < |x0| (όπως στην πρόταση 11) µπορούµε να
διαλέξουµε ένα n0 τέτοιο ώστε

n > n0 Ã |anx
n
0 | <

1

2
Ã |nanx

n| < 1

2
n

∣∣∣∣
x

x0

∣∣∣∣
n

Αλλά η σειρά
∞∑

n=1

n
∣∣∣ x
x0

∣∣∣
n

συγκλίνει οµοιόµορφα εποµένως η σειρά s(x)

συγκλίνει οµοιόµορφα. Η σχέση S ′(x) = s(x) από την πρόταση 10.

Παράδειγµα: Γεωµετρική σειρά Ã 1

(1− x)2 =
∞∑

n=1

nxn−1 για |x| < 1.
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Πρόταση 13
Αν η δυναµοσειρά

s(x) =
∞∑

n=0

anx
n συγκλίνει απόλυτα για |x| < R ⇒

S(x) =
∞∑

n=0

an
xn

n + 1

συγκλίνει οµοιόµορφα για |x| < R

και S(x) =

x∫

0

s(t) dt

Ιδια απόδειξη όπως προηγούµενα.
Ασκήσεις
1) Να αποδειχθεί ότι

1

(1− x)2
=

∞∑
n=0

(n + 1)xn για |x| < 1

2) Να αποδειχθεί ότι

ln(1− x) = −
∞∑

n=1

xn

n
για |x| < 1

3) Να αποδειχθεί ότι
∞∑

n=1

xn

n(n + 1)
= 1 +

(
−1 +

1

x

)
log(1− x)

4) Να αποδειχθεί ότι
∞∑

n=1

nxn

(n + 1)(n + 2)
=
−2 x + (−2 + x) log(1− x)

x2

5) Να αποδειχθεί ότι

arctan x =
∞∑

n=0

(−1)n x1+2 n

1 + 2 n


