
Πρόταση 14α- Ανάπτυγµα Maclaurin

Αν f(x) =
∞∑

n=0

anxn συγκλίνει οµοιόµορφα µε ακτίνα σύγκλισης R τότε

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn

και

f (k)(x) = k!
∞∑

n=k

(
n

k

)
anx

n−k

συγκλίνει οµοιόµορφα µε ακτίνα σύγκλισης R

Αποδ. Από την πρόταση 12 έχουµε ότι

f ′(x) =
∞∑

n=1

nanx
n−1 Ã f ′(0) = a1

f ′′(x) =
∞∑

n=2

n(n− 1)anx
n−2 Ã f ′′(0) = 2 · 1 · a2 = 2!a2

f (3)(x) =
∞∑

n=3

n(n− 1)(n− 2)anx
n−3 Ã f (3)(0) = 3 · 2 · 1 · a3 = 3!a3

και γενικά

f (k)(x) =
∞∑

n=k

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)anxn−k Ã f (k)(0) = k · · · 3·2·1·ak = k!ak

και οι διαδοχικές παράγωγοι συγκλίνουν οµοιόµορφα µε ακτίνα σύγ-
κλισης R

Πρόταση 14 ϐ- Ανάπτυγµα Taylor

Αν f(x) =
∞∑

n=0

anxn συγκλίνει οµοιόµορφα µε ακτίνα σύγκλισης R, έστω a ∈ (−R, R)

τότε

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

Αποδ.

f(x) =
∞∑

n=0

an ((x− a) + a)n =
∞∑

n=0

an

(
n∑

k=0

(
n

k

)
(x− a)k an−k

)
=

1



2

=
∞∑

k=0

(x− a)k

( ∞∑

n=k

(
n

k

)
ana

n−k

)
=

∞∑

k=0

f (k)

k!
(x− a)k



ΤΥΠΟΣ TAYLOR

Λήµµα

Αν Rn(x) =
1

(n− 1)!

x∫

x0

(x− t)n−1 f(n)(t) dt

ολοκλήρωση κατά παράγοντες

⇒ Rn =
(x− x0)

n

n!
f(n)(x0) + Rn+1(x)

Ολοκληρωτικός Τύπος TAYLOR
f(x) έχει συνεχείς παραγώγους τάξης ≤ n στο [a, b]

⇒ f(x) =
n−1∑

k=0

(x− x0)
k

(k)!
f(k)(x0) + Rn(x)

και Rn(x) =
1

(n− 1)!

x∫

x0

(x− t)n−1 f(n)(t) dt



Πόρισµα

Rn(x) =
1

(n− 1)!

x∫

x0

(x− t)n−1−k
︸ ︷︷ ︸

σταθερό
πρόσηµο

για t
µεταξύ x, x0

(x− t)k f(n)(t)︸ ︷︷ ︸
ολοκληρώσιµη

dt

Πρώτο Θεώρηµα Μέσης Τιµής Ã ∃ ξ µεταξύ x, x0

Rn(x) =
(x− ξ)k f(n)(ξ)

(n− 1)!

(x− x0)
n−k

(n− k)!

Rn(x) υπόλοιπο Cauchy

f(x) =
n−1∑

k=0

(x− x0)
k

(k)!
f(k)(x0) + Rn(x)


