
ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ Β΄ ΕΙ∆ΟΥΣ

Ορισµός

f(x) ¨τοπικά¨ ολοκληρώσιµη στο (a, b) αν για κάθε

κλειστό [c, d] ⊂ (a, b) η f(x) είναι ολοκληρώσιµη.

πχ f(x) = e−x
είναι ¨τοπικά¨ ολοκληρώσιµη στο [0,∞)

f(x) = 1√
x(1−x)

είναι ¨τοπικά¨ ολοκληρώσιµη στο (0, 1)

Ορισµός

Το γενικευµένο ολοκλήρωµα για µια τοπικά ολκληρώσι-

µη συνάρτηση f(x) υπάρχει αν µπορούµε να ϐρούµε τα

όρια για κάθε u ∈ (a, , b)

b∫
a

f(x) dx
ορ
≡ lim

c→a

u∫
c

f(x) dx + lim
d→b

b∫
u

f(x) dx

πχ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ Α΄ ΕΙ∆ΟΥΣ a = −∞ ή (και)

b = ∞
f(x) = e−x

είναι ¨τοπικά¨ ολοκληρώσιµη στο [0,∞)

∞∫
0

e−x dx = lim
d→∞

d∫
0

e−x dx = lim
d→∞

(
1− e−d

)
= 1

πχ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ Β΄ ΕΙ∆ΟΥΣ στο ένα ή και στα δύο

όρια της ολοκλήρωσης η συνάρτηση δεν ορίζεται.

f(x) = 1√
x(1−x)

είναι ¨τοπικά¨ ολοκληρώσιµη στο (0, 1)

1∫
0

dx√
x(1− x)

=

1∫
0

dx√
1
4
−

(
x− 1

2

)2

x− 1
2
= 1

2
sin t︷︸︸︷

= =

π/2∫
−π/2

1
2
cos t

1
2
cos t

dt = π

1
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ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΥΠΑΡΞΗΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ Β΄ ΕΙ∆ΟΥΣ

Θεωρούµε ολοκληρώµατα το είδους f(x) τοπικά ολοκληρώσιµη, F (u) =
u∫

a

f(x) dx και ∃ lim
u→b

F (u) ≡
b∫

a

f(x) dx (ή F (u) =

b∫
u

f(x) dx και

∃ lim
u→a

F (u) ≡
b∫

a

f(x) dx)

Παράδειγµα: Ολοκλήρωµα

1∫
0

1√
1− x

dx

F (u) =

u∫
0

1√
1− x

dx = 2
(
1−

√
1− u

)
και lim

u→1
F (u) = 2

ΚΡΙΤΗΡΙΟ Cauchy
Υπάρχει το γενικευµένο ολοκλήρωµα ⇔ η συνάρτηση F (u) ικανοποιεί µια συνθήκη

Cauchy για u → b

∀ ε ∃ δ > 0 : |x2 − b| < δ και |x1 − b| < δ ⇒ |F (x2)− F (x1)| =

∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

Απόλυτη σύγκλιση ⇒ σύγκλιση

∃
b∫

a

|f(x)| dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx
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Αποδ.:

∃
b∫

a

|f(x)| dx

m

∀ ε ∃ δ > 0 : |x2 − b| < δ και |x1 − b| < δ;⇒

∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

|f(x)| dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

⇓∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
x2∫

x1

|f(x)| dx

⇓

∀ ε ∃ δ > 0 : |x2 − b| < δ και |x1 − b| < δ;⇒

∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

⇓

∃
b∫

a

f(x) dx

ΠΡΟΣΟΧΗ Μπορεί να υπάρχει σύγκλιση αλλά όχι απόλυτη σύγκλιση

Κριτήριο σύγκρισης

0 ≤ f(x) ≤ g(x) για x > a

∃
b∫

a

g(x) dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx

6 ∃
b∫

a

f(x) dx ⇒ 6 ∃
b∫

a

g(x) dx

Αποδ.: Η απόδειξη στηρίζεται στην σύγκλιση Cauchy και στο γεγονός

ότι

0 ≤
x2∫

x1

f(x) dx ≤
x2∫

x1

g(x) dx

πχ το ολοκλήρωµα

1∫
0

dx
sin x

δεν υπάρχει γιατί sin x < x για 0 < x < 1

και
1
x

< 1
sin x

και το

∞∫
0

dx
x

δεν υπάρχει.
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 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΝΟΝΤΑΙ ΣΤΟ a
Θα λέµε ότι η συνάρτηση f(x) είναι ολοκληρώσιµη για x > a > 0 αν

∃
b∫

a

|f(x)|dx για κάποιο b > a

|f(x)| < C
(x−a)p και 0 ≤ p < 1 για b ≥ x ≥ a ⇒ f(x) ολοκληρώσιµη

Αποδ.: Αν 1 > p ≥ 0 τότε για u > a 

F (u) =

b∫
u

dx

(x− a)p
=

(x− a)1−p

1− p

∣∣∣∣b
u

=
(b− a)1−p − (u− a)1−p

1− p
−→
u→a

(b− a)1−p

1− p

γιατί 1−p > 0 οπότε η
C

(x−a)p είναι ολοκληρώσιµη στο a οπότε ∃
b∫

a

|f(x)|dx ≤

C (b−a)1−p

1−p
πχ η

1√
sin x

είναι ολοκληρώσιµη στο 0

Οριακό κριτήριο σύγκλισης

0 ≤ f(x) και 0 < g(x) για x > a

lim
x→a

f(x)

g(x)
= ` ≥ 0

(1) 0 < ` < ∞  ∃
b∫

a

g(x) dx ⇔ ∃
b∫

a

f(x) dx

(2) ` = 0  ∃
b∫

a

g(x) dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx

Αποδ.:

(1) Για µεγάλα x κοντά στο a έχουµε
`
2

< f(x)
g(x)

< 3`
2

εποµένως

`

2
g(x) < f(x)  ∃

b∫
a

f(x) dx ⇒ ∃
b∫

a

g(x) dx

f(x) <
3`

2
g(x)  ∃

b∫
a

g(x) dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx

(2) Για x κοντά στο a έχουµε
f(x)
g(x)

< 1
2

εποµένως

f(x) <
1

2
g(x)  ∃

b∫
a

g(x) dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx

πχ Αν 0 < β ≤ α + 1 τότε ∃
∫ 1

0

xα

sinβ x
dx
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Ασκηση 1:

1∫
−4

dx√
4−3x−x2 = π

Ασκηση 2:

2∫
0

dx√
|1−x2|

= π
2

+ arccos h 2


