
ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΥΠΑΡΞΗΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ Β΄ ΕΙ∆ΟΥΣ

Θεωρούµε ολοκληρώµατα το είδους f(x) τοπικά ολοκλη-

ϱώσιµη,

F (u) =

u∫
a

f(x) dx και ∃ lim
u→b

F (u) ≡
b∫

a

f(x) dx

(ή F (u) =

b∫
u

f(x) dx και∃ lim
u→a

F (u) ≡
b∫

a

f(x) dx)

Παράδειγµα: Ολοκλήρωµα

1∫
0

1√
1− x

dx

F (u) =

u∫
0

1√
1− x

dx = 2
(
1−

√
1− u

)

και lim
u→1

F (u) = 2



ΚΡΙΤΗΡΙΟ Cauchy
Υπάρχει το γενικευµένο ολοκλήρωµα ⇔ η συνάρτηση

F (u) ικανοποιεί µια συνθήκη Cauchy για u → b

∀ ε ∃ δ > 0 : |x2 − b| < δ και |x1 − b| < δ

⇒ |F (x2)− F (x1)| =

∣∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

Απόλυτη σύγκλιση⇒ σύγκλιση

∃
b∫

a

|f(x)| dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx



Κριτήριο σύγκρισης

0 ≤ f(x) ≤ g(x) για x > a

∃
b∫

a

g(x) dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx

6 ∃
b∫

a

f(x) dx ⇒ 6 ∃
b∫

a

g(x) dx

πχ το ολοκλήρωµα

1∫
0

dx
sin x δεν υπάρχει.



 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΝΟΝΤΑΙ ΣΤΟ a

Θα λέµε ότι η συνάρτηση f(x) είναι ολοκληρώσιµη για

x > a > 0 αν

∃
b∫

a

|f(x)|dx για κάποιο b > a

|f(x)| < C
(x−a)p και 0 ≤ p < 1 για b ≥ x ≥ a

⇒ f(x) ολοκληρώσιµη

πχ η
1√
sin x

είναι ολοκληρώσιµη στο 0

Οριακό κριτήριο σύγκλισης

0 ≤ f(x) και 0 < g(x) για x > a

lim
x→a

f(x)

g(x)
= ` ≥ 0

1. 0 < ` < ∞  ∃
b∫

a

g(x) dx ⇔ ∃
b∫

a

f(x) dx

2. ` = 0  ∃
b∫

a

g(x) dx ⇒ ∃
b∫

a

f(x) dx


